Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/s2bulletindessci34fran 


-7 


o"^ 


^ 


BULLETIN 


SCIENCES   MATHÉMATIQUES. 


COMMISSION  DES  HALTES  ÉTUDES. 


MM.   G.    DAHBOUX,  président. 
H.  POINCARÉ. 
.1.  TANNEUV. 
E.  PICARD. 
P.  APPELE. 
A.  GUILLET,  secrétaire. 


AVIS. 
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SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES    REISDUS    ET    ANALYSES 


APPELL  (Paul).  —  Traité  de  Mécanique  rationnelle.  Deuxième  édition, 
entièrement  refondue.  Tome  III  [:  Equilibi^e  et  mouvement  des  milieuTT 
continus,  avec  une  Note  de  MM.  E.  et  F.  Cosserat,  Sur  l'action  eucli- 
dienne. In-8,  vii-645  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1909. 

PRÉFACE. 

Dans  cette  nouvelle  édition,  les  parties  classiques  ont  élë  peu 
modifiées.  L'iiistorique  de  la  théorie  de  l'équilibre  des  corps 
flollanls  a  été  complété  par  quelques  indications  sur  le  Mémoire 
génial  de  Christian  Huygens  De  iss  qiiœ  liquido  sape  matant 
(T.  X[  des  OEuvres  de  Hujgens  et  Notes  de  M.  Korleweg).  Le 
parag-raphc  relatif  à  l'étude  des  discontinuités  dans  les  fluides  a  été 
rédigé  d'une  façon  plus  satisfaisante.  La  théorie  de  l'élasticité  a 
été  complétée  par  le  théorème  de  réciprocité  de  Betti,  puis  par 
l'indication  sommaire  des  recherches  nouvelles  les  plus  impor- 
tantes de  divers  auteurs  et  en  particulier  des  travaux  de  MM,  E.  et 
F.  Cosserat  sur  le  problème  de  Barré  de  Saint-Venant  et  la 
théorie  des  corps  minces. 
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Mais  ce  qui  fait  lintérèl  de  ce  nouveau  \  oluine,  c'est  la  Note  si 
remarquable  Sur  la  théorie  de  l' action  euclidienne  que  MM.  E. 
ot  F.  Cosserat  ont  bien  voulu  rédiger.  Cette  Note  se  trouve  à  sa 
|)lace  naturelle  à  la  fin  d'un  Traitt-  dans  lequel  la  Mécanique  est 
exposée,  comme  il  est  nc'cessaire  pour  une  première  élude,  sous 
nue  forme  expérimentale  et  inductive  :  elle  a  pour  but  de  rat- 
tacher les  difTérenles  théories  de  la  Mécanique  à  un  concept 
«énéral  unique,  dont  elles  découlent  par  voie  déductive  et  qui 
■constitue  un  instrument  |)erineltant  de  nouvelles  découvertes. 

On  sait  que  deux  grandeurs  dominent  la  Mécanique  moderne  : 
W'.nevLiie  qui  dé[)Pnd  de  la  difTérencc  T  —  U  et  Vaclion  f|ui 
is'exprime  à  l'aide  de  la  somme  T  +  U.  MM.  E.  et  F.  Cosserat  se 
*ont  attachés  à  la  notion  d'acilon,  dont  l'importance  résulte  des 
théories  d'Hamiltou  et  d'Helmhoilz;  ils  ont  réussi  à  faire  faire  à 
■ces  théories  un  nou\eau  et  important  progrès,  en  dégageant  ce 
<|ui  est  fondamental  dans  le  concept  qu'elles  contiennent  et  en 
■établissant  une  définition  directe  de  l'action,  dont  la  forme  peut 
■être  transportée  dans  tous  les  domaines  de  la  Philoso])liie  natu- 
relle. Leur  point  de  départ  est  cette  remarque  f|ue  Vaction,  telle 
<pie  Maupertuis  l'a  introduite,  est  invariante  dans  le  groupe  des 
déplacements  euclidiens  :  ce  même  caractère  se  retrouve  dans  la 
■statistique  des  corps  déformables,  qui  repose  sur  la  considération 
du  ds-  de  l'espace;  dans  la  IMijsique,  la  théorie  des  phénomènes 
■dus  à  la  gravitation,  à  la  chaleur  et  à  l'électricité  dépend,  comme 
J'ont  montré  les  premiers  Laplace,  Fourier  et  Maxwell,  de  l'étude 
de  |)aramètres  différentiels,  qui  sont  également  des  invariants 
■dans  le  groupe  des  déplacements.  M.  H.  Poincaré  a  écrit  que  la 
notion  de  groupe  préexiste  dans  notre  esprit  au  moins  en  puis- 
sance, et  s'impose  à  nous,  non  comme  forme  de  notre  sensibilité, 
niais  comme  forme  de  notre  entendement.  Suivant  cette  idée  phi- 
ilosoplii(jue,  la  Mécanique  rationnelle  et  la  Physique  théorique 
doivent  avoir  un  fondement  analogue  à  celui  de  la  Géométrie,  et  il 
€st  naturel  de  cherch<'i"  à  l<;s  construire  sur  la  notion  unique 
A'action  euclidienne. 

C'est  ce  que  .MM.  E.  et  F.  Cosserat  ont  fait  dans  leur  Note,  à 
l'égard  des  questions  qui  rentrent  dans  le  cadre  habituel  de  la 
Mécanique.  Ils  ont  ouvert  ainsi,  à  la  critique  des  principes  sur 
lesquels  repose  cette  partie  de  la  Science,  dans  sa  forme  classique, 
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une  voie  nouvelle  dont  Tinlérèl  est  acluellemenl  nianifeste.  En 
même  temps,  ils  ont  pu  faire  entrer  d'une  manière  plus  complète, 
dans  le  champ  de  la  recherche  rationnelle,  les  problèmes  de  la 
déformation  des  corps  posés  au  siècle  dernier  par  la  grande  école 
française  de  Physique  mathématique. 

Le  lecteur  verra  avec  quel  succès  ils  ont  réussi  et  comment 
leur  méthode  les  conduit,  par  une  voie  régulière,  au\  divers 
problèmes  de  Statique  et  de  Dynamique  concernant  la  ligne 
déformable,  la  surface  déformable,  le  milieu  déformable,  avec 
tous  les  cas  particuliers  considérés  en  Géométrie  et  en  Mécanique. 

Je  suis  heureux,  d'adresser  ici  tous  mes  remercîments  à  MM.  E. 
et  F.  Cosserat,  pour  l'amabilité  qu'ils  ont  eue  de  publier  leur  beau 
travail  à  la  fin  de  mon  Traité  de  Mécanique. 


EISENHART  (L.-P.).  —  A  treatise  on  the  diffeki-ntial  Geometry  of 
CURVES  AND  SURFACES.  I  volume  in-8,  XI-/174  pages.  Ginn  and  Company, 
Boston,  New-York,  Gliicago,  London. 

Ce  Livre  est  le  développement  des  leçons  qu'a  données  pendant 
plusieurs  années  l'auteur  à  l'Université  de  Princeton.  La  meil- 
leure manière  d'indiquer  à  nos  lecteurs  l'intérêt  de  cet  Ouvrage 
excellent  sera  d'en  analyser  le  contenu. 

Le  Chapitre  I  de  l'Ouvrage,  qui  contient  52  pages,  est  con- 
sacré à  la  théorie  des  courbes  gauches.  Les  méthodes  sont  celles 
qui  sont  ap|)liquées  d'ordinaire  dans  les  Traités  de  calcul  infmité- 
simal.  Mais  l'auteur  a  pensé  que  l'emploi  du  trièdre  mobile  et  les 
considérations  de  Géométrie  intrinsèque  de  Cesaro  étaient  de 
nature  à  développer  le  sens  géométrique,  et  il  leur  a  fait  une  place 
dans  son  exposition. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  est  divisé  en  trois  parties.  La  première, 
qui  se  compose  des  Chapitres  11  à  VI,  traite  des  coordonnées 
curvilignes  sur  une  surface  et  des  enveloppes,  de  l'élément  linéaire 
d'une  surface,  de  la  représentation  conforme  et  des  paramètres 
difl'érentiels,  de  la  Géométrie  d'une  surface  dans  le  voisinage  d'un 
point,  de  la  méthode  de  Gauss  pour  l'étude  des  surfaces  combinc'-e 
avec  l'emploi  du  trièdre  mobile,  des  différents  systèmes  de  courbes 
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sur  les  surfaces  et  des  lignes  géodésiques.  Nous  y  voyons  appa- 
raître tous  les  élénienls  essentiels  de  la  théorie  des  surfaces,  la 
méthode  de  Gauss,  les  deux  formes  quadratiques  fondamentales, 
les  symboles  de  ChristofTel,  etc. 

Dans  les  Chapitres  VK  et  VIII,  ces  théories  générales  sont 
appliquées  à  des  surfaces  particulières,  aux  quadriques,  aux  sur- 
faces réglées,  aux  surfaces  minima,  aux  surfaces  à  courbure  totale 
constante,  aux  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  ou  sphé- 
riques. 

Le  problème  général  des  surfaces  applicables  est  discuté  dans 
les  Chapitres  IX  et  X,  ce  dernier  étant  entièrement  consacré  à  la 
méthode  récente  de  Weingarten  et  à  ses  développements.  Nous  j 
remarquons  en  particulier  un  j^aragraphe  sur  les  surfaces  de 
M.  Goursat. 

Les  quatre  derniers  Chapitres  sont  consacrés  à  la  déformation 
infinitésimale,  aux  congruences  de  lignes  droites  et  de  cercles,  au\ 
systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales.  Le  Chapitre  VIII  en 
particulier  contient  une  étude  des  belles  propriétés  des  systèmes 
cycliques,  découvertes  par  riibaticour.  Celui  sur  les  systèmes 
orthogonaux  contient  la  démonstration  du  théorème  de  Dupin  et 
de  sa  réciproque,  la  transformation  de  Combescure,  les  équations 
de  Lamé,  les  systèmes  triples  de  MM.  Weingarten  et  Bianchi. 

On  voit  que  le  Livre  a  été  professe.  Chaque  Chapitre  est 
accompagné  d'exercices.  L'auteur  a  donné  bien  des  indications 
bibliographiques,  mais  il  a  cru  [)Ouvoirse  dispenser  de  les  rendre 
tout  à  fait  complètes  en  renvoyant  ses  lecteurs  à  TEncvclopédie 
mathématique. 

On  le  voit,  il  ne  s'agit  ici  ni  d'un  Ouvrage  élémentaire,  ni  d'un 
Ouvrage  tout  à  fait  complet.  L'essentiel  est  que  M.Eisenhart  n'ait 
rien  oublié  d'important,  qu'il  ait  fait  connaître  les  méthodes  et 
qu'il  ait  éveillé  l'esprit  géométrique  chez  ses  élèves  ou  ses  lec- 
teurs. Nous  croyons  que,  sur  tous  ces  points,  il  aura  réussi. 

J.  G. 


COMPTES   ilENDUS   ET  ANALYSES. 


KIEPERT  (L.).  —  Grundriss  der  Differential-  und  Integral-Reciining. 
I.  Teil  :  Differential-Rechnung.  Elfte  unveranderle  Auflage  des  gleich- 
namigen  Leitfadens  von  weil.  E)'  Max  Stegeniann.  In-8,  xx-8i8  pages. 
Hannovcr,  1910,  Hehvingsche  Veilag^sbuchandlung. 

Nous  avons  rendu  coiiijjte  à  difïerentes  reprises  des  diverses 
éditions  de  l'excellent  Ouvrage  de  M.  Kiepert.  La  dixième  édition, 
qui  parut  en  1903  et  fut  tirée  à  plus  de  5ooo  exemplaires,  est 
maintenant  complètement  épuisée.  La  nouvelle  édition,  n'en  dou- 
tons pas,  aura  le  même  succès.  Car  Tédileur  n'a  rien  négligé  de 
ce  qui  pouvait  en  faire  un  excellent  livre  de  chevet  et  d'étude.  Les 
Tables  des  formules  les  plus  importantes  du  Calcul  différentiel 
forment  en  particulier  un  fascicule  sé[)aré  dont  lemploi  sera  des 
plus  commodes.  J.  G. 


APPELE  (  Paul)-  —  Traité  de  Mécaniqle  rationnelle.  Troisième  édition, 
entièrement  refondue.  Tome  I  :  Statique,  dynamique  du  point.  In-8, 
x-Gi3  page*.  Paris,  Gautliier-Villars,  1909. 

11  nous  suffira  évidemment  de  signaler  celte  troisième  édition 
de  l'excellent  et  très. complet  Traité  de  Mécanique  àc  M.  Appell. 
La  principale  modification  apportée  par  l'auteur  concerne  la 
théorie  des  vecteurs.  Le  mieux  sera,  évidemment,  de  reproduire 
tout  ce  qu'il  en  dit  lui-même  dans  sa  Préface  : 

«  En  dehors  des  améliorations  de  détail  apportées  à  la  rédaction 
et  des  indications  bibliographi(pies  nouvelles,  nous  avons  pré- 
senté, dans  le  premier  Chapitre,  la  théorie  des  vecteurs,  sous  une 
forme  entièrement  renouvelée,  dont  le  point  de  départ  est  dans 
ce  fait  qu'on  rencontre,  dans  les  applications^  trois  catégories  de 
vecteurs.  La  première  catégorie  comprend  des  vecteurs  qui  sont 
définis  en  grandeur,  direction  et  sens,  mais  dont  le  point  d'appli- 
cation peut  être  pris  arbitrairement  dans  l'espace  :  tels  sont  les 
vecteurs  qui  représentent  des  axes  de  couples  appliqués  à  un 
solide;  nous  appelons  les  vecteurs  de  celte  catégorie  vecteurs  non 
localisés  (unlocalised),  suivant  l'expression  employée  par  M.  Love 
dans  sa  Theoretical  rneckanics^  ou  encore  vecteurs  libres.  Dans 


,0  PREMIÈRE  PARTIE. 

la  detixii'-mc  calégorie  figurent  des  vecteurs  définis  en  grandeur, 
direction  et  sens,  pouvant  glisser  al)ilrairement  sur  la  droite  qui 
les  porte  :  tels  sont  les  vecteurs  qui  représentent  des  forces  appli- 
<piées  à  un  solide;  nous  les  appelons  vecteurs  localisés  sur  une 
droite  ou  vecteurs  glissants.  Enfin,  dans  la  troisième  catégorie, 
figurent  les  vecteurs  (|ui  ont  un  point  d'application  déterminé, 
comme  les  vecteurs  représentant  les  vitesses  de  points  mobiles 
ou  les  forces  d'un  champ;  ces  vecteurs  sont  localisés  en  un 
point  ou  liés  à  leur  point  d'application.  Nous  avons,  en  outre, 
inlroduit  la  distinction,  si  Importante  en  Plivsique,  entre  les 
vecteurs  axiaux  et  les  vecteurs  polaires.  » 


LEGHALAS  (G.)-  —  Étude  sur  l'espace  et  le  temps. 
■i'"  édition,  i  volume  in-8,  827  pages.  Paris,  Alcan,   1909. 

l^a  première  édition  de  cette  Etude  remonte  à  l'année  iSgS  ; 
depuis  lors,  de  nombreux  et  importants  travaux  ont  été  publiés 
sur  les  fondements  logiques  de  la  Géométrie  :  l'auteur  a  eu  à 
cœur  d'en  tenir  compte;  il  ne  faut  pas  s'étonner  si  la  partie  de 
son  Livre  qui  se  rapporte  à  la  Géométrie  a  plus  que  doublé;  celle 
qui  concerne  la  INIécanique  a  été  modifiée  moins  profondément  : 
M.  Lechalas  a  emprunté  à  M.  Duliem  diverses  indications  d'ordre 
historique  sur  les  repères  auxquels  on  rapporte  les  mouvements 
observés;  il  a  aussi  tiré  parti  de  la  communication  de  M.  l*ainlevé 
à  la  Société  française  de  IMiilosophie  sur  le  rôle  du  principe  de 
causalité  dans  le  choix  de  ces  repères.  Il  a  diseuse  les  objections 
de  M.  Poincaré  contre  le  principe  de  tout  essai  de  détermination 
de  la  Géontétrie  de  notre  univers.  Enfin,  à  l'occasion  de  la  cri- 
tifpie  de  l'infini  et  du  continu,  il  a  introduit  quelques  considé- 
rations fondées  sur  la  théorie  des  ensembles  infinis  de  M.  G. 
(^antor. 

En  achevant  la  lecture  du  Livre  de  M.  Lechalas,  je  m'étais 
d'abord  résolu  à  me  borner  aux  indications  qui  précèdent  et  qui 
sont  tirées  de  la  préface.  C'eût  été  sage  :  les  gens  incompétents 
qui  se  mêlent  de  discuter  la  doctrine  d'un  philosophe  méritent 
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sans  doute,  comme  le  dit  Bayle  dans  tin  |)assage  qu'a  cité  1  auteur, 
d'être  «  abandonnés  ou  à  leur  stupidité,  ou  à  leur  mauvaise  foi, 
ou  à  la  force  insurmontable  de  leurs  préjugés  »,  et,  s'ils  se  rendent 
compte  de  leur  incompétence,  ils  craignent  naturellement  d'être 
traités  comme  ils  le  méritent.  C'est  toutefois  M.  Lechalas  lui- 
même  qui  m'a  rassuré:  il  disserte  en  eflet,  sans  trop  d'hésitation, 
sur  la  faron  dont  Dieu  connaît  les  choses  ;  il  ne  manquera  pas  de 
pardonner  à  un  profane  qui  se  permet  de  dire  quelques  mots  d'un 
Chapitre  de. son  Livre,  ou  [)lulôt  d'un  paragraphe  de  ce  Chapitre, 
qui,  dans  la  Table,  est  intitulé  Démonstration  de  la  loi  du 
nombre. 

En  vertu  de  cette  loi  du  nombre,  à  propos  de  laquelle  on  a 
mené  grand  bruit,  il  n'y  a  [)as  de  collections  infinies.  Renouvier, 
M.  Pillon,  M.  Evellin,  M.  Leclialas  lui-même  ont  été  ou  sont 
parmi  les  tenants  de  cette  doctrine.  Qu'un  philosophe  l'admette  et 
la  préconise,  qu'il  s'ellorce  d'y  soumettre  sa  théorie  de  l'univers, 
qu'il  s'amuse  à  en  déduire  les  conséquences  logiques;  qu'il  trouve 
parmi  ces  conséquences,  sans  qu'aucune  le  fasse  reculer,  l'impos- 
sibilité d'un  espace  ou  d'un  temps  iniinls,  l'impossibilité  de  la 
cor>linuité  de  l'un  et  de  l'autre  et  du  mouvement,  je  ne  veux  pas 
m'en  émouvoir;  les  mélaphvsiciens  ont  trop  de  plaisir  à  étonner 
les  gens  pour  que  ceux  qui  les  écoulent  ou  qui  les  lisent  n  aient 
pas  le  droit  de  se  cuirasser  contre  tout  étonnement  ;  mais  qu'il  fût 
possible  de  donner  une  démonstialion  de  celte  loi  du  nombre, 
voilà  qui  m'émerveillait  beaucoup.  Je  ne  puis  cacher  ma  déception. 
La  démonstration  de  M.  Lechalas  ne  convaincra,  j'en  ai  bien  peur, 
que  ceux  qui  croient  d'avance  à  ce  qu' il  fallait  démontrer.  Elle 
consiste  à  su|)poser  réalisés  deux  ensembles  infinis  de  disques; 
sur  les  disques  du  premier  ensemble  sont  inscrits  les  numéros 
I,  2,  3,  ...  et  sur  les  disques  de  l'autre  les  numéros  a,  4'  '>■>  •••! 
chaque  disque  du  second  ensemble  est  relié  par  une  ficelle  rouge 
au  disque  de  même  rang  dans  le  premier  ensemble  et  par  une 
(icelle  bleue  au  disque  de  ce  premier  ensemble  qui  porte  le  même 
numéro  que  lui.  «  Or,  en  quelque  région  de  l'ensemble  des  deux 
séries  que  nous  nous  placions,  toujours  un  élément  de  la  seconde 
série  sera  le  point  de  départ  d'une  ficelle  bleue  et  d'une  ficelle 
rouge,  mais  les  secondes  extrémités  de  ces  ficelles  présenteront 
une  singularité  :  landis  que  les  ficelles  rouges  aboutiront  à  tous  les 
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disques  de  la  |)reinière  série,  les  ficelles  bleues  n'ahoiilironl  fin'à 
un  disque  sur  deux.  »  C'est  loul. 

Comment  un  homme  aussi  subtil  ei  aussi  averti  que  M.  Leclialas 
peut-il  voir,  dans  la  singularité  qu'il  trouve  à  son  assemblage  de 
disques,  de  (icelles  bleues  et  rouges,  une  démonslration  per  ab- 
swdnm  de  lu  loi  du  nombre?  Il  |>arle  un  peu  plus  loin  du  tapage 
insignifiant  de  notre  sensibilité  ;  mais  ne  s"esl-il  pas  laissé  étourdir 
parce  tapage,  et  la  singularité  qu'il  signale  est-elle  autre  chose? 
Nous  sommes  impuissants  à  imaginer  l'infini,  c'est  entendu;  mais 
cette  impuissance  n'empêche  pas  la  justesse  de  nos  raisonnements 
quand  nous  prenons  les  précautions  qu'il  faut.  Chacun  de  ceux 
qui  étudient  les  Mathématiques  est  gêné  de  temps  en  temps  par 
des  raisonnemenls  sur  Ti'nfini  qui  ne  s'accordent  pas  avec  ses 
inluitioiis  hal)ituelles.  .le  croirais  volontiers  cpie  les  uns  et  les  autres 
ne  sont  pas  choqués  de  la  même  façon  par  les  mêmes  faits  mathé- 
matiques :  voilà  un  beau  sujet  tlenquête.  Les  iicelles  bleues  et 
rouges,  qui  choquent  tant  M.  Leclialas,  ne  me  gênent  en  aucune 
façon  ;  mais  je  suis  1res  scandalisé  [lar  ces  points  d'abscisses  r^ition- 
nelles  cpii  sont  aussi  raji|)rochés  qu'on  veut  de  n'importe  rpiel 
point  de  l'intervalle  (o,  i)  et  qu  on  peut  entourer  chacun  d'un 
petit  segment,  sans  que  l'ensemble  de  tous  ces  segments  recouvre 
l'intervalle.  J'ai  rencontré  des  gens  qui  ne  partageaient  pas  du 
tout  mon  ahurissement.  Peu  importe,  je  suis  très  convaincu  de  la 
légitimité  du  raisonnement.  LU  bon  raisonnement,  bien  juste, 
s'impose:  rinliiition  garde  (pielque  chose  d'individuel  et  de  sub- 
jectif. 

Au  reste,  M.  Leclialas  ne  rejette  pas  tous  les  raisonnements  sur 
l'infini  :  il  admet  et  reproduit  bon  nombre  de  ceux  (pie  AL  Cantor 
a  introduits  dans  la  Science;  il  raisonne  comme  un  autre  .>>ur  l'in- 
fini, mais  il  ne  veut  pas  du  tout  (pie  l'infini  soit  réalisé.  S'il  v  a 
dans  la  notion  de  l'infini  une  contradiction  interne,  cette  contra- 
diction ôte  toute  valeur  à  tout  raisonnement  où  intervient  la  notion 
de  l'infini.  Ce  n'est  pas,  semble-t-il,  dans  l'idée  même  de  l'inlini, 
mais  dans  la  réalisation  de  celle  idée  que  M.  Leclialas  voit  une 
contradiction  ;  il  v  a  là  une  conception  du  réel  qui  m'échappe. 
Pourquoi  ce  qui  n'est  pas  contradictoire  ne  j)Ourrail-il  èlre  réalisé? 

C'est  l'expérience  qui  atteint  le  réel,  non  le  raisonnement  déduc- 
lif;   celui-ci   nous  apprend   que  telle  conséquence  résulte  de  telle 
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hvpolhèse,  que  celle  lijpothèse-ci  est  conlradiclolre  avec  celle-là; 
en  outre,  il  nous  permet  île  mettre  de  Tordre  dans  nos  connais- 
sances expérimentales  et  dans  les  inductions  dont  elles  sont  le 
point  de  départ  ;  mais  il  ne  peut,  à  lui  seul,  créer  ou  anéantir  rien 
qui  existe.  L'essai  de  démonstration  que  donne  M.  Lechalas  n'est, 
à  ce  qu'il  me  semble,  qu'une  image  vague  ;  mais  un  raisonnement 
qui  prétendrait  aboutir  à  la  même  conclusion,  sans  faire  éclater 
quelque  contradiction  dans  la  notion  de  collection  infinie,  me 
causerait  j)lus  de  défiance  encore  que  la  preuK'c  ontologique.  Ni 
l'expérience,  ni  le  raisonnement,  n  apporteront  aucune  réponse  à 
celte  question  :  linlini  est-il  réalisé  dans  le  monde  extérieur?  La 
réponse  est  atlaire  d'opinion  ou  de  croyance.  Mais  ceux  qui,  comme 
M.  Lechalas  (si  je  ne  me  trompe),  sont  bien  assurés  que  nous  ne 
connaîtrons  jamais  (pie  nos  propi'cs  étals  de  conscience,  doivent-ils 
se  mettre  beaucoup  en  peine  de  cette  réponse,  et  comment  jugent- 
ils  qu'une  de  nos  idées,  si  elle  n'est  pas  contradictoire  avec  elle- 
même,  peut  être  contradictoire  avec  l'existence,  et  sur  quoi  donc 
s'appuie  la  distinction  cpi'ils  font  entre  l'idéal  et  le  réel? 

J.  T. 


FABRY  (E.).  —  PROBLÈJIES  et  exercices  i>e   iAIathématiques  générales. 
I  volume  in-8,  ^lo  pages.  Paris,  Hermann  et  fils,  1910. 

AUBERT  (F.)  ET  PAPELIER  (G.).  —  Exercices  d'Algèbre,  d'Analyse 
ET  DE  Trigonométrie  a  l'lsage  des  élèves  de  Mathématiques  spéciales. 
1  volumes  in-8,  362  et  SSg  pages.  Paris,  Vuibert  et  Nony,  1908  et  1910. 

Le  Recueil  de  Problèmes  de  M.  Fabrj  est  le  complément  indis- 
pensable de  ce  Traité  de  Mathématiques  générales  du  même  auteur, 
dont  le  Bulletin  a  rendu  compte  au  moment  où  il  a  paru  (').  Les 
étudiants  qui  suivent  un  cours  de  Mathématiques  générales  sans 
faire  d'exercices  perdent  leur  temps,  si  même  ils  croient  com- 
prendre les  matières  qu'on  leur  enseigne;  lors  même  que,  par 
impossible,  ils  auraient  vraiment  compris  ces  matières,  le  but 
cependant  n'est  pas  atteint,  puisque  ces  matières  sont  enseignées 
essentiellement  en  vue  des  applications.  Le  Recueil  de  M.  Fabrj', 
qui  contient  -89  exercices,  sera  d'autant  mieux  accueilli  des  étu- 

(')  Bulletin,  t.  XXXII,  1908,  p.  ^33. 
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(lianls  cl  des  professeurs,  (]iic  ces  exercices  portent  réellement  sur 
tontes  les  parties  du  cours  de  Malhénialiques  générales  (Algèbre, 
(léomélrie  analyti<|ue.  Analyse  et  Mécanique). 

Tons  les  exercices,  clioisis  avec  giand  soin,  sont  d'ailleurs  hriè- 
vemenl  résoins.  Beaucoup  sont  non  veaux  ;  plusieurs  ontt'lc';  donnés 
aux  examens. 

Si  le  llecneil  de  M.  Fabrj  a  ('lé  conipos*'  poui'  les  étudiants  des 
Universités,  il  n'en  seia  pas  moins  utile  aux  élèves  de  la  classe  de 
Matliétnali(jues  spéciales.  C'est  à  ces  derniers  élèves  que  sont 
destinés  les  deux  Volumes  de  MM.  Aubert  et  Papelier  dont  chacun 
contient  plus  de  "oo  exercices,  les  uns  résolus  vl  les  autres  non. 

Ces  exercices,  à  la  vérité,  ne  portent  que  sur  une  partie  du  cours, 
mais  sur  la  partie  où  les  recueils  sont  plus  lares  et  où  la  tradition 
est  moins  établie;  ils  m'ont  paru  d  ailleurs  fort  intéressants. 

J.  T. 


FOUET  (E.-A.).  —  Leçons  élémentaires  sl'r  la  Théorie  des  fonctions 
ANALYTIQUES.  ^^  édition.  Tomc  II  :  Les  fonctions  algébriques,  les  séries 
simples  et  multiples,  les  intégrales,  i  volume  in-8,  xi->65  pages.  Paris, 
Gautliier-Villars.   1910. 

L'auleurde  ces  Leçons  ne  s'est  pas  endormi  sur  le  succès  mérité 
(|u'elles  ont  obtenu  ;  dans  celle  nouvelle  édition,  et  dans  le  second 
Volume  comme  dans  le  premier,  il  a  voulu  conserver  à  son  Livre 
le  mérite  d'être  au  courant  (ju'il  avait  su  lui  donner  tout  d'abord; 
ce  mérite  n'était  pas  le  seul,  et  les  étudiants  n'ont  [las  manqué 
d'être  attirés  par  les  nombreux  renseignements  historiques  ou 
bibliographiques  et  par  les  vues  d'ensemble  qu'ils  rencontraient 
dans  rOuvrage  de  M.  Fouet. 

Tout  en  gardant  son  caractère  primitif,  cet  (3uvrage  a  été  pro- 
fondément remanié;  parmi  les  additions  les  plus  importantes, 
l'auteur  signale  les  démonstrations  de  la  formule  de  Green  et  du 
théorème  de  Cauchv  complété  par  M.  Goursat,  qui  sont  dues  à 
M.  Porter  et  à  M.  Pringsheim,  les  extensions  récenles  du  théorème 
de  Weierstrass  sur  les  séries  à  éléments  analytiques,  les  recherches 
de  MM.  Fabcret  H.irtogs  concernant  les  séries  entières  à  plusieurs 
variables.  J.  T. 
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A.  ANTHIAUME  et  J.  SOTTAS.  —  L'astkolabk-oladraxt  dl  INI  usée  des 
Antiquités  de  Roien.  —  Recherches  sur  les  connaissances  mathéma- 
tiques, ASTRONOMIQUES  ET  NAUTIQUES  AU  MOYEN  AGE.  I  VOlume  in-8, 
}Cr?.  pages  et  8  planches.  Paris,  G.  Thomas,  1910. 

L'Iiisloire  des  Ails  serait  inintellii^lhle  sans  les  monuments  d'ar- 
chilecliiie  et  de  scnl|)lnre  que  nous  ont  laissés  les  générations  des 
temps  passés  ;  celle  de  la  pliilosopliie,  au  contraire,  repose  exclu- 
sivement sur  les  textes.  C'est  encore  par  les  textes  principalement 
qu'on  suit  l'histoire  du  progrès  scientifique  ;  mais  les  lliéories  scien- 
tifiques et  les  démonstrations  mathématiques  ahoutissent  à  des 
applications  pratiques,  elles  suscitent  l'invention  d'instruments 
ingénieux  dont  le  mécanisme  concret  projette  parfois  une  clarté 
prodigieuse  sur  l'abstraite  théorie. 

Les  édifices  et  les  statues  de  l'antiquité  suffisent  à  nous  faire 
connaître  l'art  assyrien,  l'art  égyptien  ou  l'art  grec,  alors  que  la 
reconstitution  d'une  simple  trirème  est  pour  nous  un  problème 
insoluble,  faute  de  document  figuré  explicite.  Dans  un  ordre  d'idées 
plus  spécial,  combien  serait  précieuse  |)Our  nous  la  possession  de 
quelques-uns  des  instruments  inventés  par  les  astronomes  de 
rÉcole  d'Alexandrie  ! 

Sans  remonter  à  une  antiquité  aussi  reculée,  on  trouve,  dans 
nombre  de  musées  des  capitales  et  de  villes  principales  de  l'Europe, 
des  instruments  anciens  d'Astronomie  ou  de  Mathématiques  dont 
l'étude  allenlive  pourrait  permettre  plus  d'une  fois  d'élucider 
des  questions  restées  obscures  ou  incertaines  dans  l'histoire  des 
Sciences. 

C'est  ainsi  que  les  recherches  de  J.-.].  et  l^.-A.  Sédillot  sur  les 
iiislruments  astronomiques  des  Arabes  sont  fondées  à  la  fois 
sur  l'étude  des  textes  et  sur  l'examen  d'instruments  anciens  qui 
sont  parvenus  jusqu'à  nous. 

Parmi  ces  instruments  les  plus  fréquemment  décrits  sont  des 
astrolabes,  particulièrement  l'astrolabe  circulaire  ou  aslrolahe 
plan  équinoxial^  et  l'on  possède  des  s|)écimens  orientaux  qui 
remontent  au  x'  siècle. 

Les  modèles  d'astrolabes  européens  que  l'on  connaît  sont  bien 
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nliis  modernes  ;  Taslrolabe  de  Regiomontamis,  cité  comme  un  des 
plus  anciens,  est  daté  de  l'année  i/\6S. 

Le  quadrant  astronomique^  qui  est  une  sorlc  d'aslrolabe,  est 
représenté  par  un  certain  nombre  de  modèles  arabes  décrits  ;  mais 
le  lype  latin  de  cet  instrument,  partieliemeiil  exposé  par  les  au- 
teurs de  la  Renaissance,  est  peu  connu.  Les  spécimens  du  Ivpe 
complet  de  cet  instrument  qui  ont  pu  subsister  sont  probable- 
ment fort  rares,  car  il  n'en  existe  aucune  description  moderne. 

Le  Musée  de  Rouen  possède  ce  type  complet;  c'est  un  astro- 
labe-quadrant qu'on  suppose  avoir  appartenu  au  célèbre  naviga- 
teur normand  Jean  de  Bélhencourt.  L'instrument  est  remarquable 
par  son  antiquité,  par  la  multiplicité  des  tracés  et  des  notations 
qu'il  porte  et  par  la  lareté  du  modèle  qu'il  représente. 

L'importance  de  ce  document  est  encore  rehaussée  par  l'exis- 
tence de  textes  anciens  cl  inédits  qui  s'appliquent  exactement  à 
l'instrument  du  jMusée  dcllouen.  Les  auteurs  du  [présent  Mémoire 
ont  particulièrement  examiné  trois  manuscrits  qui  sont  des  trans- 
criptions d'une  composition  datant  de  la  fin  du  xiii'^^  siècle.  Deux 
de  ces  manusci'its  ont  été  signalés  par  Renan;  le  troisième  a  passé 
inaperçu  jusqu'ici. 

En  fait,  l'aslrolabe-quadrant  du  Musée  de  Rouen  est  un  spé- 
cimen original  et  piestpie  contemporain  du  quadrans  novus  com- 
posé en  1290  par  le  rabbin  don  Profat  Tibbon  [P/ofatius)  de 
Montpellier  ou  de  Marseille,  piincipalement  sur  des  données 
scientifiques  des  Arabes. 

L'instrument  a  la  forme  d'un  quart  de  cercle  plein  en  cuivre 
dont  les  deux  faces  sont  couvertes  de  tracés  (PL  /,  77,  777). 

Pour  la  commodité  de  la  description,  les  auteurs  ont  divisé  leur 
étude  en  deux  Livres  répondant  aux  deux  faces  considérées  sépa- 
rément. Le  Livre  III  est  consacré  à  l'examen  de  l'origine  et  de 
l'ancienneté  de  l'instrument. 

LIVRE  I.  —  La  face  circulaire  de  l'astrolabe  de  Rouen  (p.  n). 

Une  des  faces,  qui  est  le  dos  du  quadrant,  porte  des  tracés  cir- 
culaires qui  rappellent  ceux  du  dos  de  1  astrolabe  circulaire.  Le 
premier  Livre,  consacré  à  l'élude  de  cette  face,  contient  un  pre- 
mier Ciiapilre  d'historique  sur  l'astrolabe  circulaire  et  sur  l'astro- 
labe nautique. 


COMPTES   REiNDUS   ET   ANALYSES.  17 

Chapitre  I.  —  .\olions  histoiiques  sur  l'astrolabe  circulaire 
et  sur  l'astrolabe  nautijue. 

La  coiisilliilioii  de  l'aslrolahe  circulaire,  (jiii  est  bien  connue, 
esl  brièvement  rappelée,  ainsi  que  la  théorie  du  planisphère  qui 
est  la  base  de  l'astrolabe  plan  équiiioxial. 

La  transmission  de  cette  forme  d'instrument  depuis  les  Grecs 
jusqu'aux  Latins  modernes,  en  passant  par  les  Arabes,  est  exposée 
en  quelques  |)ages. 

En  raison  de  la  destination  a|)|jarenle  de  certains  tracés  de 
rinslrumoiil  de  Rouen,  et  à  cause  du  nom  de  Béthencourl  qui  s'y 
trouve  attaché,  la  question  de  l'application  nautique  de  l'astrolabe 
a  été  traitée,  et  Ton  a  donné  une  figure  inédite  de  l'astrolabe  nau- 
tique conservé  au  Musée  de  Caudebec-cn-Caux  (/*/.  K). 

CiiAiTrun  II.  —  Description  de  la  face  circulaire  de  l'astrolabe 
de  Rouen  (p.  2!  ). 

Ce  Ciiapilre  comprend  la  description  et  l'interprétation  des  dif- 
férentes parties  de  la  face  circulaire  avec  les  j)articulaiités  spéciales 
à  l'inslrument. 

PRE.MIÈl'iE  PARTIE.  —  Tracés  du  plateau  de  la  face  circulaire  {PI.  1  ). 

\.    Ln  premier  s\stème  comprend  trois  tableaux  circulaires  : 

i"  Le  zodiaque  solaire.,  formé  par  Técliptique  avec  les  noms 
des  signes  du  zodiaque. 

2"  Le  cercle  des  jouis  de  Cannée,  qui  permet  de  trouver  la 
longitude  du  Soleil  pour  tous  les  jours  des  années  communes  et 
de  l'année  bissextile. 

3°  Le  zodiaque  lunaire  (p.  28,  PL  I  et  IV)  figuré  sur  l'astro- 
labe de  Rouen  est  particulièrement  intéressant.  Il  reproduit  le 
zodiaque  lunaire  des  Arabes  tel  qu'il  fui  inslilué  au  viii*^  siècle. 
Il  est  signalé  p;ir  les  caraclérisli(|ues  astronomiques  de  colle 
époque,  la  longitude  de  la  délerminalrice  de  la  première  mansion 
étant  i6"3o'.  Les  mansions  sont  désignées  par  leurs  noms  arabes 
et  illustrées  par  la  riqDrésentation  schématique  des  astérismes. 
En    l'aison   de   l'importance   de  ce   document  figuré,   les    auteurs 

Bull,  des  Sciences  inatliëni.,  2'  stirie,  t.  XXXIN.  (Janvier  1910.)  > 
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insislCDl  assez  loDi^iieniPiit  sur  rorii^iDe  cl  la  sli;iiili(alloti  des  niaii- 
sions  Imiiiires  :  ils  (N'iiionliciil  <|iie,  irialgcé  son  nom.  celte  iiisli- 
liilion  est  essenlicllemciil  solaiic.  Elle  serl  de  mesure  pour  l'an- 
Dce  solaire  cl  s'accorde  avec  la  périodicilc"  des  v.irialinns  niéléoro- 
loi;i(|iics  des  saisons. 

La  signilicalion  astroloi;iqne  de  celte  inslilnlion  esl  sii;indée 
brièvement. 

II.  La  Table  pascale  (p.  47?  F'I-  l)-  —  Sur  la  même  face 
existe  une  Table  perpétuelle  qui  permet  de  retrouver  la  date  de 
la  fêle  de  Pâques  dans  les  années  du  Calendrier  Julien. 

Les  particularités  du  cycle  lunaire  et  du  nombre  d'or,  du  cycle 
solaire  cl  des  lettres  domini(;aJes  (|ui  s'appliquent  à  cette  Table  onl 
été  relevées. 

Par  cet  exposé  concis  et  précis,  cpii  résume  la  substance  de 
volumineux  Traités  de  Diplomatique,  le  mécanisme  de  la  Table 
pascale  de  l'astrolabe  est  complélement  élucidé  et  l'usage  pratique 
esl  délini  en  quelques  lignes.  Celte  Table  pascale  perpétuelle  est 
la  plus  complète  cpii  ait  été  signalée  sur  un  instrument  ancien  ;  il 
importait  d'en  donner  une  explication  détaillée. 

SECOiNDF.  l'AUTlL.  —  Lk  compas  i.unaii!i:  ([..  V.  /'/.  //). 

Au  centre  du  dos  de  rastrolabe-qiiadiant  esl  un  appaieil  (orme 
par  deux  disques  mobiles  |)Ourvus  d'alidades.  Les  auteurs  onl 
dt)nné  à  tout  l'appareil  le  nom  de  compas  lunaire,  puis  aux  ali- 
dades les  noms  significatifs  ^''alidade  sidaire  ou  méridienne^ 
alidade  lunaire  ou  d^élongation.  L'ensemble  serl  à  mesurer  le 
mouvement  diurne  de  la  Lune  et  celui  des  marées,  (juestions  qui 
se  ratlacbentà  la  navigalion  côlièrc 

Le  mécanisme  de  l  appareil  est  démontré  par  |»lusieurs  exem- 
ples d'application  pratique  :  c  est  le  premier  indice  de  la  destina- 
lion  nautique  de  rinstrumenl. 

LIVRE  II.  —  Le  quadrant  de  l'astrolabe  de  Rouen  (p.  6()). 

La  description  de  lautre  face  (.le  rinstrumenl,  ou  face  quadrant^ 
esl  précédée  d'un  Cliapitre  liistorique. 
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Chapitre  I.  —  Aotions  liistoriques  sur  le  quadrant  astronomique 
et  sur  le  quadrant  nautique. 

Ce  Cliapilre  prrcise  plusieurs  points  peu  ou  pas  connus.  L'hls- 
loire  du  iJévelop|)enienl  des  diflérenles  t'ornies  du  quadranl  astro- 
nomique et  de  la  liansniission  de  cet  iusirument  des  Arabes  aux 
Latins  est  exposée  dans  les  premières  pages  du  Chapitre.  Puis  les 
auteurs  s'arrêtent  spécialement  au  quadrans  novits  composé  en 
1290  par  Pro/atias  (p.  75  et  suiv.).  Les  trois  manuscrits  de  la 
Bibliothèque  Nationale,  qui  se  rapportent  à  celle  composition, 
sont  analysés,  et  l'on  montre  qu'ils  s'appliquent  exactement  à  l'ins- 
trument du  Musée  de  Rouen. 

L'attention  est  retenue  par  un  tracé  trigonométrique  emprunté 
aux  Arabes  et  reproduit  sur  le  quadranl  de  Rouen,  alors  que  des 
mathématiciens  de  la  Renaissance,  P.  Apian  et  Oronce  Fine,  se 
donnent  comme  les  inventeurs  de  cette  application  (p.  83  et  suiv.'). 

L'histoire  de  l'emploi  du  quadrant  dans  la  navigation  a  été 
développée  (p.  86  et  suiv.).  On  démontre  comment  le  tracé  Irigo- 
r)ométrique  s'adapte  à  la  lecture  des  Cartes  plates  marines  du 
mojen  âge  (p.  88)  en  fournissant  la  valeur  des  composantes  rec- 
tangulaires Nord-Sud  et  Est-Ouest  de  toute  roule  oblique  par- 
courue en  haute  mer. 

La  réalité  de  cette  application  est  établie  sur  un  document  très 
explicite  :  la  Table  de  la  Cai  te  marine  {Itolela  de  marteloïo)  repro- 
duite dans  l'Atlas  du  géographe  vénitien  André Bianco  (i436).  Les 
valeurs  données  par  Bianco  pour  les  composantes  rectangulaires 
des  routes  obliques  sont  précisément  les  sinus  et  les  cosinus  des 
arcs  de  rumbs  de  vent. 

Le  même  tracé  trigonomélrique  fournit  encore  le  moyen  de 
réduire  à  l'équateur  les  milles  parcourus  sur  un  parallèle  donné  et 
par  conséquent  de  connaître  le  déplacement  en  longitude. 

Ce  dernier  usage  du  quadranl  ne  semble  pas  être  antérieur  au 
xvL^  siècle.  Il  est  développé  dans  un  manuscrit  français,  traduc- 
tion d'une  œuvre  du  cosmographe  portugais  Pedro  JNunez  (ii.go). 

CiiAPiTiîi:  11.  —  Description  du  quadrant  de  l'astrolabe  de  Rouen  (p.  ()j). 

Les  diflérenls  tracés  de  la  lace  quadrant  sont  analysés  dans  une 
suite  de  paragraphes  avec  des  exemples  d'application  et  des  figures 
explicatives. 
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I.  Le  (juadranL  (V allitadr  (p.  ()")).  —  C'est  le  quart  de  cercle 
(le  liatiteiir  (|iii  donne,  par  la  position  du  fil  à  plomb  sur  le  liml)i; 
de  riu.ll  runienl.  la  liauleur  angulaire  des  astres  ou  d(î  tout  autre 
point  sur  le  plan  horizontal. 

H.  Le.  tracé  des  Jienres  inégales  (p.  96  eV  fig.  2,  p.  98).  — 
Après  une  délinition  des  heures  incj^ah;s,  on  explique  commenl  le 
quadrant  |)erinet  de  les  trouver  ainsi  que  les  heures  égales. 

ïll.  Le  carré  des  ombres  (p.  \oo  cl  Jig.  3,  p.  101).  —  Le 
sens  de  ce  tracé,  emprunté  à  l'astrolabe  circulaire,  est  élucide, 
puis  les  relations  malhématiques  de  ses  dillerenles  parties  sont 
df'monlrécs.  f^es  explicaliçns  fout  conqirendre  pourquoi  les 
Arabes  appelaient  la  tangenic  d"un  arc  Voinbre  verse,  la  cotaii- 
genle  Vo/nb/e  droite,  et  la  sécante  le  diamètre  de  l'ombre. 

Ce  tracé  permet  de  mesurer  la  hauteur  des  édifices  et  lieux  éle- 
vés, d'où  son  nom  (S'éclielle  altimètre.  Il  trouve  son  emploi  dans 
les  travaux  d  arpentage  et  de  géodésie. 

IV.  Le  planispJière  (p.  loG  elPl.  VII).  —  La  projection  stéréo- 
graphique  de  la  sphère  ou  planisphère  de  l'astrolabe  plan  équi- 
noxial  est  représentée  sur  l'inslrumenl  de  Rouen,  mais  avec  une 
disposition  particulière. 

Les  quatre  quadrants  du  cercle  sont  repliés  sur  le  quadrant 
matériel.  De  plus,  sur  ee  même  plan  (ixe,  sont  réunis  les  éléments 
de  l'araignée  mobile  et  les  éléments  des  tableaux  fixes  de  latitude 
de  l'astrolabe  circidaire. 

Bien  que  le  mécanisme  de  l'astrolabe  se  trouve  ainsi  supprimé, 
les  usages  de  ce  dernier  instrument  peuvent  être,  pour  la  plupart, 
répétés  par  le  cjuadrant.  []n  fil  fixé  au  centre  de  projection  et 
muni  de  deux  index  mobiles  reproduit  les  fonctions  de  l'araignée 
de  l'astrolabe. 

Les  éléments  de  la  projection  sont  analysés  successivement.  Les 
positions  d'étoiles  ont  été  mesui'ées  et  comparées  aux  positions 
actuelles  (Tableau,  p.  iio). 

Les  lignes  d'horizon  obli(|ue  projetées  correspondent  à  une 
zone  comprise  entre  3(3"  et  52",  c'est-à-dire  à  la  zone  des  pays 
latins. 

On  a  donné  (p.  1 44  ^t  suiv.)  des  exemples  d'application  du  pla- 
nisphère à  des  mesures  astronomiques  :  heure  du  lever  et  du  cou- 
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cher  (Iii  Soleil,  passage  au  méridien,  mesure  de  l'arc  diurne,  de  la 
didérence  ascensionnelle,  ascension  droite  cl  déclinaison  des 
aslres,  elc. 

V.  Le  Iracc  tri'gonométriqnc  (\\.  lujeljlg.  -,  p.  laS).  — Le 
tracé  Irigonoméli  i(|uc  est  la  parlie  la  plus  intéressante  de  l'inslru- 
nient. 

Les  élémenls  de  ce  Iracé  sont  le  limbe  du  quadrant  qui  repré- 
sente le  (piarl  ou  le  demi-cercle,  une  échelle  double  portant  la 
division  du  ravon  en  (3o  parties  et  du  diamèlre  en  120  parties 
égales,  et  deux  ticmi-cercles  donnant  les  sinus  par  le  moven  du  fil 
muni  d'index  mobiles. 

Les  (onctions  circulaires  considérées  par  les  anciens  :  le  sinus 
droit  et  le  sinus  verse ^  sont  définies  et  compaiécs  aux  conceptions 
lrigonométri(|ues  modernes  (p.  120),  puis  le  mécanisme  du  tracé 
est  démontré  géométriquement  (|).  \i'S). 

I^es  auteurs  développent,  en  suivant  le  texte  même  des  manus- 
crits du  mojen  âge,  rap|)lication  du  Iracé  à  la  solution  de  pro- 
blèmes astronomiques,  notamment  à  ta  reclierclie  de  l'heure  vraie 
par  la  hauteur  d'un  astre.  Ce  problème,  capital  dans  la  science 
nautique,  a  subi  une  série  de  modifications,  et  l'exemple  choisi  en 
représente  une  des  formes  primitives. 

Certaines  relations  mathématiques  utilisées  par  les  Latins  sont, 
ra|>prochées  d'analogies  évoquées  par  l^.-A.  Sédillot,  d'après  les 
Arabes,  et  démontrées  géométriquement  (p.  128). 

L'adaptation  du  tracé  trigonométrique  à  la  solution  des  pro- 
blèmes de  route  en  haute  mer  a  été  longuement  traitée.  Les  deux 
lemmes  fondamentaux  dont  procèdent  les  problèmes  de  la  naviga- 
tion hauturière  établie  sur  V estime  du  chemin  parcouru  leçoi- 
vent,  par  le  tracé  du  quadrant,  une  démonstration  complète. 

L'application  du  quadrant  à  ces  deux  lemmes  fait  connaître  : 

1°  Le  déplacement  dans  le  Nord  et  Sud  et  dans  l'Est  et  Ouest 
pour  une  longueur  de  chemin  parcoutiie  suivant  une  aire  de  vent 
indiquée  par  la  boussole  ; 

2"  Le  déplacement  en  longitude  pour  une  longueur  de  chemin 
parcourue  suivant  un  parallèle  moyen. 

Le  Chapitre  se  termine  par  un  rapprochement  établi  entre  le 
tracé  du  quadrant,  le  treillis  de  la  face  à  sinus  du  quadrant  des- 
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tour  des  Arabes,  le  canevas  reclangnUnre  de  la  Carte  plate  ma- 
rine du  moyen  âge  et  le  quartier  nautique  de  réduction  donl 
le  Iracé  de  l'instrument  de  Rouen  |)eut  être  considéré  comme 
lébauclie. 

L'instrument,  rassemblant  dans  un  petit  espace  le  résume  de  hi 
Trigonométrie,  de  la  Mécanique  céleste  et  de  la  Connaissance  des 
Temps^  devient  ainsi  le  vade  niecuni  de  l'astronome  et  du  naviga- 
teur. 

LIVRE  III.  —  Origine  et  antiquité  de  l'astrolabe-quadrant 
du  Musée  de  Rouen. 

11  importait  d'assigner  une  date  à  la  construction  de  l'instru- 
ment. 

Les  caractéristiques  astronomiques  ont  été  étudiées  minutieuse- 
ment. D'après  les  principales,  la  position  de  l'équinoxe  de  prin- 
temps au  commencement  du  i3*  jour  de  mars  et  les  coordonnée^ 
des  étoiles,  l'instrument  se  rapporte  à  la  fin  du  xiii*  siècle,  qui 
est  précisément  l'époque  de  la  composition  du  cjuadrans  novus. 

Les  caractères  épigraphiques  et  artistiques  sont  ceux  du  xiv'" 
siècle. 

La  gaine  qui  contient  l'instrument  porte  des  figures  (P/.  7/  ) 
qui  reproduisent  le  motif  principal  des  armoiries  de  la  ville  de 
Rouen,  Ces  figures  ont  été  copiées  sur  le  denier  d'or  à  l'aignel 
frappé  en  i3io,  sous  le  règne  de  Philippe  IV.  L'instrument,  fabri- 
qué dans  la  première  moitié  du  xiv*^  siècle,  a  pu,  sans  anachro- 
nisme choquant,  conserver  les  caractéristicpies  astronomiques  du 
quadrans  no\'us  de  la  fin  du  xiu*'  siècle. 

La  prédominance  des  armes  de  la  ville  de  Rouen  révèle  un 
possesseur  normand,  et  l'instrument  a  pu  être  utilisé  par  J.  de 
Béthencourl  ou  par  cpielque  autre  navigateur  normand  de  son 
époque. 

Ce  document  peut  être  considéré  comme  un  des  rares  vestiges 
des  navigations  normandes  entre  le  xiv"  et  le   xv"  siècle. 

Le  présent  Mémoire  repose  sur  l'étude  d'un  modèle  original 
ancien  et  de  manuscrits  contemporains  de  l'instrument.  Il  a  quelque 
analogie  avec  les  travaux  de  J.-J.  et  L.-A.  Sédillot,  qui  ont  étudié 
les  instruments  astronomiques  des  Arabes  particulièrement  au 
xiii^  siècle. 
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En  décrivant  un  inslniinenl  aslronoiiiif|ne  conipos<''  à  la  même 
épo(jne  dans  l'Europe  laliiie,  les  auteurs  ont  établi  une  preuve 
nouvelle  de  la  transmission  de  la  Science  arabe  à  TOccidenl. 

Lanalvse  des  Iracés  du  quadrant,  éclairée  par  des  exemples 
d'application,  révèle  cliez  les  savants  du  moyen  âge  des  connais- 
sances mathématiques  et  nantiqnes  qui  rendent  plus  intelligible 
la  constitution  des  Caries  marines  de  celte  époque. 

Certaines  donn»-es  mathématiques,  comme  les  relations  des 
fonctions  cireidaires  trigonomélriques  que,  sur  la  foi  des  malhé- 
maticiens  célèbres  de  la  Renaissance,  on  pourrait  considérer 
comme  avant  été  éditées  pour  la  première  fois  dans  l'Europe 
latine  vers  la  tin  du  xv*  siècle,  étaient  au  contraire  parfaitement 
connues  des  docteurs  du  moyen  âge,  qui  savaient  en  tirer  parti. 

J.  C. 


MELANGES. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ  RÉSOLUBLES 
ALGÉBRIQUEMENT,  QUAND  LE  PRODUIT  DES  RACINES 
RESTE  ARBITRAIRE; 

l^Ai!  M.  DKMF.Tiiifs  GlVVVl-:. 
l'rofpi'-eui-   ;i    l'IniTiTsilc  di'   KieH     Russie  1. 


1.    Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  équations  de  la  formi; 

(l)  .V'>  -h  lopx^-i-  \Oq  X'-r-  ')/\V  -h  s  =  o, 

où  /?,  f/,  r  sont  des  nombres  rationnels,  le  nombre  s  restant  arbi- 
traire. 

Cela  revient  à  trouver  les  nombres//,  g,  r  de  telle  manière  que 
l'équation  résolvante  du  sixième  degré  ait  une  racine  rationnel- 
lement exprimée  eu  cpiantité  s. 

"2.    (Jayley  a  calculé,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  On  a  new  auxi- 
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l'udy  équation  in  ihe  théorie  of  équations  of  llie  /ij'lli  order(*), 
les  coefficients  de  rcquaLion  résolvante. 
On  a 

(•>-)  ((p-'-l-  .\(^2__u   J}çp_|.  Gj2_   3  ■,00000  A'f. 

où 

A  =  —       ioo(/' -4- '}/>- j, 

\',  z=  -loooi —  irjs  -~  '\r- —  •>/>-/•  -+-  8pq--r- 1  '>//*  ). 

(]  =       40  000 (ps-  —  ^r/rs  -+-  r^  —  ip'^qs  —  \  \  p"-  r''-  -v-  "f}^  pq'^  r  —  16^^ 

-\-')'ip'*r  — \up^//'-  — 2')/)^), 

A  désignant  le  discriminant,  c'est-à-dire 

{':>)  A  =  5^-1- L.v't-h  Mi'2-f- \5-f- H, 

où 

L=—  yiopq, 

M  =        i6o/>/--(-  jGo^^/.  —  i44o/>^/- -î- •>.r)4o/>2/^2-}-  '^^\'^Ç^p^^ 

N  =  —  r)4o<7/'^+  \  ^'io p- fj r- — \o  oSopq^  r  -!-34jG^* 

—  ri  ^lop'^qr  -^  'tioo p'^q'\ 
R=       256 /'^    ■ — i'}{\op'- r'*    -4-     5y6o pq'-r^ —  >.i6nq''r'- 

-+-     6^'oo />'•/•*    — 3:>.oo  p' q- r- . 
3.   Posons 

V 

où   p  et  Q  sont  des  fonctions  entières  de  .v  avec  des  coefticienls 
rationnels.  En  substituant  dans  l'équation  (2),  nous  aurons 

(4)  (P3  +  AP-^Q  +  BPQ2-4-GQ3)2=  Jo.oooooAPQâ. 

En  substituant  dans  l'identité  (/î)  pour  a'  une  racine  ç  du  poly- 
nôme Q,  on  aura 

I'  =  0. 

Nous  voyons  que  toutes  les  racines  du  dénominateur  Q  an- 
nulent aussi  le  numérateur  P,  d'où  l'on  a  f[ue  le  polvnome  Q  doit 
diviser  le  polynôme  Pet  la  fonction  c;  ralionnelle  en  s  doit  être 
entière.  Nous  avons  ainsi 

0  =  1,  ç  =  P. 

(')  Cayley,  r/ie  collecled  mathemalical  pjapers,  l.  I\  ,  p.  ooy. 
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Il  esl  aisé  de  voir  que  la  f'onclion  enlière  z^  doil  être  de  dcgrr 
mil;  en  traulres  lermes,  celle  fonclion  doit  se  réduire  à  un  noniln-e 
eonslanl  coninieiismahle.   i^ii  elTel,  supposons  le  contraire,  c'esl- 

à-dii'e  (HiV)n  ait 

■s.  =  V  =  as"  -f- .  . .  où         n^\. 

Notre  identité  est  la  suivante  : 
(  j  )  (  r^»  +  APî  -4-  BP  -^  G  )-i  =  3  200  ooo  AP. 

Les  membres 


sont  de  degré 


PS     AP^     BP,     G 

')  n.     m,     n  ~  i ,     2, 


par  rapport  à  s.  Nous  vojons  que  la  première  partie  de  l'éfpia- 
lion  (5)  esl  de  la  forme 

La  seconde  partie  a  la  forme 

3  200  ooo as"'^'  -H . .  . , 
et,  comme 

()  rt  >  /i  ^-  4 , 

on  a 

a  —  G. 

ce  qui  prouve  (|ue  la  fonclion  z.  doit  se  réduire  a  une  constante. 

i.  Notre  problème  est  tievenu  [)iiis  facile.  Il  ne  reste  qu'à  satis- 
faire à  l'identité  (u)  en  s  d'une  façon  la  plus  générale  par  (juatie 
nombres  commensurables  p,  (/,  /\  z. 

o.  En  égalant  les  coefficients  de  .s''  dans  les  deux  parties  de  (2), 
nous  obtenons 

(C)  CD  =  J00/)2. 

Il  faut  examiner  d'abord  la  |)remière  hypothèse/?  =  o. 

On  aura 

'i  :=  o.  iqrs  —  /•',-!- 16 </*  =  o, 

d'où 

qr  =  o.         —  r^ -r- lêq'*  =  o, 


q  =  o, 


r  =  o. 


îtC)  PREMIÈHI-:   l'ARTIIi. 

Nous  ol)lei)ons,  coninic  la  priiiniôie  soUilion  <lc  notre  |trol)lèinp, 

l'cMliialion  hiiioinc 

x^  -^  s  =  o. 

().    Pieveiions  au   cas  j;én(Mal   de  j>  dinft-ieiil  de  zéro.  Il   faiil  sul>- 
sliliier-  '^  =  .Mjoyy-  dans  Tt-qualion  (a).  On  ohtieni 


B,  —  1 6oo/?''  —  (\\(>/i''  r  —  1 6o/>''  r/2  -^  (Jj  pi^  /-s  -\-  iXpej^  ,■  -j-  /-s  —  i{]qi 

En  égalant  les  coeflicienls  de  a'',  on  obtient 

rg  ('r  —  4  />2  j  =  o. 
Nous  avons  à  considérer  les  deux  hypothèses 

f/  =  o.  /•  —  4/)-  =  C). 

7.    (Considérons  d'abord  la  première  liv|jotlièse  (j  =  o. 
On  a 


(7) 
où 


( ps-  —  iCioo/)''  —  f^'o/ji*  /■  -h  G^p"-  /•-  -r-  r^  )2  —  _^^2_ 


A  =  .v*-+-  s- 1  iCio /;/•■-—  ]  \.\op^  /■  -^  1  {50 /><•';  -f-2J6/-'(  /■  —  5/*-)- 
8.   En  égalant  les  coefdcienls  de  s-,  nous  obtenons 

r^  —  1  Gp-  /-  —  Soy>''  /•  —  I  iS^''  =  o. 

En  posant  r  =  y.//-.  on  obtient 

a-^  —  I  û  y.'-  -r-  S()  a  —  i  •>..S  =  o 


OU 


on  a 


(  a  —  5  )5  (  a  —  8  )  =  o  ; 
7.  =   (.  a  =  8. 


*.♦.     l'.n    égalant  dans    l'identité   (^j    les    membres  indépendants 
de  s,  on  a 

(\6oi>p'''—  6\op*-T-  C)  î //^ /•- -H  /•3j2  =  -l'A') r'^ p- {  r  —  5/>2;2. 
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En  posant  /•  =  a/>-,  on  reçoit 

(  8  )  (  a''  -r-  04  ^""  —  640  2  -f-  1 600  )■-  =  2**  a^  (  3;  —  5  )2  ; 

a  élant  un  nombre  entier,  il  doit  être  un  carré  parfait. 

Il  ne  nous  reste  que  la  supposition  a=  f.  El,  en  effet,  Téqua- 
lion  (8)  est  satisfaite  en  posant  a  =  (. 

Nous  sommes  arrivés  à  la  seconde  solution  de  notre  problème, 
c'est-à-dire  à  ré([ualion 

{ 9 )  .  ar-^-r-  lopjr'^  —  ?.op- .v  -^  s  ^  o, 

où  p  est  un  nombre  commensurai)le  arbitraire. 

10.  Il  ne  nous  reste  rpi  à  considérer  la  dernière  hjpolhèse, 
y  =  4/>^5  le  nombre  q  élant  différent  de  zéro.  En  ellet,  en  substi- 
tuant /-^z^//-,  nous  aurons 

Al  =  —  60  p-q, 

Bi  =  iiSp'''-r-  1;  i/j^q- —  iGq''. 

Le  coefficient  AJ  du  discriminant  (3)  sera 

M  =  •25G/>*-i-  .'iuHop-q-. 

Alors,  en  égalant  les  coefficients  de  s-,  on  obtient 

ou 

7.'}6p'  -r-  4i4  \ p*  1'  —  ripq'  =  ii)6p'  -T-  \oi<op'>q'-. 
d'où 

•i.p'* q^  —  pq'^  =  o  ; 
enfin 

Mais  on  a 

q  =p^-2p: 

1  p  doit  être  un  carré  parfait  d'un  nombre  rationnel  p,  c'est-à-dire 

ip  =  p-, 


et  nous  aurons 


0-  0' 

p  =  —'  «7  =  —  ' 

2  2 


En  substituant  les  dernières  valeurs  dans  l'équation 

(pS^-+-  AiS  -r-  Bi)-=  \p\ 
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on  parvicnl  ;i  tme  conlradiclion,  c'esl-à-dire  qu'on  parvient  à  une 
éqiialion  <Iii  pieinier  degré  par  rapport  à  s  rpii  n'est  pas  une 
identil»'. 

L'hxpolhèse  r^=\p'-  ne  donne  pas  de  solutions  de  notre  pro- 
blème. Mais,  quoicpie  nous  n'obtenions  aucune  classe  d'équations 
avec  s  arbilraiie,  nous  obtenons  l'équation  résoluble  algébrique- 
ment avec  le  coefficient  s  rationnel  et  égal  à 

En  n'olant  de  l'équation  aucunement  sa  généralité,  nous  pou- 
vons poser  p  =  I . 

Ainsi  nous  vovons  que  notre  analyse  nous  a  amené  à  l'équalion 

résoluble  algébriquemeni . 

11.  Il  esl  aisé  de  voir  que  l'équation  (y)  n'est  autre  chose  que 
ré(j nation  de  la  division  de  l'arc  du  cercle.  En  effet,  en  |)Osanl 
X  =  a^',  on  obtient 


lop  20  o- 

r-'-i — r  y  -^ — — 

•^  7.-   -^  a* 


posons  encore 


io/> ) 


20/>'' 


'J-  —  \J —  S/?, 

^  '  '  Cl'*  ib 


En  posant 


"        .-8/.)' 


on  obtient  délinilivement 


(10)  yS —   -K^H :K=  — : 


OU 


cos(  )  arc  cosj^)  =  7, 


sin(5  arc  sin^)  =  v  i 


g/  i  arc  cos.v  _  j  _f_  ^-  ^    ,  —  -72  ^ 


Y  ^  i\J  \~  yl-  =  e'  arccos..  _  y, 


i  V  1 
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d'où 

12.   On  peut  considérer  l'équation  (10)  comme  le  cas  particu- 
lier de  (q)  (|uand 

I  P 

Z'  =  -  «  '         'r  =  -I  • 


DÉMONSTRATION  ANALYTIQUE  DUNE  FORMULE  DE  LIOUVILLE 
Pau  m.  g.  HUMBi:t{T. 


Dans  une  de  ses  lettres  à  Liouville  (l.  XXXIIT,  p.  58  du  /Jul- 
lelin)^  Diiicldet  établit,  par  voie  arithmétique  directe,  une  impor- 
tante formule  que  J^iouville  venait  de  |)ublier  sans  démonstration. 

On  peut  arriver  à  cette  foimule  par  une  méthode  toute  diflerente, 
en  parlant  de  deux  dévelo|)pemenls  elliplicpies  bien  connus. 

Je  poserai,  comme  je  l'ai  fait  dans  d'autres  recherches, 


2  2'^" 

»î=0 

2f/i-i-\\ 

'(-1 
cos( 

'  ini  -7-  i)t; 

nix)  = 

+ 

-  l  )X. 

H^(x)  = 

* 

Q(x)    =  I  -i-  2  ^  <7"'"( —  •)'"  cos2/«.r, 
1 

Qi(x)  =1-4-2  2,  Ç'"'  cos irnx\ 

r,i  =  Hi(o;,         Oi  =  61(0). 

On  a  alors  les  dévelop|)ements  classitpies  : 


0 

H"-          v^     inci'"^ 
(2)  rJO? —  =8> (i  —  coiimx). 
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Ail  second  incnihre  de  (2),  supposé  développé  snivaul  les 
puissances  croissantes  de  y,  clierclions  le  coefficient  de  q^  \  il  faut, 
pour  l'obtenir,  poser  de  tonles  les  manières  possibles 

N  =  d{  ■>.  p  H-  1 J  ^  d,  -j  entiers  ^  o  ) 

e(  faire  la  somme 

87   <:/(  I  —  ces -2  dx  ). 

étendue  à  toutes  les  valeurs  trouvées  pour  d.  c'esl-à-dire  à  tout 
diviseur  positif  de  N  à  conjugué  impair  (si  i\=pq,  les  diviseurs 
jj  et  q  sont  dits  conjugués). 

Elevons  maintenant  au  carié  les  deux  membres  de  (1),  et  cher- 
ebons,  au  second  membre  nouveau,  le  coefficient  de  q^ \  il  sera 
égal  au  coefficient  qu'on  vient  de  calculer,  puisque  le  premier 
membre  de  (2)  est  le  carré  de  celui  de  (i). 

Pour  l'obtenir,  il  faut  poseï"  de  toutes  les  manières  possibles 

•lin  -^  I  ,  om'-f-  I  , 

N   =   ^ (  1  -)-  '2  p  )  H -_ (  l-f-  •».  p    j, 

/n,  0,  m' ,  "J  étant  entiers  >o.  c'est-à-dire 

(3)  -iN  =  aa -I- /v  !;         (a   6,  at,  Ji  iiupaiis  et  >  o), 

et  faire  la  sonin)e 

16^   cosaxcos6.r, 

Àmà 

étendue  à  toutes  ces  décompositions  (3).  On  en  conclut,  en  rem- 
plaçant le  produit  des  deux  cosinus  par  une  diflérence,  la  formule 

(4)  ^[cos(«  —  h)x  —  cos(«  -f-  6):r]  =  2,  '^'  '  —  cos2  dx), 

où  la  première  somme  s'étend  aux  déconiposi tions  (3)  de  2N  et  la 
seconde  aux  diviseurs  d.  de  N,  à  conjugué  impair. 

La  relation  (4)  a  lieu  quel  que  soit  x ;  dévelo|)pons  les  cosinus  et 
égalons  les  coefficients  de  x-^  dans  les  deux  membres;  nous  trou- 
vons, en  posant  x-^  =  -six),  avec  /t  >>o, 

(5)  ^['^(rt  —  ^)  — o(a  H-  ^;]  =  —  ^^d^{-j.d). 


MÉLANGES.  3i 

Soil  alors  f|>(./.)  une  fonction  entière  de  x^  paire,  s'anniihint 
pour  ,/=o;  on  déduit  de  (5),  puisque  fl>(^)  est  une  somme  de 
termes  A^  j:-^,  Ui  relation 

I  c.  )  "V  [ .j>(  rt  —  ^  )  —  * (  «  -+-  ^*  i]  =  —  "V  ^/  «i> ( .,  fi ,. 

Si  mninlenanl /"(a^)  est  une  ïoncy\on  entière  et  paire,  pienant 
pour  x  =  o  une  valeur  cpielconque,  en  faisant  dans  (G) 


C'est  la  formule  de  Liouville,  éteiuiue  au  cas  où  N  est  non 
seulement  ini|)air,  mais  (pieleoncpie,  avec  la  restriction  toutefois 
(pie  la  fonction  paire /(j?)  doit  être  entière. 

Mais  il  n'intervient  dans  (y)  que  les  valeurs  de  f{x)  pour  x 
entier;  d'autre  part  M.  Bore!  a  montré  (Comptes  rendus,  t.C  WIV  , 
i8()~,  p.  6"3)  (|u'on  |)eut  toujours  former  une  fonction  entière 
prenant  pour  .x:  ==  o,  dr  i ,  ±  2,  ...,  les  mêmes  valeurs  qu'une  fonc- 
tion donnée;  la  (brmule  i  ~)  se  ti"Ouve  dès  lors  établie  pour  une 
fonction  |)iiire  quelcoiupic.  /'(j?),  sans  aucune  restriction  (  '  ). 
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LEVY  (Maurice).  —  La  statique  graphique  et  ses  applications  aux  con- 
structions. Troisième  édition.  Première  Partie  :  Principes  et  applica- 
tions de  Statique  graphique  pure.  Texte,  xxx-ôgS  pages.  Atlas, 
'25  planches  in-8.  Paris,  Gauthier-Villars,  1907. 

Nous  sommes  bien  en  retard  pour  signaler  la  Iroisième  édition  de 
ce  bel  Ouvrage,  que  nous  avons  déjà  étudié  d'une  manière  délaillée 
et  présenté  à  nos  lecteurs  dans  des  éditions  précédentes.  Pour 
donner  une  idée  des  modifications  que  l'auteur  a  apportées,  nous 
ne  saurions  mieux  faire  que  de  reproduire  ici  même  la  Piéface  de 
la  nouvelle  édition  : 

PUÉFACE. 

La  bienveillance  avec  laquelle  la  deuxième  édition  de  cet 
Ouvrage  a  été  accueillie  nous  fait  un  devoir  de  le  conserver  dans 
son  économie  générale,  surtout  ce  premier  Volume  qui  forme,  à 
lui  tout  seul,  un  Traité  de  Statique  graphique  élémentaire  des 
systèmes  sans  conditions  surabondantes,  c'est-à-dire  de  ceux  qui 
donnent  lieu  à  des  problèmes  ne  ressortant  que  des  principes  les 
])lns  simples  de  la  Statique.  Nous  avons  naturellement  inlrodiiil 
dans  la  nouvelle  édition  les  améliorations  de  détail  que  nous 
avons  rencontrées.  Nous  avons  complété  le  Cliapitre  relatif  au 
passage  d'un  convoi  sur  un  pont-route  ou  pour  voie  ferrée.  Nous 
y  avons  joint  cjuelques  données  pratiques  et  une  Table  numé- 
ri(pie  de  M.  Resal,  qui  peut  être  très  commode  pour  l'étude  rapide 
d'un  avant-projet  de  pont  à  deux  appuis  soit  pour  route,  soit  pour 
chemin  de  fer.  Cette  Table  sera  complétée  pour  les  poutres  à  tra- 
vées solidaires  dans  le  second  Volume.  De  plus,  nous  avons  doniit- 
dans  la  Note  II  le  texte  du  règlement  ministériel  du  29  août  i8yi. 
concernant  les  calculs  et  les  épreuves  des  ponl^  métalliques, 
règlement   cpii    remplace    celui   du   9  juillet    iSj'j,    qui   était   en 

Bull,  des  Sciences  mathéin.,  2'  série,  t.  XXXI\ .  (  l'évrier  1910.)  3 
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vigueur  lors  de  la  publicallon  de  la  deuxième  édition  de  cet 
Ouvrage. 

De  même,  le  Chapitre  relatif  aux  charpentes  pour  toitures  est 
complété  par  la  Note  II  bis^  où  nous  donnons  un  règlement  du 
I-  février  iQoS  sur  les  calculs  et  épreuves  des  halles  à  voyageurs 
et  à  marchandises  des  chemins  de  fer,  règlement  édicté  à  la  suite 
d'un  accident  survenu  dans  l'un  de  ces  édifices. 

La  Note  IV  de  l'ancienne  édition  devenue  la  Note  V  de  la  nou- 
velle a  été  complétée  sur  deux  points  :  d'une  part,  nous  avons 
indiqué,  d'après  des  Communicalions  que  nous  avons  faites  à 
l'Académie  des  Sciences  en  1898,  comment  on  peut  compléter  les 
équations  fournies  par  la  Statique  pure  quand  il  s'aj^it  de  systèmes 
plans  élastiques  et  la  marché  i^énérale  à  suivre  pour  déterminer  les 
forces  élastiques  qui  se  développent  dans  ces  systèmes;  d'autie 
part,  nous  avons  résumé  les  idées  que  l'on  se  fait  actuellement  sur 
les  résistances  à  la  rupture  et  sur  les  lignes  de  Luders  étudiées  par 
le  commandant  Hartmann. 

Enfin,  en  présence  de  l'importance  que  prennent  les  construc- 
tions en  béton  ou  ciment  armé,  et  bien  que  ce  soit  une  anticipa- 
tion, nous  avons  cru  rendre  service  en  ajoutant  dans  une  Note 
spéciale  (Note  VII)  le  texte  des  instructions  sur  celte  matière, 
datées  du  20  octobre  1906,  envoyées  par  M.  le  Ministre  des 
Travaux  publics  aux  ingénieurs  de  l'Etat.  Elles  comprennent  trois 
pièces  : 

i"*  Une  circulaire  ministérielle  explicative  des  instructions 
proprement  dites  et  contenant  les  principes  actuellement  admis 
pour  les  calculs  de  résistance  des  pièces  en  béton  armé  ; 

2"   Les  instructions  réglementaires  elles-mêmes; 

3"  Le  rapport  justificatif  à  l'appui  des  instructions  et  de  la  cir- 
culaire adressé  au  Conseil  général  des  Ponts  et  Chaussées  par  une 
Commission  spéciale  qu'il  a  chargée  de  les  piéparer,  rapport  dont 
il  a  demandé  l'impression  comme  pouvant  être  de  quelque  intérêt 
pour  les  ingénieurs. 

Pour  ne  pas  trop  allonger  ce  Volume  en  raison  de  l'addition 
des  diverses  Notes  ci-dessus  mentionnées  et  de  divers  dévelop- 
pements dans  le  corps  du  Volume,  nous  avons  supprimé  l'ancienne 
Note   H  sur  les    planimètres   et   les    intégrateurs,    ce    sujet  étant 
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aujourd'hui  classicjue  et  développé  dans  les  Ouvrages  spéciaux  de 
Calcul  graphique  ou  de  Nomographie. 

En  terminant,  nous  ne  pouvons  que  renouveler  à  l'éditeur 
M.  Gauthier-\  illars  les  reniercîmenls  que  nous  lui  avons  adressés 
à  l'occasion  des  précédentes  éditions  pour  la  remarquable  con- 
fection de  cet  Ouvraiie.  J.  G. 


VALLOIS  (Edmond).  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  a  l'usage  des 
CANDIDATS  A  lÉcole  DES  Beaux-Arts.  I  voIume  broché  de  3oo  paj^es 
avec  4'o  figures  dans  le  texte.  Paris,  Gautliier-Villars,  1909. 

Comme  son  titre  l'indique,  ce  Livre  est  écrit  pour  des  candidats 
à  un  examen. 

L'auteur  a  développé  très  exactement,  et  dans  l'ordre  même  où 
elles  sont  inscrites  au  programme  officiel,  toutes  les  matières  qui 
composent  ce  programme  élémentaire  :  point,  droite  et  plan;  mé- 
thodes générales  de  changement  de  pians,  rotations  et  rabatte- 
ments; problèmes  fondamentaux  sur  les  intersections,  les  dis- 
lances et  les  angles  ;  polyèdres  réguliers. 

Rien  n'a  été  épargné  pour  faciliter  aux  candidats  leur  ])répara- 
lion.  LJne  abondance  d'épurés  très  nettes,  intercalées  dans  un 
texte  sobre  et  clair,  présentent  les  tracés  dans  différents  cas.  Les 
solutions  des  [)rincipaux  problèmes  sont  accompagnées  de  figures 
en  perspective,  habilement  exécutées,  qui  permettent  de  voir  dans 
l'espace  et  de  suivre  facilement  les  constructions  employées.  Elles 
sont  appliquées  à  un  grand  nombre  d'exemples,  trop  j)eut-être,  car 
n'est-il  pas  à  craindre  que  cette  multitude  de  cas  examinés  sup- 
prime l'initiative  de  l'élève  et  nuise  à  son  originalité?  Ainsi,  on 
trouve  23  exemples  de  l'intersection  de  deux  plans!  Pourquoi  pas 
les  91  cas  que  fourniraient  les  combinaisons,  deux  à  deux,  des 
treize  positions  de  plan  envisagées? 

Peut-être  l'auteur  a-t-il  cédé  à  des  préoccupations  d'examen, 
ainsi  que  dans  la  préférence  qu'il  accorde  au  plan  perpendiculaire 
au  second  bissecteur,  à  l'emploi  trop  répété  des  traces  d'un  plan, 
et  aux  tracés  peu  pratiques  qui  exigent  deux  changements  de  [)lans 
ou  deux  rotations. 
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Je  ne  me  souviens  pas  d'avoir  lu  le  mol projectif.  C'est  cepen- 
(hml  une  notion  importante  en  Géomélrie  descriptive  que  celle 
des  propriétés  |)rojeclives.  Faute  d'en  parler,  on  s'expose  à  voir 
l'élève  faire  un  rabattement  quand  ou  lui  demande  de  construire 
les  projections  du  centre  de  gravité  d'un  triangle. 

Dans  les  épures  pratiques,  la  ligne  de  terre  n'est  généralement 
pas  tracée  d'avance.  Il  serait  bon  d'habituer  de  futurs  architectes  à 
cette  pratique  qui,  entre  autres  avantages,  aurait  permis  de  simpli- 
fier bien  des  questions,  telles  que  l'emploi  des  plans  auxiliaires  de 
projection,  le  rabattement  d'un  plan  sur  un  |)lan  horizontal,  etc. 

Il  m'a  paru  aussi  que  l'auteur  avait  attribué  une  importance 
exagérée  à  la  construction  du  triangle  de  rabattement  dans  une 
position  autre  que  celle  où  on  le  place  habituellement,  et  qui  n'est 
pas  plus  avantageuse. 

Je  n'ai  pas  rencontré  non  plus  de  règle  de  ponctuation  relative 
aux  pol^'èdres. 

11  n'en  reste  pas  moins  que  le  Cours  de  Géométrie  descriptue 
de  M.  \  allois  est  un  Ouvrage  consciencieux  et  soigné,  capable  de 
rendre  des  services  aux  jeunes  gens  auxquels  il  est  destiné. 

C.   RoUBAUDI. 


GANS    (R.).   —  ElM-UHRUNG   IN  DIE    V'kKTORAX  VLYSIS  MVi    AnwKXDUNGEN    ALF 

niK  MATHE.MATisciiK  PiiYSiK.  Zweile  Aullagc.  I  volume  m-8,  x-iaS  pages. 
l>eipzig,  Teubner,  1909. 

Nous  avons  déjà  dit  ('),  à  propos  de  la  première  édition  de 
cette  Introduction  à  l'Analyse  vectorielle^  les  qualités  de  ce 
petit  Livre  :  il  est  bien  ordonné  et  contient  vraiment  les  choses 
essentielles;  s'il  est  ti'ès  concis,  l'auteur  a  mis  tous  ses  soins  à  ce 
(pie  la  concision  ne  nuisît  pas  à  la  clarté. 

Le  succès  qu'a  rencontré  la  première  édition  est  donc  fort  natu- 
lel;  il  a  permis  à  Tauteur,  qui  se  loue  d'ailleurs  des  excellentscon- 
seils  qu'il  a  reçus,  d'améliorer  son  Livre  sur  qcielques  points  et  de 
corriger   quelques    fautes.   On  peut  assurément  |)rédire  le  même 

(' j  Voir  Bulletin,  l.  X\1X.  190.5.  p.  3rS. 
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succès  à  la  seconde  édition,  d'aulant  que  l'usage  de  l'Analyse  vec- 
torielle se  répand  davantage  de  jour  en  jour.  Ni  la  mécanique  des 
corps  solides  ou  des  corps  fluides,  ni  la  théorie  de  l'électricilé,  ni 
la  cristallographie,  m  la  l*li\si(pie  nialhérnatiqiie  ne  peuvent  s'en 
passer.  J.  T. 


LANDAU  (E.i.  —  Handbicii  deu  Lehre  von  der  Verteiluag  der 
Pri.mzvhlex.  2  volumes  in-8,  t.  I,  p.  xviii.  1-564;  l-  H,  P-  1X7 
565-961.  Leipzig,  Teubner,  1909. 

Voici  plusieurs  années  que  M.  Landau  accumule  sur  le  dilficile 
problème  de  la  distribution  des  nombres  premiers  et  sur  des  sujets 
connexes  d'importants  résultats,  obtenus  par  des  méthodes  plus 
simples  et  qui  vont  plus  loin  que  celles  de  ses  devanciers.  Il  rend 
un  véritable  service  en  publiant  un  Livre  d'ensemble  sur  le  sujet, 
un  Livi'e  qui  réjouira  assurément  ceux  qui  se  plaisent  à  la  beauté 
de  la  matière  et  à  la  façon  dont  elle  est  ouvrée,  qui  passionnera 
sans  doute  quelques-uns  de  ceux  qui  l'étudieront,  en  leur  donnant 
à  la  fois  le  désir  et  le  moyen  de  devenir  eux-mêmes  de  bons 
ouvriers  et,  peut-être,  de  vrais  artistes. 

L'Ouvrage  de  M.  Landau  est  d'une  lecture  facile;  d'abord, 
l'exposition  est  très  claire,  à  la  fois  précise  et  détaillée;  puis 
l'auteur  ne  suppose  chez  son  lecteur  que  des  connaissances  vrai- 
ment élémentaires,  tant  en  Arithmétique  que  dans  la  théorie  des 
fonctions;  il  reprend  à  nouveau,  sans  jamais  renvoyer  à  d'autres 
Traités  ou  aux  Mémoires  originaux,  tout  ce  qui  dépasse  ce  fonds 
commun  de  connaissauces  que  doivent  certainement  posséder 
ceux  qui  s'attaquent  à  un  Livre  de  celle  nature;  le  lecteur,  pen- 
dant qu'il  étudie  le  Traité  de  M.  Landau,  peut  réellement  être 
V homme  cV un  seul  livre.  Celui  qui  aurait  approfondi  plusieurs 
questions  particulières,  traitées  avec  une  pareille  ampleur,  se 
trouverait  avoir  acquis,  en  dehors  de  ces  questions,  des  connais- 
sances très  importantes,  (pi'il  pourra  sans  doute  avoir  besoin  de 
compléter  et  de  systématiser,  mais  dont,  parfois,  il  saisira  mieux 
la  portée  que  celui  à  qui  ces  connaissances  ont  été  enseignées 
d'une  façon  plus  séparée,  plus  logique  et  comme  pour  elles- 
mêmes. 
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Au  début  de  cliaqne  Livre,  M.  Landau  commence  par  faire 
riiistoiique  des  travaux  (|ui  ont  précédé  les  siens,  et  des  siens 
propres,  en  indirpiani  les  |)rincipau\  résultats.  Avec  cet  historique 
le  lecteur  est  déjà  orienté  :  il  sait  où  il  va,  il  sait  les  elTorts  qu'ont 
demandés  les  problèmes  (pi'il  va  aborder;  les  résultats  qu'on  lui 
annonce  ne  peuvent  manquer  de  piquer  sa  curiosité.  Quand  il 
expose  le  sujet  même,  l'auteur  ne  se  préoccupe  plus  d'historique, 
au  moins  en  apparence;  il  ne  se  préoccupe  que  d  Cxposer,  le  mieux 
possible,  la  suite  des  idées.  Pas  de  renvois,  ni  de  noies  au  bas  des 
])ages,  qui  détournent  lattention.  Celui  qui  veut  se  renseigner  sur 
les  sources  et  la  bibiogiaphie  trouvera  toutes  les  indications  utiles 
dans  le  second  Volume,  d'une  part  dans  les  pages  intitulées 
Quellenangaben^  d'autre  part  dans  le  copieux  LiteratuiKer- 
zeichniss  qui  les  suit.  Quanta  l'exposition,  elle  est  faite  sjsténia- 
tiquemenl,  en  allant  du  simple  au  compliqué;  l'auteur  explique  ce 
que  chaque  méthode  donne  naturellement,  en  commençant  par 
celles  qiii  sont  vraiment  élémentaires,  en  continuant  j)ar  celles  qui 
exigent  fpiehpies  connaissances  un  peu  plus  élevées,  en  terminant 
par  celles  qui  impliquent  la  théorie  des  fonctions  :  on  a  l'impres- 
sion, en  le  lisant,  de  monter  peu  à  peu  et  très  haut. 

Désignons  par?:  (^x)  le  nombre  de  nombres  premiers  inférieurs 
ou  égaux  à  ;r.  Le  premier  théorème  sur  cette  fonction  tc  (-î?)}  à 
savoir  qu'elle  croît  indéfiniment  avec  x^  remonte,  comme  on  sait, 
à  Euclide. 

D'après  Legendre,  on  pourrait  poser 

(l)  Tzix) 


\ogx  —  A(a^)' 


où  la  fonction  A.  [x) ^  que  définit  cette  égalité,  aurait  une  limite 
pour  X  infini  et  une  limite  égale  à  i ,  o8366  ....  S'il  était  seulement 
prouvé  que  la  fonction  A  [x)  est  bornée,  la  proposition  fonda- 
mentale qu'exprime  l'égalité 


(•2)  lim 

X=  00 


logx 


serait  évidemment  établie;  M.   Landau  donne  à  cette  proposition 
le  nom  de  Prinizahlsatz  :  c'est  elle,  dans  ses  fondements,  dans  ses 
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alenldiirs,  dans  ses  prolongemenls,  ses  conséquences  et  ses  géné- 
ralisalions,  cjiii  sera  l'objet  essentiel  du  premier  Volume. 

Legendre  a  aussi  considéré  les  '-2(/r)  progressions  (')  arithmé- 
tiques dont  le  terme  général  est,  pour  chacune,  de  la 
forme  ky -{- l^  iX^  Ojij^?»'-)'  ^v  étant  un  des  '-^{k)  nombres 
naturels  premiers  et  inférieurs  à  la  raison  k.  Il  affirme  que  ces 
progressions  conliennenl  une  infinité  de  nombres  premiers  et  que 
ceux-ci  tendent  à  se  réj)artir  également  entre  les  diverses  progres- 
sions: en  d'autres  termes,  si  Ton  désigne  par  'tz.j(x)  le  nombre  de 
nombres  premiers  inférieurs  ou  égaux  à  x  contenus  dans  la  pro- 
gression arithmétique  dont  le  terme  général  est  ky-\-l^,  on  doit 
avoir 

<3)  lim-vr^)  =  x,  lim     '"^   '    ^   =  i  ; 

^      '  .r=oe  .r=^-,y{X) 

mais  les  démonstrations  de  Legendre,  qui  a  le  mérite  d'avoir  posé 
■des  rpieslions  importantes,  sont  sans  valeur. 

On  connaît  assez  le  glorieux  Mémoire  où  Dirichlet  a  établi  la 
première  des  deux  assertions  de  Legendre  relatives  aux  progres- 
sions arithmétiques. 

Dans  une  note  manuscrite  de  lui  se  trouve  proposée,  à  la 
place  de  la  formule  de  Legendre,  pour  l'expression  asymptotique 
■de  ~{x)^  la  fonclion 

toutefois  Dirichlet  n'était  pas  en  mesure  d'établir  le  fait  que  le 
ra|q)ort  de  "r^x^  à  celte  fonction  tend  vers  i,  quand  x  croît  indé- 
finiment. 

Parmi  les   progrès  très   importants   qu'a  réalisés  Tschebyschcf 

('  j  Le  symbole  'f,  tout  le  long  de  cel  article,  sera  employé  avec  sa  signification 
arillimétique.  La  lettre  A-  conservera  la  signification  qu'on  vient  de  lui  donner. 
La  lettre  x  désignera  en  général  un  nombre  positif;  il  sera  souvent  question  de 
fonctions  qui  sont  tout  d'abord  définies  pour  les  valeurs  naturelles  de  x^  et  dont 
il  est  commode  d'étendre  la  définition  aux  valeurs  positives  quelconques  de  x\ 
on  devra  entendre  que  la  valeur  de  la  fonction  reste  la  même  tant  que  la  partie 
■entière  [x]  de  x  reste  la  même.  C'est  de  celte  façon  que  devront  être  entendues 

X  X 

les  notations  ?    1  I  • 

n  =  1      n  =  1 
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clans  la  connaissance   de  la   fonction  t.(x),  je   me    borne  à  citer 
ceux-ci,  avec  la  forme  que  leur  donne  M.  Landau. 
Pour  37  =  00,  la  limite  supérieure  de  In  fonction 


lo-'y/T    ^  r'   du  1 


où  q  est  un  nombre   réel  fixe,  d'ailleurs  quelconque,  est  positive 
ou  nulle;  sa  limite  inférieure  est  négative  ou  nulle. 

Les    limites    supérieure    et   inférieure  ,    pour  x    infini  ,    de    la 
fonction 


\o".x 


sont,  la  première,  supérieure  ou  égale  à  i  et,  la  seconde,  inférieure 
ou  égale  à  i.  D'après  cela,  si  la  précédente  fonction  a  une  limite^ 
cette  limite   ne  peut  être  qu'égale  à    i.  Mais  Tscliebjschef  n'est 
pas  en  mesure  d'établir  l'existence  de  cette  limite. 
Signalons  l'introduelion  de  la  fonction 

qui  représente  la  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers /> 
inférieurs  ou  égaux  à  X]  elle  tient  un  grand  rôle  dans  les 
recherches  de  Tschebjschef. 

Riemann    établit    ou   affirme  des   propriétés  très   profondes  et 
cachées  de  la  fonction 

n=l 

et  de  ses  racines.  En  outre,  par  une  analyse  d'ailleurs  insuffi- 
sante, ii  relie  au  logarithme  intégral  de  x  la  fonction  /"  (j;)  égale, 
|)Our  une  valeur  de  x  qui  n'est  pas  la  puissance  //î"^"""  tl'iin  nombre 
premier,  à  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes, 

et,  dans  le  cas  d'exception  signalé,  à  la  même  expression  diminuée 
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im 


(4)  /(^)=  U(x)-^{L\(x9')-^U{x9")\ 

?'•  P" 
dy 


.1 


(J-  — Ojlogj 


—  10g2, 


où  g"  esl  égal  à  i  —  z'  el  où  p'  doit  parcourir  les  valeurs  des  racines 
imaginaires  de  ^{s)  à  ordonnées  positives,  rangées  dans  un  ordre 
tel  que  ces  ordonnées  aillent  en  croissant.  Pour  x  réel,  le  loga- 
rithme intégral  L'\(x)  est  la  valeur  principale  de  l'intégrale 


f 


du 
log« 


On  ne  peut  conclure,  des  résultats  que  Riemann  a  obtenus  ou 
annoncés,  la  relation 


lui) 


Li(a-) 


qui  équivaudrait  à  l'assertion  de  Dirichlet,  ou  à  la  formule  ('2). 

Gauss  n'a  rien  publié  sur  le  sujet;  mais  il  j  avait  profondément 
pensé  quand  il  avait  i5  ou  16  ans,  ainsi  quil  le  raconte  à  Encke 
alors  qu'il  en  avait  72  :  il  tenait  la  formule  (2)  pour  vraie  et 
regardait  comme  assez  probable  l'existence  d'une  limite  non  nulle 
pour  la  fonction  [A(^-) —  i]  logx.  M.  Landau  rétablit  la  suite 
vraisemblable  des  idées  par  où  a  dû  passer  Gauss. 

M.  Mertens  établit  les  relations 


V  1^^    =  loc 


■0(1), 


2-  = 


P  ^ 


Pzz^- 


et  une  relation  analogue  à  cette  dernière  où,  dans  le  premier 
membre,/?,  au  lieu  de  parcourir  tous  les  nombres  premiers  infé- 
rieurs ou  égaux  à  x,  prend  seulement  celles  de  ces  valeurs  qui  font 
partie  d'une  progression  arithmétique. 

Dans  la  dernière  formule,  g-  est  une  constante.  Quant  à  la  nota- 
tion   0[g{x)],    où    ^(J?)    désigne    une   fonction    positive    pour 
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œ  positif  el  suffisamment  grand,  M.  Landau  l'emploie  pour 
désigner  une  foncliony(^)  (réelle  ou  complexe),  telle  que  le  rap- 
port à  g{x)  de  la  valeur  absolue  de  cette  (onclion  reste,  pour  x 
suffisamment  grand,  inférieur  à  un  nombre  positif  fixe.  D'après 
cela,  O  (i)  désigne  une  fonction  qui,  pour  x  suffisamment  grand, 
reste  moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  fixe.  Il 
emploie  la  notation  o[^(^)]  pour  désigner  une  fonction  telle  que  la 
limite,  pour  Jt"  infini,  du  rapport  de  sa  valeur  absolue  à  g{x)  soit 
nulle. 

Il  semble  que  M.  Landau  n'ait  pu  se  défendre  d'une  sorte 
d'émotion  en  parlant  des  recherches  de  M.  Hadamard.  Il  cite,  au 
sujet  d'une  démonstration  rigoureuse  de  la  formule  (2),  la  phrase 
suivante  que  Sylvester  écrivait  en  1881  : 

«  But  to  pronounce  wilh  certainty  iipon  the  existence  of  such 
possibililj,  \ve  shall  probably  bave  to  \vait  until  some  one  is  born 
into  the  world  as  far  surpassing  TcbebyclielT  in  insigbt  and  péné- 
tration as  Tcheb^'cbefF  lias  proved  himself  superior  in  thèse 
qiialities  to  tlie  ordinary  run  of  mankind.  » 

Il  fait  observer  qu'elle  s'aj^plique  incontestablement  à  M.  Hada- 
mard; on  doit  à  celui-ci  d'avoir  établi  (  i8(jo)  la  vérité  des  propo- 
sitions suivantes  qu'avait  énoncées  Riemann  (sauf  des  différences 
de  forme)  : 

Des  deux  séries 

2t7T'    2i7P' 

p  p 

où  0  doit  prendre  les  valeurs  de  toutes  les  racines  imaginaires  de  la 
fonction  ^{s) ^  la  première  est  divergente  et  la  seconde  conver- 
gente. 

On  a,  en  désignant  par  «,  A,  ^,  B  des  constantes,  et  par  /■  une 
variable  qui  doit  jîrendre  les  valeurs  de  toutes  les  racines  réelles 
ou  imaginaires  de  la  même  fonction  : 


(5  -  ,  )  r(5)  =  ae"^ -— î-_  TT 


i^.p 
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M.  Hadamard  était  en  droit  de  dire  plus  lard  : 

«  Une  fois  ces  propositions  établies,  la  théorie  analytique  des 
nombres  premiers  put,  après  un  arrêt  de  3o  ans,  prendre  un 
nouvel  essor;  elle  n'a  cessé,  depuis  ce  moment,  de  faire  de  nou- 
veaux progrès.  )> 

Il  déclarait  d'ailleurs  n'être  pas  en  mesure  d'établir  l'assertion 
de  Riemann  qu'exprime  légalité 

(5)  •  N(T)=  -^TlogT—  '^^°g^'^")T+  O(logT), 

'2  ~  '2  71 

où  N(T)  désigne  le  nombre  de  racines  de  la  fonction  ^(s),  comptées 
avec  leur  degré  de  multiplicité,  dont  l'ordonnée  est  comprise 
«ntre  o  (exclu)  et  le  nombre  positif  T  (inclus),  ni  même  d'établir 
l'existence  d'une  limite,  pour  T  infini,  de  la  fonction 

N(T) 


TIogT 
En  1896,  il  établissait  la  relalion 


Il  ni =  I. 


qui  entraîne  la  relation  (2),  comme  la  montré  M.  de  la  Vallée- 
Poussin,  lequel  a  d'ailleurs  établi  la  relalion  précédente,  en 
même  temps  que  M.  Hadamard. 

M.  von  Mangoldt  a  élabli  la  formule  (5)  en  igoS.  Dix  ans  aupa- 
ravant, il  l'avait,  sauf  la  subslitulion  de  O(log-T)  à  O(logT), 
démontrée  dans  un  Mémoire  dont  la  conclusion  essentielle  est  la 
démonstration  de  la  formule  (4)  de  Riemann. 

Ainsi,  des  assertions  de  Riemann  relatives  à  la  fonction  ^{s)^  il 
reste  celle-ci,  qui  n'est  ni  démontrée  ni  contredite  :  les  lacines 
de  ^(5),  autres  que  les  racines  négatives  impaires,  ont  -  pour  partie 

réelle. 

On  doit  à  M.  de  la  Vallée-Poussin  d'avoir  élabli  la  formule 

<6)  hm       ^    '     ^  \-(x)—    /     -. =0, 

OÙ  q  est  un  nombre  réel  quelconque.  Elle  permet,  en  particulier, 
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si  Ton  fait  ^  =  2  el  ^  =  3,  de  mon  lier  combien  étaienl  justes  les 
vues  de  Gauss  sur  la  fonclion  A(^)  définie  par  l'égalilé  (  i  ).  Elle 
pei'met  aussi  de  monlier  que  la  ("onction  t:{x)  est  mieux  repré- 
sentée par  le  logarithme  intégral  Li(^)  que  par  n'importe  laquelle 
de  ses  expressions  approchées 

f  ,     ,  __      ^  I  !  -5"  (  q  —  ?  )  !  .r 


nuis(iu  on  a 


lim  — 2_ [^(a..)_  Li(.7-j]  =  <.), 

lim    -^ \r.{x)-f,,{x)\  =  +  ^. 

Dans  le  même  Mémoire,  M.  de  la  Vallée-Poussin  établit  la 
relation 

(7)  ^(.r)=     r'-^  -t-  0[^e-W^^], 

où  a  est  une  constante  positive.    La   formule  (6)  est  une  consé- 
(pience  aisée  de  cette  dernière  formule. 

On  doit  encore  à  M.  de  la  Vallée-Poussin  d'avoir  établi  les- 
formules,  relatives  aux  nombres  de  nombres  premiers  contenus- 
dans  les  progressions  arithmétiques  dont  on  a  parlé  au  début  : 

lim =  — — —  ,  lini 


VIo-.r/ 


œ(/.)  .r=oc  -iTv'(a-) 


Le  premier  (')  de  ses  propres  Mémoires  dont  parle  M.  Landau, 
remonte  à  1908.  La  première  partie  de  ce  Mémoire  n'apporte 
point  de  résultats  jiouveaux  concernant  la  fouclioii  —  (a^),  mais 
elle  permet  d'obtenir,  par  une  voie  très  rapide,  toutes  les  pro- 
priétés de  cette  fonction  qu'ont  établies  MM.  Hadamard  et  de  la- 
Vallée-Poussin  ;  sauf,  toutefois,  la  formule  (-)  qui  est  remplacée 
par  la  formule 


(')  yeuer   Deweis   des    Prinizahlsalzes    und   Benêts    des    Primidealsalzes 
(^Math.  Ann.,  t.  LVI) 
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laquelle,  lout  en  étanl  légèrement  moins  précise,  permet  d'élablii- 
la  formule  (6).  La  mélliode  de  M.  Landau  ne  fait  pas  usa^e  des 
théorèmes  de  M.  Hadamard  sur  les  fonctions  entières  et,  en  parti- 
culier, sur  la  fonction  (5 —  1  )  ^(s);  elle  ne  suppose  rien  de  connu 
sur  les  racines  imaginaires  de  ^(s),  ni  même  sur  l'existence  tic 
cette  fonction  dans  tout  le  plan. 

La  portée  de  cette  méthode  se  manifeste  d'ailleurs  par  cela 
même  (pi'ellea  permis  à  AL  Landau  d'étaljlir  la  théorie  correspon- 
dante pour  les  pri  m  idéaux.  Dans  ce  domaine  nouveau,  les  anciennes 
méthodes  ne  pouvaient  réussir,  puisque  les  propriétés  de  la  fonc- 
tion qui  généralise  la  fonction  ^{s)  sont  encore  inconnues. 

Dans  un  autre  Mémoire  (')  de  la  même  année,  M.  Landau  a 
établi,  au  moyen  du  lliéorètne  de  Cauchy  sur  les  intégrales  d'une 
fonction  complexe,  la  formule 

oïl  7:.;  (-X")  leprésente,  comme  plus  haut,  le  nombre  de  nombres 
premiers  inférieurs  ou  égaux  à  x,  contenus  dans  la  progression 
arithmétique  dont  le  terme  général  est  ky -{- 1^.  Ultérieurement, 
il  a  prouvé (-)  qu'on  pouvait  prendre  pour  v  un  nombre  indépen- 
dont  de  /."  et  de  /y 

M.  de  la  Vallée-Poussin  avait  montré  qu'il  y  a  des  constantes 
positives  a  et  t^  telles  que,  si  l'on  pose  (^) 

en  désignant  par  t  et  ^  des  nombres  réels,  la  fonction  "C^is)  ne 
s'annule  pour  aucun  point  de  la  région  définie  par  les  inégalités 


Eu  partant  de  là,  M.  Landau   a    pu   (^  '  )   établir  directement   la 

(')  Ueberdie  Priinzahlen  einer  arithmellschen  Progression  {Sitzungsberichte 
de  Vienne,  t.  CXIl  ). 

(  ^  )  Ueber  die  Priinzahlen  in  einer  arithnietischen  Progression  und  die  Pri- 
niideale  in  einer  Idealklasse  {Sitzungsberichte  de  Vienne,  t.  CXVII,  «QoS). 

(^)  Celte  notation  sera  conservée  tout  le  long  de  cet  article. 

(*)  Neuer  Beweis  der  Rieniannschen  Primzahl formel  [Sitzungsberichte  do 
Berlin,  1908). 
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l"orrmiIe(-)  el  cela   pour  loiiles   les   valeurs  de  a  qui  vérifient  la 

_  1 
condilioi)  a  <<  rt    ""  Ce  lésullat  a  une  grande  portée  parce  que  la 

proposition  et  la  méthode  se  généralisent  dans  un  domaine  oii 
l'existence  dans  tout  le  plan  de  la  fonction  analogue  à  "^(s) 
n'est  pas  cerlaine.  En  outre,  M.  Landau  a  pu  obtenir  une 
valeur  de  a  plus  ("aible  que  celle  qu'avait  donnée  M.  de  la  Vallée- 
Poussin,  ce  qui  permet  une  évaluation  plus  précise  de  la  fonc- 
tion 7:(.r). 

Enfin,  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  V Ecole  nor- 
male supérieure  {^  ),  M.  J^undau  a  remplacé  par  une  autre,  incom- 
parablement plus  courte,  la  démonstration  qu'on  doit  à  M.  von 
iMangoldt  de  Ja  formule  de  Riemann  (4)  et  a  établi  la  formule 
analogue  pour  la  progression  arithmétique. 

L'analjse  qui  précède  |)eut  donner  quelque  idée  au  lecteur 
des  matières  qui  sont  traitées  dans  le  premier  Volume,  mais 
non  de  la  façon  dont  elles  sont  traitées.  Je  m'efforcerai,  dans 
ce  qui  suit,  de  rendre  compte  de  Tordre  dans  lequel  elles  sont 
disposées. 

Le  premier  Livre  (p.  og-Scjo)  est  consacré  à  la  fonction  ~(^x)  et 
à  la  fonction  'C,{s) .  Il  est  divisé  en  quatre  Parties. 

Si  élémentaire  que  soit  la  première,  on  j  aperçoit  déjà  la  puis- 
sance et  la  simplicité  des  méthodes  de  l'auteur.  La  considération 
du  produit 


n(-i) 


étendu  aux  p  premiers  nombres  premiers  et  une  des  propositions 
les  plus  classiques  de  la  théorie  des  nombres  permettent  tout 
d'abord  de  démontrer  qu'on  a 


lim  =  o. 


(')  Nouvelle  dénionslralion  pour  la  formule  de  Riemann  sur  le  nombre  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée,  et  démonstration  d'une 
formule  plus  générale  pour  le  cas  des  nombres  premiers  d'une  progression 
arithmétique  {Ann.  Éc.  no/m.,  3'  série,  t.  XXV,  1908). 
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L'auteur  inlroduil  ensuite  les  fonctions  (*) 

(9)  T(:r)=  Vlog/i,  ?;{x)=^\ogp, 

n  =  l  p<.v 

^(x)  =  ^(a")-f-2r(v/?)-i-27(v/^)-f-...=  V  log^, 

qui  sont  liées   par  la  relation   identi(|ue,   valable  pour  tontes  les 
valeurs  positives  de  x 

.V 

n  =  l 

Pour  la  première  fonction,  T(jc),  on    parvient    aisément  à   la 
relation 

(m)  T{x)=x\ogx  —  x-\-0(x), 

qui  permet  ensuite  d'établir  que  'I'(x)  et  ?s(x)  ont  le  même  ordre 

de  grandeur  que  x;   ou  prouve  ensuite  que  -^^ ^^^  et  — ^  ont 

les  mêmes  limites  d'indétermination;  ces  limites,  M.  Landau  les 
resserre  de  plus  en  plus  et  prouve  qu'elles  comprennent  le 
nombre  i  ;  entre  temps,  il  établit  le  postulatde  Bertrand,  à  savoir 
que,  pour  a7^i,  il  J  a  au  moins  un  nombre  premier  entre  x  et  o.x. 
La  seconde  Partie  est  consacrée  aux  séries  de  Dirichlet,  c'est- 
à-dire  aux  séries  de  la  forme 

f{x)  =  >•  -r-^ 


OÙ  l'on  suppose,  pour  cette  seconde  Partie,  que  les  coefficienis  «,^ 
sont  réels,  ainsi  que  la  variable  s.  La  propriété  de  ces  séries  de 
converger  quand  s  déjjasse  un  certain  nombre  ^o,  de  diverger 
pour  5  <<  5o  ;  le  caractère  uniforme  de  leur  convergence  ;  la  possi- 
bilité de  les  dilïérentier  terme  à  terme;   le  parti  qu'on  tire  de  ce 


(  ')  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  n  désigne  un  nombre  naturel  et /j  un  nombre 
premier;  j'ai  déjà  dit  un  peu  plus  haut  que  x  peut  être  un  nombre  positif  non 
entier;  on  entendra  pour  la  première  formule,  par  exemple,  que  «doit  prendre 
toutes  les  valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  la  partie  enlière  de  x  (inclusivement); 
si  X  était  plus  petit  que  a,  T(a7),  ?:{x),  ^r(x)  seraient  nuls.  J'ai  cru  inutile  de 
répéter  ultérieurement  des  observations  analogues. 
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qu'on  sail  sur  la  façon  dont  se  coniporle  pour  x  inlini  la  fonclion 

en  particulier  les  iné^aliu-s 

i   liiM  Slip.  (  .s-  —  I  )  f  {s}'^  liin  sup. 

(•2)  ' 

1   lini  inf.  (5  —  i) /"(  a' )  ^^  liiii  inf. 

\  s=l 


S(.r) 


Six) 


et  d'autres  inégalités  du  même  genre,  relatives,  comme  les  précé- 
(Jentes,  au  cas  où  la  série  f  {s)  converge  pour  5>  i  ;  le  fait  que 
deux  séries  de  Dirielilel  dont  les  valeurs  sont  toujours  égales 
pour  5>5osont  égales  terme  à  leiine,  loul  cela  est  établi  d'une 
façon  aussi  simple  qu'élégante. 

Disons  tout  de  suile  que  la  théorie  de  la  fonction  X.  (s)  sera 
reprise,  dans  la  troisième  Partie,  pour  les  valeurs  imaginaires 
de  S]  que  d'importantes  propriétés  des  séries  de  Dirichlet  appa- 
raîtront ici  et  là,  au  moment  où  l'on  va  en  avoir  besoin;  enfin  que 
la  théorie  généiale  de  ces  séries,  à  laquelle  le  sixième  et  dernier 
r^ivreest  entièrement  consacré,  constitue  en  quelque  sorte  le  cou- 
ronnement de  l'Ouvrage.  L'auteur  considérera  alors  ces  séries 
sous  la  forme 

m 
ri  =  l 

OÙ  les  h„  sont  des  nombres  réels  tels  qu'on  ait 

'^l  <  '>2  <C  •  ■  •  <C  ^it    C  /'ii-T-l  -i-. . . , 

litn  >.„  =-=  -X, 

n—  ce 

forme  qui  contient  les  séries  ordinaires  de  Dirichlet  pour 
\„  z=  log/i  et  les  séries  de  puissances  pour  A„  =  /i  .  11  en  reprendra 
la  théorie  à  partir  du  théorème  de  M.  Jensen  sur  le  mode  de  con- 
vergence et  des  recherches  si  importantes  de  M.  Cahen,  qui  ont 
toutefois  exigé  une  longue  et  difficile  discussion.  C'est  là  rpi'on 
trouvera,  en  particidier,  les  beaux  résidtats  obtenus  par  i\J.  Landau 
sur  la  multiplication  des  séries  de  Dirichlet.  Mais  revenons  à  la 
seconde  Partie  du  premier  Livre  ;  les  propositions  sur  les  séries 
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réelles  de  Dirichlet  qu'on  v  a  considérées  ont  été  établies  en  vue 
(les  fouctions  particulières  qui  interviennent  dans  l'élude  de  la 
distribution  des  nombres  premiers,  et  tout  d'abord  de  la  fonction 

(i3)  Ç(5)  =  i+ ^  +  ^-+-..., 

pour  laquelle  l'identité  d'Euler 

(i4)  Kis)- '- 


Jl 


d'une  part,  fait  prévoir  le  rôle  essentiel  qu'elle  tiendra  dans  cette 
étude  et,  de  l'autre,  conduit  aux  séries  de  Diriclilet  pour  log^(5) 
et  pour 

le  coefficient 

A{n)  =  ']>(«)  —  <];(«  — i) 

est  nul  pour  n=  i  et  pour  toutes  les  valeurs  entières  du  nombre 
naturel  n  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  /?'"  ;  pour  n  =yy'«,  A(/i)  est 
égal  à  log/>. 

La  façon  dont  se  compose  "C  (5)  quand  s  s'approche  de  i  résulte 
immédiatement  de  Tidentilé 

(«6)  (i--\t{s)=^i—-  +  ^^--_-h.... 

\         a-"/      ■  2"         ^^        4" 


La  relation 


s=l'  K{^) 


X^  A(/i) 
lim(5  — i)N   _A_J  =1 


conduit,  grâce  aux  inégalités  (i:^),  aux.  formules 
lim  sup. -^ -^i,  lim  ini. 


.I'.—  ■ 


X 


Voici    quelques-unes    des     relations    auxquelles     on     parvient 
Bull,  des  Sciences  mathéin.,  x'  série,  t.  XXXIV.  (Février  19 10.)  4 


5o 
ensnile 
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lim  Slip.     ■-- 1, 


Iim  sup. _  r 


Imi  inl.     -- 1 , 


lim  inf. 


X 

logar 


\loga7/ 

j  —  =  log  loga?  -f-  B  -i-  o(i), 


loïx 


I<)!i2j- 


/'=  '■ 


(B  esl  une  constante   numi'rique,  et  C  la  constante  d'Euler); 

.   ç  loi:?-.r  r                 r  '   du  1  ^ 
1 1  m  I iH .  • -(.ri  —  / -  o, 

1-              lo-'/a-f                 /-'■  du   "1 
lim  sup. -(  J")  —  /      -, =  o. 

C'est  dans  la  troisième  Partie  que  commence  à  intervenir  la 
théorie  des  fonctions  analytiques. 

L'identité  (i6)  fournit  une  première  méthode  pour  prolon- 
ger u  (5)  à  gauche  delà  droite -7=  i  jusqu'à  la  droite  7  =  0;  une 
autre  méthode,  due  à  M.  de  la  Vallée-Poussin,  permet  de  montrer 
en  outre  qu'on  a,  en  désignant  par  C  la  constante  d'Euler, 


Us)  = 


-f-  G-hCi(s—  I) 


aux  environs  du  pôle  i. 

La  fonclion  ^(s)  ne  s'annule  pas  dans  la  région  du  plan  situé  à 
droite  de  la  courbe  définie  par  les  équations 

I  I 


(17) 


c\o"H 


clofifSi 


pour 

t^i, 

pour 

—  3^f£3, 

pour 

^^-3, 

c\osH-t) 

ni  sur  la  courbe  même:  on  a  d'ailleurs,  pour  ^^3,  3->i ; > 

'  '  '  —  c  10  g^  t 


:(s) 


b  10-9/; 


0  el  C  désignent  des  constantes  numériques. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


L'idenh'té 


\( n)  loiï  —  =  —  :    ;  —  ^ 

n  iT.i  ,1  s'^    tis) 


ds 


conduit,  en  a|)|)llqiianL  le  lliéorème  de  Caucliv  à  Tinlégrale 

I  —  — —  as 

piise  le  long  d'un  contour  convenable,  à  la  formule 


V  Afniloiï-  = 


X  -+-  Qy.r  e 


''■'■); 


(jui.  en  remplaçant  i  i  par  i3,  convient  encore  pour  -lix)  et 
pour  27(.r):  enfin,  on  oljtient  une  expression  analogue  pour  7:(x), 
qui  permel  en  particulier  d'établir  la  formule  (6). 

L'auteur  peut  maintenant  niultipHer  les  expressions  asvmplo- 
liques  pour  diverses  sommes  du  tvpe 

où  la  fonction  F(/>,  x)  est  soumise  à  certaines  conditions  : 
montrer  que,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  .r,  il  v 
a  plus  de  nombres  premiers  de  i  à  .r  que  de  jc  à  2J7;  établir  la 
.relation 


lim  inf. 


logioga-y 


lim  sup.  — — ; =  Ios;2. 


/      10°:  a-     \ 
Vioglogar/ 


où  ~{x)  est  le  nombre  des  diviseurs  de  x]  obtenir  l'ordre 
maximum  des  permutations  d'un  degré  donné,  etc. 

L'étude  de  la  fonction  ^(5),  poursuivie  dans  la  quatrième 
Partie,  va  conduire  l'auteur  à  des  propriétés  encore  plus  pro- 
fondes. 

Après  avoir  montré,  d'une  façon  très  élémentaire,  comment 
cette    fonction  peut   être   prolongée    dans   tout  le    plan,   l'autour 
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donne  deux  dëmonslralions  de  la  piopriélé  qu'a  la  fonction 


?(*-'  =  — :: — ï 


-^(*) 


de  ne  pas  changer  quand  ou  chani^e  5  en  i — s\  la  première 
s'appuie  sur  une  idenlité  lirée  de  la  théorie  de  la  transforinaliou 
linéaire  des  fondions  thêta;  l'autre,  dont  le  point  de  départ  es.t 
dans  la  formule 

et  dans  la  démonstration  qu'a  donnée  Elermite  de  la  possihilité  de 
prolonyt-r  la  fonction  s('^)  dans  lout  le  plan,  est  due  à  M.  Lerch. 
Un  théorème  de  M.  Caralhéodorv  sur  les  séries  de  puissances  et 
diverses  propositions  de  M.  Hadamard  sur  les  fonctions  transcen- 
dantes entières  conduisent  ensuite  au  théorème  de  M.  Hadamard 
sur  les  décompositions  en  facteurs  relatives  à  la  fonction  ^(5)  :  si 
l'on  désigne  par  g{x)  la  fonction  entière  qu'on  obtient  en  i-em- 
plaçant  s  par  -  +  i\/x  dans  la  fonction  \{s),  on  peut  mettre  g{x), 
sous  la  forme 


.,-(:r;=^-(o)J'J(^i-| 


la  série    7     >   ,,   étant  convergente  lorsque   k   dépasse   -•  On   en 


déduit 


{s 


.)^(^;=^-n('-;^h"^"n 


g'"', 


où  les  racines  imaginaires  0  de  la  fonction  ^^(5)  correspondent  aux 
racines  ^v  de  g{3c)  et  où 

B  =  Io-27:  — I. 

Un  peu  plus  loin,  M.  Landau  parvient  à  établir  lexistence  d'une 
constante  positive  «,  plus  grande  que  18,02,  telle  que  la  fonc- 
tion ^{s)  n'ait  certainement  pas  de  racines  dans  la  région  définie 
par  les  inégalités 


«^2, 


a  =  i--lug/, 


et  enfin   la   formule  (~),  avec   la  condition  y.  <C  (t 
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L'auteur  s'occupe  ensuite  de  la  démonstration  de  la  formule  (4) 
et,  plus  généralement,  de  l'évaluation  de  fonctions  du  type 

/{x,r)=  y'-L  J_, 

OÙ  ;•  est  lin  paramètre  (complexe  [nul  dans  le  cas  de  la  fonc- 
tion f{jc)  de  la  formule  (4)]  et  où  l'accent  dont  est  affecté  le 
signe  '^  veut  dire  que,  dans  le  cas  où  x^  p"^",  le  dernier  terme 
doit  être  remplacé  par  sa  moitié.  A  celte  fonction  il  convient  de 
joindre  la  fonction 

/'"'  =  ■'• 

(|ui,  lorsque  ;•  est  nul,  se  réduit  à  '!j(x)  en  général  et  à  '\i{x)  —  '  'Oo/^o 
pour  a:  =  p'^'".  L'évaluation  de  ces  fonctions  exige  en  particulier  la 
démonstration  de  propriétés  assez  cachées  de  la  dérivée  logarilh- 
nn(|ue  de  la  fonction  ^(s)  et  de  lemmes  relatifs  à  la  distribution 
des  racines  imaginaires  de  "^{s),  par  exemple  de  la  formule 

N(T)  =  6>(TlogT), 

où  N(T)  désigne  le  nombre  de  racines  imaginaires  de  ^{s)  dans 
lesquelles  le  coefficient  de  i  est  positif  et  inférieur  ou  ég;il  au 
nombre  positif  ï.  Les  formules  auxquelles  on  parvient  sont  assez 
compliquées;  elles  comportent,  comme  la  formule  (4),  des  séries 
où  figurent  les  racines  imaginaires  de  ^(5),  sur  lesquelles  on  sait 
peu  de  chose  ('  ). 

La  propriété  de  1N(T)  qu'on  vient  de  rappeler  est  évidemment 
•contenue  dans  la  formule  (5),  que  INL  Landau  établit  ensuite 
entièrement;   dans  cette  démonstration,  le  fait  que  le  coefficient 


(')  Signalons  les  proposilions  suivantes,  qu'on  trouvei'a  dans  le  Livre  de 
M.  Landau  : 

Ces  racines  imaginaires  sont  toutes  dans  la  bande  o  <  5  <  i  et,  d'une  façon 
ipius  précise,  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités 


^log(2  +  |^|)=       =  61og(2  +  |<|) 

où  b  est  une  constante  positive.  On   ne  sait  pas  encore  s'il  y  a  ou  non  des  racines 
dont  les  abscisses  sont  infiniment  voisines  de  la  droite  u  —  1.  Sur  la  borne  supé- 
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de  /  dans  l'inlégrale 


f 


ds 


est  du  Ivpe  O(logT)  lient  une  place  essenlielle  :  Tauleur  montre 
comment  cette  proposition  peut  se  <;énéraliser. 

Le  second  Livre  est  consacré  à  l'étude  de  la  distribution  des 
nombres  premiers  dans  la  progression  arithmétique  dont  le  terme 
général  est  k  v  +  /,  où  /»■  et  /  sont  des  nombres  naturels  piemiers 
entre  eux.  11  comjjorlera  la  généralisation  d'un  grand  nombie  de 
proj^ositions  qui,  jusqu'à  présent,  se  rapportaient  à  la  suite  natu- 
relle des  nombres. 

L'auteur,  en  ne  supposant  connue  que  la  notion  de  lacine  pri- 
mitive pour  un  nombre  premier,  explique,  d'après  Dirichlel,  ce 
qu'est  \e  système  d'indices  d  un  nombre  naturel  n  pour  le  module, 


'/■  1 


et  ce  que  sont  les  /i  :=  'j  (A)  caractères 

yi('^)i     '/i(fi)j      ■••,     //<(")         fl"  nombre  n; 

Je  rappelle  que  ces  fonctions  sont  toutes  nulles  (piand  /i  et  k  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux;  qu'on  a  '/ (/i/*')  = '/(/')'/( '*')  et, 
pour  n^n'  (mod/,),  y (/i)  =  y (/«');  que  le  caractère  princi- 
pal '/{(n)  est  égal  à  i  quand  n  est  premier  à  A;  que,  parmi  les 
autres  caractères,  les  uns  sont  réels  quel  que  soit  /^,  tandis  que  les 
autres  sont  imaginaires,  au  moins  pour  certaines  valeurs  de  /i,  ce 
fpii  permet  de  diviser  les  caractères  en  trois  espèces;  enfin  que  les 
caractères  se  divisent  encore  en  caractères  propres  et  impropres  : 

licurc  W  de  leur  partie  réelle,  on  sait  qu'on  a 

2   -       — 

si  0  =  -)  toutes  les  racines  imaginaires  ont  -  pour  partie  réelle,  ainsi  que  l'af- 
firmait liiemann. 

Enfin,  comme  le  montre  M.  Landau  à  la  fin  du  premier  Livre,  le  nombre  0  est 
la  borne  inférieure  des  nombres  t,  tels  qu'on  ait 

-(x)  =  Li  (  j:  )  +  0{x''). 
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le  caractère  y  (n)  relalifaii  module  /«r  est  impropre  s'il  y  a  un  divi- 
seur K  de  A",  autre  cpie  i  et  que  k,  tel  qu'on  ait  certainement 
'/^{n)  =  -/{n'),  si  les  deux  nombres  naturels  n  et  //  sont  premiers 
à  k  et  si  leur  difFérence  est  divisible  par  K;  s'il  n'y  a  pas  de  tel 
diviseur  K,  '/(n)  est  un  caractère  propre. 

Le  rôle  que  tenait  la  fonction  "^{s)  dans  le   premier  Livre  sera 
tenu  maintenant  par  les  h  fonctions  de  Dirichlet 

n—l  II      I 3 — 

dont  on  représentera  à  l'occasion  l'une  quelconque,  celle  qui 
correspond  au  caractère  '/{n),  par  le  symbole  plus  commode 
L(s,y)  et  même  par  L(a).  Ces  séries  sont  regardées  comme 
étant  de  première,  de  deuxième  ou  de  troisième  espèce,  suivant 
que  le  caractère  correspondant  est  de  première,  de  deuxième  ou 
de  troisième  espèce.  On  les  étudie  d'abord  en  supposant  s  réel. 
La  série  de  première  espèce,  évidemment  liée  à  C(5)parla  relation 


Li(*;  =  a^)I|Yi 


où  le  symbole  p\k  veut  dire  que  le  produit  doit  être  étendu  aux 
nombres  pi-emiers/?  qui  divisent/:,  converge  comme  ^  (■?)  .  Lorsque 
s  lend  vers  i  en  décroissant,  on  a 

I-     .  .  /' 

lim  (  5  —  I)  Li(5)  =   y 

.V  =  1  '<: 

Pour  s  positif,  les  séries  de  deuxième  et  de  troisième  espèces 
convergent,  sont  continues,  peuvent  être  diflérentiées  terme  à 
terme;  au  reste,  on  prouvera  ultérieurement  qu'elles  définissent, 
par  prolongement  dans  tout  le  plan,  des  fonctions  (transcen- 
dantes) entières. 

On  a,  en  désignant  par  /  un  nombre  naturel  premier  à  A", 

/, 
OÙ  il  faut  entendre  que  la  sommation  doit  être  étendue  à  tous  les 
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couples  de  nombres  naturels /?,  m  lels  qu'on  ail  (/>  étant  premier) 
p"'=l         (modA). 

En  vertu  des  propriétés  des  séries  Ly.(5)  qu'on  vient  dénoncer, 
le  premier  terme 

de  la  somme  qui  (Igure  au  premier  membre  de  léquation  (i8) 
augmente  indéfiniment  quand  5  tend  vers  i  en  décroissant  et, 
pour  prouver  que  les  auties  termes  sont  finis,  il  suffit  de  prouver 
que  la  somme 

■  jLd      n 

est  difi'érente  de  zéro.  C'est  là,  pour  ce  qui  concerne  les  caractères 
réels,  le  point  le  plus  difficile  de  la  preuve  de  rcxislence  d'une 
infinité  de  nombres  ptemiers  dans  une  progression  arilbmétique  ; 
M.  Landau  en  donne  deux  démonstrations.  Il  est  clair,  d'après  ce 
i|ui  vient  d'èlre  dit,  qu'on  a 

lim    >    —^^  =-r-x; 

s=.\  -^    P'"' 

mais  la  série  qui  figure  dans  celle  égalité  étant  sûrement  con- 
vergente pour  5  >>  -  quand  on  en  exclut  les  termes  où  m  est  égal 
à  I  ,  il  faut  qu "on  ait 


J^lE 


et,  par  conséquent,  que  la  série 


•^'»>=i:^ 

/'=' 


contienne  une  infinité  de  termes,  en  d'autres  termes  : 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  dans  la  progression 
nrithmétique  dont  le  terme  général  est  ky  -\-  t. 

Aux    fonctions   -[x) ,    "^{x)    du  premier   Livre  correspondant 
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maintenant  les  fonctions  n(\r),  0(^);  elles  représentent,  la  pre- 
mière, le  nombre  de  nombres  premiers  inférieurs  on  égaux  à  x  qui 
sont  contenus  dans  la  progression  ariLliméticpie,  et,  la  seconde, 
la  somme  des  logarithmes  de  ces  nombres  premiers;  les  fonc- 
tions n(a7),  0(^)  ont  des  propriétés  asymploliques  qui  généra- 
lisent celles  des  fonctions  ■iz(x),  ^ (x)  el  qu'on  parvient  à  préciser 
par  des  méthodes  analogues  à  celles  (jui  ont  été  suivies  dans  le 
premier  Livre. 

La  fonction  entière  ?(■?)  est  remplacée  parles  (onctions,  dont  on 
démontre  aussi  qu'elles  sont  entières. 


où  y  désigne  un  caractère  propre  relatif  ;iu  module  A",  supposé  plus 
grand  que  2,  où  a  est  égal  à  o  ou  à  i,  suivant  que  y  ( —  i  )  est  égal 
à  I  ou  à  —  1  ;  on  a  la  relation 

^(s,yj^t(yj^(j  —  s,  y), 

OÙ  y  est  le  caractère  conjugué  de  y  et  où  le  nombre  î(y),  dont  la 
valeur  absolue  est  toujours  i ,  est  égal,  suivant  les  deux  mêmes  cas, 
soit  à 

£  r  /_  )  =  — ^   7   y}  11)6    '' 

\  ^  ^^ 
'      «  =  1 

soit  à  cette  même  quantité  divisée  par  i.  Celte  équation  fonc- 
tionnelle permet  de  montrer  que  les  zéros  de  la  fonction  c(s,y) 
autres  que  ceux  qui  sont  mis  en  évidence  par  le  facteur  F,  appar- 
tiennent à  la  bande  o  <;  5- <^  i  .  D'un  autre  coté,  le  mode  de  crois- 
sance de  cette  fonction  ^(5,  y)  permet  de  reconnaître  de  quelle 
façon  elle  se  décompose  en  facteurs  primaires.  Il  v  a  lieu,  comme 
pour  la  fonction  ^{•^),  de  déterminer  des  régions  de  la 
bande  o  <C  ^  <C  '5  où  l'on  est  assuré  que  la  fonction  Lx(.v)  ne 
s'annule  pas.  Enfin,  on  a  à  considérer  des  fonctions  jN  (T  )  analogues 
à  celles  qu'on  a  étudiées  dans  le  premier  Livre,  mais  relatives  main- 
tenant aux  fonctions  l->y,(s) . 

La  fin  du  premierA  olume  est  occupée  par  d'intéressantes  aj)|)li- 
cations  à  la    décomposition    d'un    nombre    en    deux    ou   en    trois 
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carrés,  à  la  décoinposilion  d'un  nombre  en  cubes,  à  la  démonsLia- 
lion  d'une  proposition  (|iii  permet  d'éLahlir  la  curieuse  proposition 
de  M.  Stormer  que  voici  : 

Les  nombres  naturels  x  tels  (pie  le  produit 

Mi  —  \){i  —  1).  .  Ai  —  x) 
soit  réel  ou  purement  imaginaire  sont  en   nombre  lini. 

Le  troisième  Livre  est  intitulé  :  La  fonction  \J.in)  et  la  distri- 
bution, des  nombres  sans  diviseurs  carrés. 

Cette  fonction  ').(  n  i  jieut  être  définie  |)ar  l'identité 

ou  parles  propriétés  équivalentes  :  on  a  >j.(i)=  i;  lorsque  n  est 
un  nombre  naturel  plus  grand  que  i,  on  a  !j.(/*)  =  o  quand  un 
facteur  premier  entre  dans  n  avec  un  exposant  plus  grand  que  i  ; 
enfin,  on  a  \^{n)  =  ( —  i  )?  pour  un  nombre  n  qui  n'admet  pas  de 
diviseur  carré  et  qui  est  le  produit  de  o  facteurs  premiers  dif- 
férents. Une  de  ses  propriétés  les  plus  connues  (LiouvilJe  et  Dcde- 
kind)  consiste  dans  la  façon  dont  elle  permet  de  passer  de 
l'égalilé 

G(/i)=y  F(d) 

(t\n 


à  réiialilé 


¥{d)=y^'x(d)Gl^l^; 


dans  ces  égalités,  le  svmbole  d\n  iiidi([ue  tpie  les  sommations 
doivent  s'étendre  à  tous  les  diviseurs  (')  f/  de  n. 

A  cette  fonction  ;J-(/«),  il  convient  d'adjoindre  la  fonction  )>(«), 
définie  par  les  propriétés 

où  C5  désigne  le  nombre  de  facteurs  premiers,  comptés  maintenant 
chacun  avec  son  ordre  de  multiplicité,  qui  figurent  dans  la  com- 
position de  n  . 

(' )  Je  conlioucrai  d'employer  cette  notation. 


COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES.  59 

L'indiiclion  a  fait  prévoir  à  Eiiler  les  égalités 

,  - =  o; 


V 

;jL  (  /n 

n  =  1 

n 

et  à 

Mubius 

celle- 

-CI 

Les  fonctions 


'{X) 


-  /  r '  M(.r)=  >,  ix(ji), 


II 


\J.(  II)  \oilll 


,    ,  "V   -   ,  r-  '^    UA  II)  lOfi 

\Ax)=2^h{n),  /ix)=2j'        ^^ 

n=l  n—l 

ont  été  étudiées  au  point  de  vue  asvuiptolicjue,  la  première  par 
M.  Gram,  puis  par  M.  de  la  Vallée-Poussin;  la  deuxième  et  la 
troisième  par  M.  von  Mangoldl,  Ja  dernière  par  M.  Landau,  qui, 
en  outre,  a  donné  pour  les  quatre  fonctions  deslbrmules  asym|)to- 
tiques  de  plus  en  plus  précises. 

L'ordre  suivi  par  l'auteur  est  analogue  à  celui  que  j'ai  essavé  de 
caractériser  pour  le  premier  Livre.  Après  avoir  rappelé  les  pro- 
priétés essentielles  des  fonctions  qu'il  étudiera,  il  nioiilre  comment 
les  propositions  qu'expriment  les  égalités 

M{x)  =  o{x),         g{T)  =  oii) 

ressorlent  du  Piimzahlsatz;  il  montre  comment  Je  fait  que  la 
fonction  ^(5)  ne  s'annule  pas  dans  la  région  définie  par  les  inéga- 
lités (17)  conduit  aux  formules 

M{x)=  6>f-^— Y 

Les  théorèmes  sur  les  racines  de  la  fonction  '^{s)  et  divers 
lemmes  sur  l'inverse  de  cette  fonction  permcllent  enfin  d'obtenir 
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les  relations 

M(>)=  0(xe~''''^^^'), 

/(.r)=-.  +  0(^-**''^), 

où  a  désigne  comme  plus  liaul   un    nombre  moindre  que  la  cons- 

lanle— —  >   le  nombre  -  par  exemple. 
v/rt  5  '  ' 

Le  quatrième  Livre  est  inlitulc  :  La  fonclioii  [J-(/i)  el  Ici  distri- 
bution des  nombres  sans  diviseurs  carrés  dans  une  progression 
arithmétique. 

Les  recherches  de  M.  Landau  sur  ce  sujet  ont  pour  point  de 
dépait  une  proposition  prévue  par  M.  Kluyvcr  en  1904,  à  savoir 
<pie  la  série 

n  =  l 

ost  convergente  pour  toute  progression  arithmétique,  de  terme 
général  ky -\- l  :  la  notation  précédente  indique  cjue  la  somma- 
tion s'étend  aux  valeurs  de  n  qui  l'ont  partie  de  la  progression  ('). 
M.  Landau  montre  qu'on  a 


2l^(^)=0(:re-*v''"'«'j, 


n—l 


où  Ton  peut  prendre  encore  a  = -•    La    convergence,  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  q  et  de  ^,  de  la  série 

n  =  l 

en  résulte. 

Notons  encore  celte  conséquence  : 


(  '  )  11  n'y  a  plus  lieu,  dans  le  présent  Livre,  de  supposai-  que  l  est  premier  avec  /.; 
on  écartera  toutefois  le  cas  où  ces  deux  nombres  auraient  un  diviseur  carré, 
puisque  [J-('?)  serait  alors  nul  pour  tous  les  termes  de  la  progression. 
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SI  dans  la  progression  arillimétiqtie  dont  le  terme  général 
est  ky -\- l  et  dans  laquelle  on  suppose  que  A"  et  /  n'ont  pas  de 
diviseur  comninn  carré,  on  considère  les  lernins  inférieurs  ou 
égaux  à  X  qui  n'ont  point  de  diviseur  carré;  le  nombre  des  termes 
composés  d'un  nombre  |)air  de  facteurs  premiers  lend,  lorsque  x 
augmente  indéliniment,  à  être  égal  au  nombre  de  termes  composés 
d'un  nombre  impair  de  nombres  premiers. 

Dans  le  cinquième  Livre,  M.  Landau  traite  de  problèmes  assez 
divers  qui,  d'ailleurs,  se  rapportent  toujours  à  la  théorie  des 
nombres  premiers. 

Tout  d'abord,  il  établit  l'existence  d'une  limite  positive,  pour  x 
infini,  pour  les  deux  fonctions 


'V  -i'-""'  0(/i; 


(19) 


L(io 


^X)         /' 


^^in) 


Jl  =  1 

x 

} 

(logr)' 

A 

Tt 

les  quantités  qui  figurent  dans  ces  expressions  sont  définies  comme 
il  suit  : 

On  considère  A  nombres  distincts  /,  , /o  ,  . . . , />.  premiers  à  A"; 
(d[n)  est  égal  à  i  si  tous  les  facteurs  premiers  qui  composent  n 
sont  congrus,  suivant  le  module  A",  à  l'un  des  nombres  /),  /^i  •  •  •  5  6. ^ 
s'il  n'en  est  pas  ainsi,  ©(«)  est  égal  à  zéro.  La  lettre  h  est  mise, 
comnie  plus  haut,  à  la  place  de  csfA");  enfin  le  symbole  v(/i)  dé- 
signe le  nombre  des  facteurs  premiers  distincts  qui  entrent  dans  le 
nombre  naturel  n.  C'est  une  prévision  de  M.  Lehmer  (pii  a  con- 
duit M.  Landau  à  étudier  la  première  de  ces  fonctions;  M.  Lehmer 
avait  déduit  de  la  théorie  des  formes  quadratiques  la  relation 


V  2'"«)e(rt) 


lim 

.»■  =  00 


en     supposant    A"  =  4,    >>  =  i,  /(  =  1;    il     avait    aussi    traité   les 
cas  A"  =  3,  A  :=  I ,  /,  =  I  et  A"  =  6,  a  =  i ,  /,  =  i . 
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Dans  le  cas  où  /c  =  /^  ,  \^  i  ,  li  =  \ ,  la   fonction 

r 

n  =  1 

est  égale  an  nombre  de  nombres  égaux  on  inférieurs  à  x  qui  sont 
la  somme  de  deux  carrés;  le  théorème  relatif  à  la  seconde  des 
fonctions  (19)  montre  que  ce  nombre  est,  pour  x  infini,  équi- 
valent à 


V  logr 

où  />  est  une  constante  positive. 

Une  partie  de  ce  cincpiième  Livre  est  consacrée  à  diverses  séries 
considérées  par  Eider,  Mobius,  Cesàro  et  M.  Rluyver.  L'auteur 
tire  grand  parti  du  théorème  de  Slieltjes  que  voici  : 

Si  les  deux  séries    >  a„  ,    >   |j,^  sonL   convergentes ^   la  pre- 

mière    étant    absolument    convergente .    on  peut   affirmer    la 

convergence  de  la  série  ^   "'„  où  ^',1  est  la  somme 

n  =  I 

it\n  '' 

étendue  à  tous  les  diviseurs  d  du  nombre  naturel  n  . 

Il  démontre  aussi  un  théorème  du  même  genre  où  les  deux 
premières  séries  sont  convergentes  et  ont  des  teimes  du 
Ol>e  0(1). 

Signalons,  par  exemple,  les  formules 

^  y(n)A(  n)  _  -  "V  //  "  )  lJ-(  n)  _  4 

j^  n  i  '  ^U  n  -' 

/i  =  i  n  =  l 

//  =  00 

■^  '/'")  K  n  )■>:'"■  _ 

n=  l 
n  .=  au  n  ^  X 

^  y(n)  '^( n)  _       t  -^  /(«)  •;'."'''"'  _  i 
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Dans  ces  formules  A (/i)  ,  [Ji.(/i),  v(/i),  cp(/i  )  ont  les  si gnifica lions 
qui  ont  été  spécifiées  antérieurement,  f{ii)  est  le  nombre  de 
décomposition  de  n  en  une  somme  de  deux  carrés  de  nombres 
posilifs-,  '/(/?)  est  le  caractère  non  principal  de  n  relativement  au 
module  4-  cest-à-dire  que  '/(/')  est  égal  o,  i  ,  o,  —  i  ,  suivant 
que  le  reste  de  n,  par  rapport  au  module  4?  est  o,  i  ,  2,  3. 

La  dernière  Partie  est  consacrée  à  des  questions  dune  tout 
autre  nature;  l'auteur  commence  par  établir  l'intéressante  propo- 
sition cpie  voici  : 


Soit 


une  série  de  Dirichlet,  dans  laquelle  les  coefficients  a„  sont 
positifs  ou  nuls,  et  soit  a  le  nombre  tel  qu'elle  converge  pour  s'^  y. 
et  quelle  diverge  pour  s  <C  oc  :  a  est  un  point  singulier  de  la 
fonction  analytique  définie  par  la  série  pour  s  >>  a. 

M.  Landau  fait  intervenir  cette  |)rop()sition  dans  la  démonstra- 
tion du  lliéorème  suivant,  énoncé  |)ar  Tscbebyschef  et  démontré 
en   1891  par  M.  Phragmén,  puis  en    190.3  par  lui-même  : 

Si  de  la  totalité  des  nombres  premiers  de  la  forme  /\n  -f-  o, 
inférieurs  ou  égaux  à  x,  on  retranche  celle  des  nombres  pre- 
miers  de  la  forme  ^n-i-i^  qui  ne  dépassent  pas  la  même 
limite,  et  qiCon  divise  ensuite  la  différence  par  la  quan- 
tité ^  on  trouvera  plusieurs  valeurs  de  x  telles  que  ce  quo- 
log.r  '  ^  ^ 

tient  s'aporocliera  de  C unité  aussi  près  qu'on  le  voudra. 

M.  Landau  donne  diverses  généralisations  du  tbéorème  de 
Tschebjsclief. 

Signalotis  encore  les  propositions  suivantes,  où  0  désigne  la 
borne  supérieure  de  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires 
de  ^(5),  où  c  est  un  nombre  plus  grand  que  la  j)lus  petite  valeur 
absolue  de  ces  mêmes  racines,  où  enfin  p(^)  est  égal  à 


2;k="^-^^  +  i^^^-^-^^"^^'-^^ 


p^i^x 
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Si  ron  se  donne  le  nombre  positif  o,  chacune  des  inégalités 

o{x) —  I      -^.  o-w-o 

r(r)-  ^ 

:.(.r)-   f 

(?i/  vérifiée  par  quelque  valeur  de  x  aussi  grande  quon  le  veut. 
Ces  propositions  ont  été  établies  pour  la  première  fois  par 
M.  E.  Schmidt;  les  démonstrations  de  M.  Landau  sont  plus 
simples;  on  lui  doit,  en  outre,  d'avoir  diminué  de  moitié  la  valeur 
de  c  fpi'avait  indiquée  M.  Schmidt. 

Mali^ré  son  très  grand  intérêt,  malgré  les  propriétés  nouvelles, 
relatives  à  la  fonction  "^{s)  qu'on  j  trouve,  je  ne  reviendrai  pas 
sur  le  sixième  Livre,  dont  j'ai  déjà  dit  qu'il  contenait  une  théorie 
générale  des  séries  de  Dirichlet. 

J'aurais  souhaité  que  le  présent  compte  rendu,  en  dépit  de  tout 
ce  qui  lui  manque,  put  donner  aux  lecteurs  du  Bulletin  quelque 
idée  de  rim[)ortance  et  de  l'intérêt  de  l'Ouvrage  de  M.  Landau; 
mais  je  suis  bien  convaincu  (jue  ceux  qui  étudieront  cet  Ouvrage 
seront  les  seuls  à  en  goûter  vraiment  les  qualités  :  ce  sera  leur 
récompense. 

J.  T. 
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HÔFLER  (A.).  —  L)i[>AKTiK  dks  matiiematisciikx  l  ntkrriciits. 
I  volume  in-8,  xviii-5io  pages.  Leipzig.  Teiibner,  igio. 

Ce  Volume  est  le  premier  (ruiie  colleclion  desliiiée  à  peifec- 
lionner  renseignement  des  sciences  dans  les  écoles  réaies;  il  est 
enlièrcnient  consacré  aux  Malliémaliques.  Il  présente  dans  les 
grandes  lignes  le  programme  élaboré  par  la  (Commission  d'ensei- 
gnement de  la  Gesellscliaft  dcutscher  Naturforscher  iind 
Aertze.  Mais  son  but  princi|)al  est  de  fournir  au  pi-ofesscur, 
pour  l'application  des  nouveaux  programmes,  une  sorte  d'aide- 
mémoirc  dlustré  d'une  foule  d'exeniples  concrets. 

[j'Ouvrage  comprend  trois  parties  : 

I.  But  de  l'enseignr'inent  i]es,  iMatht'matiques.  Plan  d'en- 
semble ; 

II.  Dévelo|>pement  tlu  plan  d'études; 

lit.  Considérations  psychologiipies  sur  l'enseignement  des  Ma- 
ihématicpies  et  la  culture,  en  général. 

L'enseignement  des  Malbéniatiques,  pour  des  jeunes  gens 
de  10  ans  à  i  8  ans,  est  divisé  en  trois  cvcles  :  to- 1 3  ;  i3-i6  ;  i6- 1 8. 
Les  matières  enseignées  sont  à  peu  j)rès  celles  qui  le  sont  dans  nos 
Lycées,  jusque,  et  y  compris,  la  classe  de  Matliématicjues  spéciales. 
Cependant,  il  s'y  trouve  sensiblement  moins  de  Géométrie, 
surtout  de  Géométrie  analytique,  et  aussi  moins  d'Analyse. 

Ce  qui  frappe  dans  ce  Livre,  c'est  le  caractère  réaliste  donné 
aux  méthodes.  L'auteur  ne  craint  |)as  de  descendre  dans  les 
moindres  détails  d'exposition,  ce  qui  lui  donne  l'occasion  d'obser- 
vations souvent  fort  judicieuses. 

Cet  Ouvrage  [)ûurra  intéresser  tous  ceux  fpii  s'occupent  de 
fjueslions  pédagogiques  et  qui  tiennent  à  être  au  courant  des  idées 
|)rofessées  à  ce  sujet  à  l'étranger.  Ceuf. 


Bull,  des  Sciences  inatkéin.,  ■!'•  série,  t.  \\.\IV.  (Mars  ign».) 
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BOCHER   (M.).   —   EiNFUiiKUNG   ix   die   huiiere   Algebrv. 
I  volume  in-S.  xii-348  pages.   Leipzig,  Teubner,  1910. 

Le  Bulletin  n  rendu  compte  récemment  (')  de  l'excellente 
Introduction  to  hif;her  Algebra  de  M.  Maxime  Bôcher.  a  I^'au- 
leur  l'a  écrite  pour  répondre  aux  besoins  des  étudiants  américains; 
mais  ces  besoins  sont  les  mêmes,  sans  doute,  dans  tous  les  pays.  » 
Que  ce  Livre  réponde  aux  besoins  des  étudiants  allemands,  c'est 
assurément  l'opinion  de  M.  Hans  Beck  qui  l'a  traduit,  de  M.  E. 
Studj  qui  a  mis  une  intéressante  préface  à  cette  traduction,  de  la 
maison  ïeubner  (|ui  l'a  publié.  J  ai  ex|jlif]ué  jadis  comment  il 
répondait  aussi  aux  besoins  des  étudiants  français,  qui  pourront  le 
lire  maintenant  dans  le  texte  allemand  ou  dans  le  texte  anglais. 

J.  T. 


CAPELLI  (A.).  —  Istituzione  di  Analisi  algkbrica.  Quarta  edizione 
notevolmente  ampliata.  i  volume  in-8,  xxviii-953  pages.  Naples,  Pelle- 
rano,  1909. 

Le  Bulletin  a  rendu  compte  en  igoS  (2)  de  la  troisième  édition 
de  ce  gros  livre  où,  en  un  peu  moins  de  mille  pages,  les  théories 
les  plus  fondamentales  de  l'Arithmétique,  de  l'Algèbre  et  de 
l'Analyse  sont  exposées  avec  rigueur  et  clarté  :  presque  tous  les 
paragraphes  sont  suivis  d'un  grand  nombre  de  notes  et  d'exercices 
qui  permettent  au  lecteur  de  compléter  ses  connaissances,  de 
s'assurer  qu'il  sait  s'en  servir  et,  par  là  même,  de  se  les  assimiler 
plus  parfaitement;  enfin  de  s'initier  quekiue  peu  au  travail  de 
recherches.  Ces  Islituzione  sont  très  bien  adaptées  aux  besoins 
des  étudiants  des  Universités  et  le  succès  qu'elles  paraissent  avoir 
obtenu  auprès  d'eux  n'a  rien  que  de  naturel. 

La  quatrième  édition  comporte  quelques  changements 
La  théorie  de  la  divisibilité   des   |)olynomes  a  été  étendue  aux 
polynômes  à  plusieurs  variables.  Cette  extension  est  aussi  indis- 

(  '  )  Voir  Bulletin,  t.  XX.XII1,  1908.  p.  3(j. 
(2)  Voir  Bulletin,  t.  XXVIj,  p.  207. 
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pensable  à  la  Géoniélrie  analvli([ue  (algébrique)  qu'à  la  [)ure  Al- 
gèbre. 

Le  Chapitre  sur  la  continuité  et  les  dérivées  a  été  notablement 
augmenté  de  façon  à  devenir  une  véritable  introduction  au  Calcul 
infinitésimal. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  l'auteur  introduit  les  fonctions  circu- 
laires et  hyperboliques  et  développe  leurs  propriétés,  en  partant 
des  séries. 

Deux  Chapitres  consécutifs  portent  l'un  sur  les  fondaments  de 
la  théorie  des  séries  de  puissance,  l'autre  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques;  de  cette  façon,  la  théorie  des  fonctions  analy- 
liqnes,  où  le  lecteur  a  été  introduit  par  le  premier  Chapitre, 
trouve  immédiatement  une  de  ses  plus  belles  applications.  On  re- 
marquera ta  façon  élégante  dont  INI.  Capelli,  après  avoir  établi  le 
théorème  de  Jacobi  sur  les  produits  de  quatre  fonctions  .Si,  en  dé- 
duit des  formules  simples  et  générales  pour  l'addition  de  ces  fonc- 
tions. Les  propriétés  des  fonctions  sn,  en,  dn  sont  déduites  des 
propriétés  des  fonctions  .'^.  L'auteur,  qui  estime  que  ces  diverses 
fonctions  doivent  aujourd'hui  trouver  quelque  petite  place  dans 
les  Livres  destinés  à  exposer  les  fondements  de  l'Analyse,  a  su,  en 
une  trentaine  de  pages,  en  faire  ressortir  le  caractère  et  l'impor- 
tance. J.  T. 


SYLV'IiSTEPv.  —  Tiin:  collectkd  mathi:.\utic\l  papers  or  James  Joseph 
Sylvester,  Volume  III  (1870-1883),  in-J,  xv-GjS  pages.  Cambridge  at 
llie  University  Press,   1909. 

Lors  de  l'apparition  du  premier  Volume  des  Œuvres  de 
Sjlvesler*  en  1904,  nous  avons  déjà  rendu  compte  [Bulletin^ 
t.  XXVIII,  p.  2(35)  de  tout  ce  (pie  la  Science  doit  an  penseur 
original  et  profond,  au  puissant  esprit  dont  le  nom  demeurera 
associé  à  ceux  de  Cajlej  et  d'Hermite  dans  l'histoire  de  la  création 
de  l'Algèbre  moderne;  nous  avons  dit  aussi  tout  l'intérêt  que  pré- 
sentait, pour  la  génération  nouvelle,  la  réunion  en  un  faisceau  de 
tous  les  Mémoires  si  originaux  et  si  variés  du  grand  géomètre 
anglais. 
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Le  présent  A  oliime,  qui  comprend  loule  la  période  de  18-0 
à  i8S3,  a  été  édité  par  M.  H. -F.  Baker  avec  le  même  soin  que  le 
premier.  Il  comprend  surtout  un  très  grand  nombre  de  travaux 
relatifs  à  l'énuméralion  et  à  la  constitution  du  svstème  complet 
d'invariants  et  de  covanants  fondamentaux  relatif  à  une  forint.' 
donnée  oiî  à  un  ensemble  de  formes.  Mais  il  contient  aussi  plu- 
sieurs ^Jémoires  traitant  de  sujets  tout  différents,  par  exemple  les 
études  si  intéressantes  relatives  au  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe  et  à  la  représentation  de  Poinsol,  des 
recherches  sur  la  théorie  atomi(jue  et  ses  rapports  avec  les  inva- 
riants des  formes  binaires,  sur  les  équations  algébriques  dont  les 
racines  sont  réelles,  sur  le  critérium  de  Newton  relatif  au  nombre 
des  racines  imaginaires,  sui'  différentes  espèces  de  déterminants, 
sur  la  partition  des  nombres,  sur  les  séries  de  Farev,  etc.  Quelle 
que  soit  la  branche  d  études  dont  il  s'occupe  spécialement,  tout 
géomètre  trouvera  ici  de  quoi  retenir  et  captiver  son  attention. 

G.   D. 


SCHUR  (^Fr  ;.  —  Gr.tNULAGEN  der  Géométrie,  i  volume  in-8,  x-ig?.  pages, 
6'3  figures.  Leipzig  et  Berlin.  Teubner,  1909. 

.M.  Scliur  a  voulu  dans  ce  Livre  édifier  la  Géométrie  projeclivc 
indépendamment  de  l'axiome  d'Euclide  et  de  l'axiome  d'Archi- 
mèdc.  Par  Géométrie  projective,  ^L  Schur  entend  l'ensemble  des 
propriétés  (par  exemple  :  les  projjriélés  d'homographie,  dinvo- 
Intion,  d'noniologie,  etc.  )  qui,  dans  la  Géométrie  ordinaire,  sont 
invariantes  pour  toute  transformation  linéaire,  en  particulier  pour 
toute  projection. 

Pour  démontrer  rpie  de  telles  propriétés  étaient  indépendantes 
des  trois  postulats  précités,  l'auteur  aurait  pu  énoncer  une  liste 
des  postulats  de  la  Géométrie,  vérifier  leur  indépendance  et  mon- 
trer qu'en  éliminant  les  trois  axiomes  en  question  on  ])ou va it  retrou- 
ver les  théorèmes  fondamentaux  de  la  Géométrie  projective.  C'est 
la  marche  qu'a  suivie  M.  Hilbcrt  pour  des  questions  analogues, 
par  exemple  pour  son  extension  des  démonstrations  de  MM.  IJe 
et  Poincaré  sur  l'indémontrabilité  de  l'axiome  d'Euclide.  Une  telle 
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métliode  aurait  réduit  le  Livre  à  n'être  qu'une  démonstration. 
M.  Schur  a  préféré  —  avec  raison,  me  semble-t-il  —  procéder 
autrement.  Il  énonce  une  liste  de  j)OstuIats  qui  lui  suffisent  pour 
édifier  une  Géométrie  projective  et  montre  que  dans  la  Géométrie 
ainsi  construite  on  peut  à  volonté  supposer  vérifiés  ou  non  vérifiés 
les  axiomes  d'Euclide  et  d'Arcliimède. 

L'auteur  n'a  pas  la  j)rétenlioii  d'avoir  choisi  des  principes  fon- 
damentaux indépendants.  Comment,  dit-il,  vérifier  une  telle  indé- 
pendance, alors  que  les  notions  nécessaires  |)Our  l'énoncé  de  l'un 
résultent  forcément  de  l'énoncé  du  précédent?  Cette  difficulté  dont 
M.  Hilbert  ne  fait  pas  mention  ne  semble  cependant  pas  lui  avoir 
échappé,  car  dans  son  Mémoire  il  ne  démonti-e  pas  l'indépendance 
de  ses  axiomes,  mais  bien  de  ses  groupes  cVaxiomes. 

Toujours  sur  le  choix  de  ces  mêmes  postulats^  Tauleur  fait 
d'autres  remarques  intéressantes  à  signaler.  11  a  voulu  choisir 
autant  que  possible  des  propriétés  expérimentales.  II  rejette  pour 
cette  raison  la  nolion  d'espace  multiplicité  à  trois  dimensions  : 
les  propriétés  générales  de  l'esjjace  (homogénéité,  isolropie,  etc). 
La  notion  générale  de  surface  et  de  ligne  lui  semble  encore  trop 
compliquée,  car,  dit-il,  il  j  a  des  surfaces  qui  ne  limitent  pas  des 
corps  et  des  lignes  qui  ne  limitent  pas  des  surfaces.  Il  se  servira 
uniquement  de  la  seule  notion  de  point,  de  droite  et  de  plan,  et 
plus  tard  définira  une  figure  comme  un  ensemble  de  points,  de 
droites  et  de  [)lans. 

Dans  le  premier  Chapitre  sont  énoncés  les  postulats  de  la  droite 
et  du  plan,  ou  plus  exactement  des  segments  et  du  triangle,  ceci 
afin  d'éviter  l'introduction,  dès  le  début,  des  points  à  l'infini.  Ces 
postulats  correspondent  aux  groupes  1  et  2  d'Hilbert  (association 
et  distribution).  Deux  points  en  déterminent  une  infinité  d'autres 
formant  un  segment  (Slrecke)  et  cette  c[uasi-définilion  est  suivie 
d'un  certain  nombre  de  propriétés  faciles  à  imaginer  (axiomes, 
théorèmes  et  définitions)  sur  la  superposition  et  l'intersection  de 
deux  segments  el\e prolongement  (Verlangerung)  d'un  segment. 
J^a  ligne  droite  étant  alors  définie  par  un  segment  et  ses  deux  prolon- 
gements, on  admet  l'existence  de  trois  points  non  en  ligne  droite  et 
l'intérieur  d'un  triangle  est  défini  par  le  postulat  :  M  étant  à  1  in- 
térieur de  ABC,  les  segments  AM,  BM,  CM  ont  respectivement  un 
point  de  leur  prolongement  sur  BC  —  CA  — x\B.  L'existence  des 
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points  exlérieiiis  étaiil  une  conséquence  du  |)rolongenienl  dun 
segment,  le  plan  est  défini  :  l'ensemble  des  points  des  droites  cou- 
pant un  lriani;le.  Enfin,  ayant  admis  l'existence  d'un  point  en 
dehors  d'un  plan,  on  peut  démontrer  l'existence  de  l'intérieur  et 
de  l'extérieur  d'un  tétraèdre,  ce  cju'on  appelle  Vespace  et  il  suffit 
d'énoncer  un  dernier  postulat  négatif  sur  la  non-existence  d'un 
jioint  en  dehors  de  l'espace  (la  Géométrie  est  à  trois  dimensions). 

Dans  le  deuxième  Cliapilre,  M.  Schiir,  suivant  en  cela  des  idées 
de  Klein  et  de  Pasch,  introduit  les  éléments  idéaux.  Une  droite  et 
un  plan  ou  deux  droites  d'un  même  plan  permettent  de  définir  une 
i^erbe  de  droites  (Biindel)  telles  fpie  deux  droites  f|uelconques  de 
la  gerbe  soient  dans  un  même  plan  et  que,  par  un  point  de  l'espace, 
il  passe  nne  droite  de  la  gerbe.  Toutes  les  droites  de  la  gerbe  peu- 
vent avoir  un  point  commun,  sinon  on  dit  qu'elles  définissent  wn 
point  idéal.  Une  droi  te  idéale  sera  définie  de  même  par  deux  points 
idéaux  ou  deux  plans  définissant  un  faisceau  (Buschel)  de  plans 
sans  droite  commune;  enfin  trois  points  idéaux  ou  réels  n'apparte- 
nant pas  à  une  même  droite  idéale  ou  réelle  définissent  un  plan 
idéal. 

L'ensemble  de  tous  les  éléments  réels  et  idéaux  constitue  un 
système  sans  contradiction  vérifiant  les  axiomes  énoncés  et  pour 
lequel  on  peut  énoncer  sous  sa  forme  projective  le  théorème 
sur  les  triangles  homologitpies  (théorème  de  Desargues  d'après 
MM.  Schur  et  Hilbert).  L'introduction  des  éléments  idéaux 
revient  en  somme  à  introduire  les  éléments  à  Vinfini  dans  la 
Géométrie  d'Euctide,  et  les  éléments  du  domaine  extérieur  dans 
la  Géométrie  de  Lobatchefski  ;  enfin  ces  éléments  n'existeraient 
pas  dans  la  Géométrie  de  Riemann. 

Le  troisième  Chapitre  est  consacré  aux  postulats  du  déplace- 
ment et  à  leurs  consérpiences.  Un  déplacement  est  une  correspon- 
dance entre  |)oints  telle  qu'aux  points  d'un  segment  correspondent 
les  points  du  segment  corresj)ondant.  L'existence  dune  telle  cor- 
respondance, ainsi  (]ue  la  composition  de  deuv  dé|)lacements  con- 
stituent deux  postulats.  On  trouve  en  outre  un  postulat  sur  la  défi- 
nition d Une  figure  par  un  demi-plan,  une  demi-droite  sur  son 
arête  et  l'origine  de  cette  demi-droite.  Enfin  deux  autres  postulats 
de  symétrie  sur  l'égalité  d'un  angle  à  lui-même  par  retournement, 
sur  l'égalité  d'un  segment  à  lui-même.  Je  n'insiste  pas  sur  les  con- 
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séquences  de  ces  axiomes  et  je  cite  seulement  le  théorème  de 
Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  dans  deux  droites  qui  joue  un  grand 
rôle  dans  les  études  de  M.  Hilbert  et  de  ses  élèves  plus  ou  moins 
directs  sur  les  fondements  de  la  Géométrie. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  des  développements  sur  les  pro- 
priétés des  projections  centrales  des  correspondances  homogra- 
phiques,  sur  la  notion  de  «  segment  projectif  »,  de  rapport  anliar- 
monicpie,  etc. 

Le  Chapitre  \  traite  de  l'égalité  des  triangles  et  de  la  Géométrie 
métrique  non  euclidienne;  on  y  trouve  linlroduction  de  la  con- 
stante ïv  et  de  la  Trigonométrie  générale  (Trigonométrie  sphé- 
rique).  L'auteur  y  énonce  le  postulat  du  compas  (Zirkelkonstruc- 
tion)  ou  de  l'existence  d'un  triangle  rectangle  connaissant  un  côté 
ou  l'hypoténuse,  ce  qui  est  en  somme  le  deuxième  postulat  de 
continuité  d'Hilbert  ou  encore  le  postulat  de  Cantor. 

Dans  le  Chapitre  VI,  M.  Scliur  démontre  d'abord  la  célèbre  pro- 
position de  Legendre  :  Si  dans  un  triangle  la  somme  des  angles 
est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à  deux  droits,  il  en  est  de 
même  pour  tous  les  autres  triangles.  En  réalité,  Legendre  avait 
ajouté  que  le  troisième  cas  était  impossible,  mais  sa  démonstra- 
tion était  basée  sur  l'axiome  d'Archimède  que  M.  Schur  ne  sup- 
pose pas  vérifié.  Ensuite  il  démontre  la  possibilité  de  chacun  des 
trois  cas,  dans  une  Géométrie  basée  sur  les  axiomes  déjà  énoncés, 
et  donne  enfin  quelques  conséquences  du  postulat  d'Euclide. 

Dans  le  Chapitre  VIll,  on  trouve  deux  formes  du  postulat 
d'Archimède,  l'une  avec  un  énoncé  projectif  con)me  propriété  des 
divisions  harmoniques,  l'autre  avec  Ténoncé  ordinaire.  Une  consé- 
quence intéressante  est  l'idenlilé  complète  de  la  définition  de  la 
correspondance  homographicpie  au  moyen  des  [perspectives,  donnée 
dans  le  Chapitre  IV,  et  la  définition  de  von  Staudt  par  la  conser- 
vation du  rapport  harmonique. 

Dans  le  deuxième  Chapitre,  les  éléments  idéaux  étaient  intro- 
duits au  moyen  des  considérations  de  Géométrie  de  l'^-space. 
Cette  introduction  peut  se  faire  en  Géométrie  plane  comme  con- 
séquence des  seuls  axiomes  et  propriétés  du  plan.  Le  Chapitre  \TI 
est  consacré  à  cette  difficile  étude. 

Tel  qu'il  est,  je  ne  doute  pas  que  ce  Livre  intéresse  vivement 
tous  ceux  qui  s'occupent,  même  accessoirement,  des  fondements  de 
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la  Géométrie.  AcluelleineiU  de  proloiides  modi(icalioiis  Icndenl  à 
s'inlroduire,  laul  dans  l'ciiseigneinenl  que  dans  notre  conceplion 
de  la  Géomélrie.  On  ne  peut  encore  dire  jusqu'où  iront  ni  à  quoi 
aboutiront  ces  tentatives,  mais  on  peut  ai'fliincr  (|ue  le  Livre  de 
M.  Scliur,  par  son  exposé  méthodique  et  simple  de  nombreuses 
questions,  marquera  une  des  étapes  de  cette  transformation. 

A.  ChÂtelet. 


AHRENS  (W.  ).  —  APvTHEiJATisciii-:  Untehiialtlngex  und  Spiele.  Zweite, 
vermehrtc  und  verbe?serte  Aullage.  Ers  te  r  F3  an  ri.  i  vol.  in-<S";  IX-400  pages. 

Il  ne  faut  mépriser  ni  les-énigmes,  ni  les  amusements,  ni  les  jeux 
mathématiques  ;  tout  cela  peut  éveiller  el  pi(|uer  la  curiosité, 
obliger  à  réfléchir  et  aiguiser  la  réflexion.  Après  tout,  il  v  a  plus 
d'un  problème  dont  personne  ne  contestera  le  caractère  scienti- 
fique, qui  n'a  précisément  ce  caractère  que  parce  qu'il  fait  partie 
d'un  ensemble,  d"une  théorie  où  il  se  pose  et  se  résout  natuielle- 
ment  ;  c'est  parce  qu'il  est  isolé,  qu'un  autre  est  regardé  comme 
une  énigme.  Au  reste,  les  amateurs  de  ces  sortes  de  questions 
peuvent  invoquer,  s'ils  le  \eulent,  des  noms  très  illustres,  parmi 
lesquels  ceux  de  Leibnitz,  d'EuIer  et  de  Gauss  suffisent  sans 
doute. 

Ils  se  réjouiront  de  voir  l'intéressant  Ouvrage  de  M.  Ahrens  en 
arriver  à  sa  seconde  édition  et  de  constater  que  cette  seconde  édi- 
tion contient  deux  volumes,  au  lieu  d'un,  l'eut-élre  y  ont-ils 
contribué  d'une  façon  plus  ou  moins  directe,  car  l'auteur  nous  dit 
que,  d'une  édition  à  1  autre,  il  a  reçu  une  foule  de  lettres  de 
demandes  el  de  renseignements.  Toutefois,  il  a  tenu  à  conserver 
au  Livre  son  caractère  primitif:  la  seconde  édition,  comme  la 
première,  peut  être  lue  par  des  personnes  cjui  n'ont  pas  de  culture 
mathématique  spéciale  ;  de  temps  en  temps,  les  mathématiciens 
trouveront  un  passage  écrit  en  petit  texte  qui  les  concerne  ;  les 
questions,  d'ailleurs,  ont  pres(jue  toujours  été  choisies  en  raison 
de  leur  intérêt  scientilique  ;  la  plupart  ont  une  histoire,  que 
M.  Ahrens  conte  agréablement,  el  qui  rehausse  leur  intérêt 
propre. 

Chaque    Chapitre    est  orné   dune  ou  plusieurs  éjùgraphes  qui 
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sonl  toujours  ingénieuses  el  piquantes  :  je  reproduis  ci-dessous  les 
litres  de  ces  Chapitres  ;  ils  donneront  au  lecteur  une  \(l^'•e  des  sujets 
traités. 

Les  voyapjes  difficiles.  —  Un  |irobième  de  Tait.  —  Systèmes  de  numé- 
ration. —  Problèmes  de  transvasement.  —  Le  parquetage.  —  Quelques 
|)etits  amusements.  —  Les  jeux  sur  l'écliiquier.  —  Le  jeu  du  solitaire.  — 
Le  problème  des  huit  reines.  —  Les  cinq  reines  sur  l'écliiquier.  — ■  Le 
saut  du  cavalier. 

J.T. 


MELANGES 


DE  QUELQUES  MANUSCRITS  D'OLE  RŒMER  : 

Pau   Kiustim;  MEYER,   née  BJERRUM. 

I.  —  Ole  Rœmer  et  le  thermomètre  ('). 

Les  iherniomèlres  à  indication  indépendante  de  la  pression  de 
l'almos])hèie  firent  leur  ap|)arition  dans  la  dernière  moitié  du 
xvu^  siècle  ;  mais  c'est  Falirenlieil  cpii  donna  le  premier  à  ces  ther- 
momètres des  échelles  telles  que  leui's  indications  concordaient 
entre  elles.  Les  thermomètres  Fahrenheit  furent  très  admirés  et 
marquaient  en  elTet  un  très  grand  progrès.  Il  y  aurait  donc,  ce  me 
semble,  quelque  intérêt  à  démontrer  qu'avant  Fahrenheit,  Ole 
Rœmer  avait  résolu  le  problème  en  question  et  que  c'est  à  lui  que 
Fahrenheit  était  redevable  de  sa  méthode;  j'espère  que  les  pages 
qui  suivent  mettront  en  évidence  le  bien-fondé  de  cette  assertion. 
Une  circonstance  qui  impose  aux  com|)atriotes  de  Rœmer  le  de- 
voir de  contribuer,  autant  (ju'il  est  en  eux,  à  son  illustration,  est 
le  sort  funeste  qui  a  pesé  sur  la  |)ublication  de  ses  œuvres  scienti- 
ficpies.  Horrebow  a  décrit  d'une  manière  fort  dramatique  comment 

(')  IviRSTiNE  Meyer,  Teniperalurbegiebels  Udvilding gennetn  Tiderne  og  ciels 
Forhold  til  vekslende  Anskuelser  ont  Varmens  IS'atur  {Sur  le  développement 
de  la  notion  de  température  à  travers  les  âges  et  sur  son  rapport  avec  les 
diverses  conceptions  qu'on  s'est  faites  de  la  nature  de  la  chaleur).  Copenluiguc, 
i9"9- 
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les  journaux  et  Tables  des  observations  aslrononiiques  de  Rœmer 
furent  détruits  par  l'incendie  qui  ravagea,  en  1728,  une  grande 
partie  de  Copenhague;  en  outre,  les  nombreuses  missions  dont 
Rœmer  s'est  chargé  pour  être  utile  à  son  pajs  l'oiit  empêché  de 
donner  des  Communications  imprimées  des  résultats  obtenus  par 
ses  recherches. 

Le  hasard  m'a  fait  rencontrer,  dans  la  liltéralure  scientifique  du 
xviii^  siècle,  quelques  remarques  d'où  il  semble  résulter  qu'Ole 
Rœmer  s'est  occupé  de  la  construction  des  thermomètres  et  aussi 
qu'il  a  été  en  relations  avec  Fahrenheit.  J'ai  fouillé  alors  les  bi- 
bliothèques et  les  archives  de  Copenhague  pour  voir  s'il  y  avait 
des  œuvres  inédites  de  Rœmer.  El,  en  effet,  j'ai  trouvé  à  la  Ri- 
bliolhèque  de  l'Université- les  Adversaria^  in-folio  manuscrit  à 
couverture  brune  (' ).  Une  remarque  à  la  dernière  |>age  nous  ap- 
prend comment  ce  Livre  est  devenu  la  propriété  de  la  Ribliothèque 
après  avoir  échappé  à  l'incendie  de  1728.  C'est  qu'il  était  resté 
entre  les  mains  de  la  veuve  d'Ole  Rœmer,  qui  avait  épousé  en  se- 
condes noces  Th.  Rartholin;  en  1789  seulement  elle  a  fait  don  du 
manuscrit   à    la  Ribliothèque.  Voici  la  remarque  : 

«  Puisque  feu  mon  mari  Olaus  Rœmer  a  fait  brocher  ces  cahiers 
en  parchemin,  il  me  paraît  probable  qu'il  leur  a  attribué  quelque 
importance,  et  c'est  la  raison  pourquoi  je  désire  déposer  ce 
volume  à  la  Ribliothèque  de  l'Université  parmi  d'autres  manuscrits 
pour  le  cas  où  quelqu'un  pourrait  en   tirer  profit. 

»   E.  M.  Rartholin, 
»    S.  (-)  Th.  Rartholijvs. 
»   In  octobre  i~^g-  » 

Le  Livre  contient  un  Mémoire  sur  le  thermomètre  auquel  se 
rattachent  quel(|ues  notices  sur  son  emploi,  dont  il  sera  question 
plus  loin.  Le  principe  adopté  par  Rœmer  pour  la  construction  du 
thermomètre  me  semble  avoir  beaucoup  d'intérêt  :  Rœmer  est  évi- 
demment le  premier  qui  ait  construit  des  thermomètres  à  deux 
points  Jixes,  point  de  fusion  de  la  neige  [Nix  sine  gelu  et  calore) 
et  point  d^ êbullition  de  l'eau,  et  avec  division  du  tube  en  volumes 


(')  La  langue  des  Adversaria  est  essentiellement  le  latin. 
(-)  S.  veut  dire  défunt. 
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égaux.  Certaines  remarques  de  Rœuicr  et  de  Horrebow  nous  per- 
mettent de  fixer  à  1-02  environ  l'époque  où  les  opérations  en 
question  ont  eu  lieu  :  à  Ja  page  i3i  ^  (')  des  Adversaj'iase  trouve 
une  référence  à  un  article  d'Amontons  (-)  contenant  une  compa- 
raison entre  les  indications  enregistrées  par  Amonlons  et  par  New- 
ton, respectivement,  pour  une  même  série  de  températures,  et 
Rœmer  donne  un  extrait  du  Tableau  de  comparaison,  jniis  il  ajoute  : 
a  L'observation  du  commencement  de  la  gelée  et  du  point  d'ébul- 
lition  de  l'eau  me  semble  au  dernier  degré  utile  pour  la  construc- 
tion et  la  division  d'un  ibermomètre  universel,  le  premier  point 
étant  suffisamment  fixe  et  le  second  méritant,  contrairement  à  mon 
opinion  d'autrefois,  qu'on  s'y  fie  sur  les  observations  concordantes 
et  les  assurances  dignes  de  foi  des  Français  affirmant  que  l'eau 
bouillante  ne  peut  pas  augmenter  de  chaleur  une  fois  l'élniUilion 
commencée.  »  Il  semble  donc  qu'en  i^o3  Rœmer  était  fixé  sur  le 
principe.  D'autre  part,  Horiehow  a  fait,  dans  le  manuscrit  des 
Adversaria,  des  Notices  dont  nous  pouvons  conclure  que  les  ther- 
momètres de  Rœmer  furent  construits  vers  1-02.  Horrebow 
écrit  (3)  : 

«  Le  10  avril  i-io,  je  priai  la  veuve  de  Rœmer  de  me  dire  la 
date  de  la  construction  des  cinq  thermomètres  (*).  Elle  me  répon- 
dit qu'ils  avaient  été  construits  en  sa  présence,  mais  qu'elle  ne  se 
rappelait  plus  aucun  événement  simultané  permettant  de  fixer  la 
date,  si  ce  n'est  que  Rœmer  avait  été  obligé  de  garder  la  chambre  à 
cause  d'une  fracture  d'os.  C'était  donc  avant  1708,  année  où  je  fus 
admis,  en  juillet,  aux  observatoires  de  Rœmer,  car  Rumohr,  John 
et  d'autres  domestiques  (^)  racontaient  qu'il  avait  été  dangereu- 
sement malade  d'une  fièvre  traumaliqiie  attrapée  pai  suite  d'une 
fracture  d'os. 

»  Le  1  7  avril  la  veuve  de  Rœmer  vint  chez  moi  jiour  me  dire 
qu'elle  était  sûre  maintenant  que  ces  thermomètres  avaient  été 
construits  en  i'jo2.    » 


(')  Nous  désignerons  par  a  et  6  les  deux   côlés  (recto  et  verso)   des  feuillets 
du  manuscrit. 

(^)  Mém.  de  l'Acad.  royale  des  Sciences,  Paris,  1703. 

(')  Adv.,  p.  it8  b. 

(*)  Horrebow  a  raconté  plus  iiaut  qu'elle  les  lui  avait  apportés. 

(^)  Disciples  attacliés  à  la  maison  de  liœmer. 
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Le  Cha|)ilro  des  AcUcrsaria^  qui  traite  des  lliernioniètres  et  de 
tout  ce  qui  s'y  ra|»|»orte.  va  do  la  page  \\?)h{\  i  iS  h.  occupant  en 
tout  I  1  pages.  La  première  section  est  intitulée  :  De  la  mesure 
des  tubes  de  verre  devant  servir  de  thermomètres.  Une  page  et 
demie  est  consacrée  à  la  solution  du  |)roblème  (pii  consiste  à 
diviser  les  thermomètres  ayant  des  boules  et  des  tubes  de  di- 
mensions différentes  d'une  manière  telle  que  les  divisions 
soient  comparables,  en  d'autres  termes  cpie,  par  exemple,  le  vo- 
lume de  dix  divisions  soit  partout  proportionnel  au  volume  du  ré- 
servoir. Pvoemer  trouve  les  diamètres  des  tubes  à  l'aide  d'une  goutte 
de  mercure  :  il  1  introduit  dans  le  tube  et  y  mesure  sa  longueur, 
puis  il  la  |)èse  et  calcule  son  volume  en  supposant  qu  un  |)ied 
cuj)e  de  mercure  pèse  83'^  livres.  Ceci  nous  apprend  que  pour 
Rœmer  la  densité  du  mercure  est  i3|,  car  dans  le  système  de 
mesure  dont  il  se  sert  la  livre  écjuivaut  à  -'^  du  i)oids  d'un  pied 
cube  d'eau.  Après  avoir  déterminé  de  la  sorte  la  longueur  et  le 
volume  de  la  goutte,  Rœmer  en  calcule  le  diamètre  et,  par  là,  le 
diamètre  intérieur  de  la  partie  du  tube  où  se  trouve  la  goutte. 

Si  nous  voyons  Rœmer  s'occuper  cbemin  faisant  de  celte  déter- 
mination des  rapports  de  volume,  la  raison  en  est  sans  doute  cpie 
beaucoup  des  savants  du  tenqis  avaient  proposé  de  construire  des 
thermomètres  comparables  entre  eux  d'après  ce  principe  :  un  point 
fixe  et  le  tube  divisé  en  volumes  égaux  qui,  dans  tous  les  thermo- 
mètres, seraient  proportionnels  au  volume  du  réservoir.  W  admet 
que,  dans  un  iherniomètre  où  le  diamètre  du  tube  est  a  et  celui 
du  réservoir  6,  la  longueur  occujiée  par  dix  divisions  soit  c,  et  il 
cherche  la  longueur  C  de  dix  divisions  d'un  autre  thermomètre  où 
le  diamètre  du  tube  serait  A,  celui  du  réservoir  B,  et  où  le  rap- 
port entre  le  volume  de  dix  divisions  et  celui  du  réservoir  serait  le 
même  que  dans  le  premier  thermomètre.  Le  développement  très 
circonstancié  par  lequel  Rœmer  arrive  au  résultat  peut  se  résumer 
ainsi  : 

4  4  c        A^  b^ 


8.3  S. 3 


A  l'aide  de  cette  équation  on  peut  calculer  G  en  supposant  me- 
surées les  autres  grandeurs. 
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Rœaicr  donne  cnsiiilc  tin  exemple  cliiffié.  Enfin  il  atliie  l'alten- 
lion  sur  le  cas  où  C  el  B  (on  A)  étant  donnés,  on  peut  calcnler  A 
(ou  B,  respe(;li\  einenl  ),  et  il  en  donne  un  exemple. 

Après  ces  calculs,  Rœmer  observe(  '  )  :  «  Ceci  est  correct  quoique 
d'une  exécution  laborieuse;  il  est  vrai  que  nous  n'eu  sommes 
guère  plus  avancés  en  ce  qni  concerne  notre  but  principal  qui  est 
de  délerminei-  l'irrégularité  de  la  cavité  des  tnbes  dont  la  forme 
est  le  plus  souvent  conique  ou  encore  plus  irrégidière. 

Fii.  r. 


xjmi 


^      Vf 


r? 


-f^-^ 


^^-4 


■>->  J'en  examine  la  forme  à  l'aide  d'une  goutte  de  mercure  avant 
de  procéder  au  soufflage  de  la  boule.  La  cavité  du  tube  ci-dessus 
mentionné  a  été  trouvée  sullisamment  régulière,  la  longueur  de 
la  goutte  de  mercure  étant  au  milieu  de  7  7,  à  l'extrémité  la  plus 
large  de  7,  et  à  l'extrémité  la  plus  étroite  de  8  (unités  arbitraires). 
Entre  ces  (derniers)  points  il  y  avait  nne  distance  de  10  pouces. 
On  peut  donc  considérer  celte  cavité  comme  un  cône  tronqué  {'-), 
sur  lequel  les  divisions  ihermométriques  doivent  être  marc|uées  (à 
distances)  inégales,  c'est-à-dire  plus  grandes  vers  l'extrémité  la 
plus  étroite  el  plus  petites  du  coté  de  la  base  la  plus  grande.   )> 

Suivent  quelques  pages  consacrées  à  la  division  des  tubes  co- 
niques en  volumes  égaux. 

Rœmer  suppose  donné  un  tube  de  verre  où  une  goutte  de  mer- 
cure a  la  longueur  -  à  l'une  des  extrémités  AB,  et  la  longueur  S  à 


I  autre  extrémité  ef]    il  admet  en  outre  que   la  longueui-  du  tube 
soit  de   10  pouces  el  cherche  le  diamètre  x  de  la  section  c  divisant 


(')  Adv.,  p.  ii4  b. 
(^)  Souligné  |i£ii-  K.    M. 
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le  tube  en  deux  volumes  égaux.  Le  problème  est  résolu  d'une  ma- 
nière très  circonstanciée  ;  voici  un  résumé  succinct  du  raisonnement 
employé  : 

Les  aires  de  section  des  extrémités  du  tube  sont  en  raison  in- 
verse des  longueurs  données  de  la  goutte  de  mercure;  leur  rapport 
est  donc  de  7  :  8;  les  diamètres  respectifs  sont  entre  eux  comme 
les  racines  carrées  de  ces  cliififres.  Les  trois  aires  de  section  consi- 
dérées sont  les  bases  de  trois  cônes  uniformes  dont  l'un  égale  en 
volume  la  moitié  de  la  somme  des  deux  autres;  les  volumes  sont 
entre  eux  comme  les  cubes  de  lignes  correspondantes;  oji  a  donc 


v/7-'  +  \/«^  //7v/7  +  «/8 


-vA^ 


Rœmer  expose  le  problème  d'une  manière  beaucoup  plus  com- 
pliquée et  finit  |)ar  dire,  après  avoir  obtenu  le  résultat  :  «  Tout 
cela,  je  le  vois  beaucoup  plus  clairement  en  pensée  que  je  ne  sau- 
rais le  mettre  par  écrit.  »  Puis,  comme  pour  s'assurer  qu'il  est 
capable  d'exprimer  la  même  pensée  d'une  façon  plus  concise,  il 
écrit  :  aliter^  et  refait  en  quatre  lignes  le  raisonnement  qui  de- 
mandait tout  à  riieure  une  page  entière  pour  arriver  au  résultat  : 

a  Les  cônes  sont  comme  des  cubes,  les  hauteurs  comme  des  ra- 
cines cubes.  Le  grand  et  le  petit  cube,  ou  cône,  ont  des  hauteurs 
connues;  le  cône  intermédiaire  a  un  volume  connu,  moven  des 
deux  autres.  Donc  sa  racine  cube  est  égale  à  la  racine  cube  de  la 
moitié  de  la  somme  des  autres.  » 

Ensuite  (  '  )  le  même  r;iisonnement  est  employé  pour  trouver  cg 
du  cône  moyen  en  admettant  que  dg  soit  à  kg  comme  y/^  à  y/8  et 
que  dh^=  10.  Ces  chiffres  sont  introduits  par  l'indication  sui- 
vante :  ((  Dans  mon  nouveau  thermomètre,  les  aires  des  extrémi- 
tés, distantes  1  une  de  laulrc  de  10  pouces,  ont  été  trouvées  être  : 
la  plus  grande  de  8,  la  plus  petite  de  7  (unités  arbitraires).    » 

Il  donne  un  exemple  type  du  calcul  qui  se  fait  par  de  simples 
calculs  logarithmiques  (6  chidres)  et  il  trouve 

c  d       1  (j 
c  h       \'j 

(  '  )  Adv.,  p.  ii5  a. 
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A  la  même  page  il  donne  une  Table  des  valeurs  obtenues  pour  de 
el  hc  (dont  la  somme  est  10)  en  supposant  données,  successive- 
ment, dix  valeurs  difFérentes  du  ra|)|M)rl  des  aires  limites,  à  savoir  : 


-5 

^-,  1 

80 

100 

100 

100 

(et  ainsi  de  suite  avec  des  intervalles  de  2  \). 

La  page  suivante  (')  commence  ainsi  :  «  Dans  le  thermomètre 
achevé  dont  il  a  été  constaté  qu'il  exige  pour  60  divisions  une  lon- 
gueur de  8  pouces  environ,  on  estimait  que  la  proportion  conve- 
nable des  aires  limites  était  celle  tie  10  à  9.  »  A  l'aide  de  calculs 
analogues  à  ceux  dont  nous  venons  de  parler,  Rœmer  trouve  le 
rapport  où  sont  entre  elles  les  longueurs  des  (|uatre  troncs  de 
cône  superposés  rpii  constituent  les  quarts  du  volume  du  cône 
tronqué  considéré.  Ces  longueurs  sont  notées  comme  étant  de 
i4,4i7J  i4)824;  15,194;  i5,563,  respectivement;  nous  en  pou- 
vons conclure  que  le  tube  entier  a  été  d'abord  supposé  gradué  en 
60  divisions  de  longueur  égale.  La  partie  du  tube  la  plus  étroite 
étant  la  plus  rapprochée  du  réservoir,   ((  le  piemier  f|uart  depuis 

,,      -  ,     i5,563 

zéro  lusnu  a  lo  est  de  — »,  etc. 

"•        '  bo 

Rœmer  ajoute  :  k  Et  il  nous  faut  en  rester  là  pour  le  thermo- 
mètre original.  D'une  manière  générale,  on  doit  toujours  et  par- 
tout suivre  une  règle  invariable,  à  moins  que  les  expériences  ne 
l'exigent  autrement.  » 

Après  avoir  fait  remarquer  que  les  calculs  indiqués  pour  la  di- 
vision du  tube  sont  corrects,  il  est  vrai,  mais  qu'on  pourrait  les 
désirer  plus  clairs  et  plus  simples,  Rœmer  commence  la  page  sui- 
vante (2)  par  une  mesure  d'attaque  (|ui  doit  l'encourager  à  conti- 
nuer :  a  Enfin  nous  sortons  du  terrain  raboteux  (3)  des  chiirres 
pour  entrer  dans  un  chemin  praticable.  » 

Suit  un  développement  qui  peut  se  résumer  ainsi  :  Soit  b  un 
plan  parallèle  aux  hases  a  el  c  du  tube  de  verre  et  divisant  le  tube 
en  deux  volumes  égaux;  le  niveau  de  b  se  tiouve  en  introduisant 


(  '  )  Adv.,  p.  1 15  b. 
(^  )  Adv.,  p.  116  a. 
(^)  Le  mol  salebras  est  en  surcliarse;  il  y  avait  d'abord  labyrinthos. 
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dans  le  lubc  mic  (niaiililé  de  inerciire  égalaiiL  eu  volume  la  moitié 
de  la  cavité  du  luhr.  l'ar  ce  procédé,  qu'il  avait  d'ailleurs  indi(|ué 


l-"ii;.  3. 


précédemment,  Ro^mer  arrive  à  constater  que  la  distance  bc  ^  m 
est  plus  grande  rpie  ah  qu'il  désigne  par  ni  —  cl. 

Puis  il  clierclie  la  iiauteur  x  =  cv  du  cône  qui  constitue  le  som- 
met du  ti'onc  de  cône  représenté  par  le  tidie,  et  il  en  donne  l'ex- 
pression approchée  cpie  voici  : 


(!) 


ni-  —  î  ind ^7-  \d- 

7l 


Les  calculs  intermédiaires  à  laide  desquels  il  est  arrivé  à  cette 
formule  ne  sont  pas  notés,  mais  on  peut  les  reconstituer  en  em- 
ployant la  mélliode  indiquée  ])lus  haut;  on  obtient  ainsi  l'équation 
suivante  : 


(2) 


"xi^x  -^  m  f  =^  x"^  -^  ix  -r-  •! m  —  rf)^  : 


et  si  Ton  cherche  ensuite  la  valeur  x  de  cette  équation  en  rejetant 
les  puissances  de  d  plus  élevées  que  la  deuxième,  on  aura  l'équa- 
tion (i).  Rœmer  s'en  sert  immédiatement  aj)iès  dans  un  exemple 
chiffré  où  ^c  :=  I  I ,  ah  =^-  g.  et  obtient  x  =  8c). 

A  la  page  suivante  ('),  Rœmer  établit  une  formule  ex[)rimant 
dune  manière  commode  le  résultat  susdit  et  indi(juant  en  même 
temps  une  méthode  à  suivie  pour  le  calcul.  En  introduisant  de 
nouvelles  notations  :  a  =^  a«,  b  ^=  m  —  d,  il  écrit 

la/j  —  \(  a-  —  b') 


En  retranchant  du  double  produit  de  a  et  b  la  moitié  de  la  diffé- 
rence entre  a-  et  b-,  il  reste  x(a  —  b). 

D'après  cette  formule,  il  calcule  x  pour  une  série  de  valeurs 
correspondantes  de  a  et  b  ayant  toutes  l'unilé  pour  différence. 
Puis  il  calcule  les  \olunies  des  cônes  ayant  les  hauteurs  x,  x -\- a, 


(')  Adv.,  p.  iiG  0. 
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x-\-a-{-b^  et  s'en  sert  ensuite  pour  calculer  les  volumes  des 
troncs  de  cônes.  Les  résultats  de  ces  calculs  sont  exposés  sous 
forme  schématique.  Voici  un  exemple  qui  permettra  de  se  rendre 
compte  de  l'utilité  pratique  d'un  tel  schéma  : 

a  =  204 

Différence 3 

Moitié I  ^ 

Double  produit.     4 

x  =  2j  (  plusexactement  :  2,497o5) 


Hauteur  ou 

Troncs  de  cône 

racines  carrées. 

Cubes. 

égaux. 

5,5 

1 5 , 626 

2 

75,500  (3o2) 

4,5 

91,125 

25o 

I 

75,25o  (3oi ) 

5,5 

166,375 

Les  résultats  exacts  sont  indiqués  à  côté  des  résultats  approchés. 
C'est  également  le  cas  pour  les  autres  exemples  où  a  et  b  ont  des 
valeurs  plus  élevées  et  où  par  conséquent  la  différence  i  s'écarte 
moins  de  celle  qu'on  s'attendrait  à  trouver  en  pratique.  Nous 
sommes  informés,  par  exemple,  que  pour  «=4?  b='6,  x  sera 
trouvé  égal  à  20,  5,  tandis  que  la  valeur  exacte  est  de  20.4966,  et 
Rœmer  (  '  )  ajoute  que  celle  différence  étant  sans  i()q)ortance  dans  la 
pratique,  le  résultat  obtenu  suivant  la  méthode  énoncée  précé- 
demment peut  être  considéré  comme  suffisamment  approché.  Pour 
le  cas  de  rt  =  [  I ,  ^  =  9,  qui  donnait  a:  =  89,  la  valeur  exacte  est 
indiquée  comme  étant  de  88,9967^. 

A  la  page  ii^a  on  trouve  des  calculs  fournissant  la  valeur 
exacte  pour  le  cas  où  «=11,  b:=g.  Plus  loin,  à  la  page  118^ 
Rœmer  donne,  comme  une  sorte  de   supplément,   une  expression 

(')  M.  K.  Prytz,  professeur  à  l'Ecole  I^olytechnique  de  Copenhague,  a  attiré 
mon  attention  sur  ce  fait  que  selon  toute  vraisemblance  certains  poids  datant  du 
temps  de  Rœmer  sont  bien  les  prototypes  confectionnés  par  Rœmer  lui-même 
pour  le  nouveau  système  de  mesure  qui  fut  introduit  par  l'ordonnance  du 
i"  mai  i683.  Comme  ces  poids  portent  inscrits  les  mots  Original  Lod  (poids 
original),  il  y  a  lieu  de  croire  que  thermomètre  original  veut  dire  thermomètre 
normal  et  que  Rœtner,  qui  avait  déjà  introduit  des  étalons  pour  les  autres  me- 
sures, a  voulu  réaliser  un  thermomètre  étalon. 

Bull,  des  Sciences  mathéin.,  2=  série,  t.  XXXIV.  (Mars  1910.)  6 
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approchée  pour  la  hauteur  du  cône  moyen  des  trois  cônes  susdits; 
l'approximation  s'obtient  delà  manière  ci-dessus  décrite. 

Evidemment  Rœmer  a  été  d'avis  que  ces  indications  constituaient 
une  méthode  suffisamment  commode  pour  la  division  d'un  tube 
conique  en  volumes  égaux  ;  il  passe  maintenant  au  problème  prin- 
cipal, qu'il  avait  en  vue  en  résolvant  le  premier. 

A  la  page  wj  b  on  lit  cette  prescription  intitulée  :  De  la  con- 
struction d'un  tlierniomètre  original  : 

((  I.  Avant  de  souffler  la  boule,  on  examinera  à  l'aide  d'une  goutte 
de  mercure  si  le  tube  présente  une  cavité  régulière,  cjdindrique 
ou  conique.  Les  tubes  de  forme  iriégulière  sont  rejetés.  La  forme 
cylindrique  est  employée  sans  examen  ultérieur.  En  ce  qui  con- 
cerne les  tubes  de  forme  conique,  il  faut  procéder  comme  suit  : 

))  IL  On  mesure  les  longueurs  de  la  goutte  de  mercure  eu  allant 
"du  milieu  du  tube  vers  les  extrémités. 

»  IIL  Aprèsavoirobtenu  à  l'aidcdecetteexpérience  la  bissection 
(de  l'ensemble)  des  divisions,  on  subdivisera  ultérieurement  cha- 
cune des  parties  ainsi  obtenues  en  augmentant  ou  en  diminuant 
(les  longueurs  des  subdivisions)  proportionnellement,  et  le  tube 
entier  se  trouvera  ainsi  divisé  en  quatre  cavités  égales. 

»  IV.  Après  avoir  achevé,  rempli  et  fermé  le  thermomètre,  on 
fixera  le  point  de  division  7^  au  moyen  de  la  neige  ou  de  la  glace 
pilée,  et  le  point  60  moyennant  ébullition.  » 

Suivent  (pielques  remarques  supplémentaires  écrites  de  la  main 
de  Horrebovv  et  signées  par  lui  :  «  . . .  Rœmer  divisa  la  distance 
entre  la  limite  de  la  neige  et  l'ébuUition  en  'j  parties  égales;  une 
partie  égale  aux  autres  fut  marquée  au-dessous  du  point  de  neige 
en  vue  des  températures  plus  basses,  et  comme  il  s'aperçut  ensuite 
que  la  température  baissait  au-dessous  de  zéro,  il  commença  de 
compter  vers  le  bas  1,2,  3  en  préfixant  le  signe  —  ....  En  lySg, 
la  veuve  de  Rœmer  m'envoya  cinq  verres  thermomélriques  que 
Rœmer  avait  lui-même  remplis  et  divisés  par  deux  points  suivant 
sa  règle  ci-dessus  donnée.  L'esprit-de-vin  y  contenu  est  d'une 
couleur  assez  pâle,  quoique  Rœmer  l'ait  coloré  par  le  safran  selon 
5on  habitude  ....   Après  avoir  écrit  ces  lignes,  j'en  ai  appelé  aux 
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souvenirs  de  la  veuve  de  Ilœmer  pour  apprendre  si  Rœmer  avait 
fait  des  changemenls  à  son  thermomèlre  après  que  j'eus  quitté  ses 
observatoires.  Elle  m'a  répondu  qu'elle  ne  le  savait  pas  et  m'a 
donné  le  vade-mecum  de  Rœmer  dans  lequel  j'ai  trouvé  un  papier 
qu'on  trouvera  inséré  ici  après  le  feuillet  suivant.  J'j  vois  que 
Rœmer  a  fixé  le  point  de  division  8  à  l'aide  de  la  neige  ;  ainsi, 
pour  autant  que  nous  sachions,  l'esprit-de-vin  ne  baisse  jamais 
au-dessous  de  zéro  à  Copenhague,  et  j'j  trouve  indiqué  que  le 
^  janvier  i  jog  l'esprit-de-vin  baissa  seulement  jusqu'à  ^■^.  » 
Le  papier  dont  parle  Horrebow  contient  un  Tableau  graphique 


Fi  g.  4. 


S   ^  ^ 


<2-  7    0 


l€&&imnS.  1708 


27  _ 

■X8  

>^ 

50 

'3\  

i  Santcivr.  170Q- 

2. 

3  

4 

5    

^._ 

7 


des  températures  relevées  depuis  le   26  décembre  1^08  jusqu'au 
i'^'' avril  1709  (').   Rœmer  a  relié  les  points  "^marqnés   de  jour  en 


(')  L'hiver  1709  est  resté  célèbre  par  sa  rigueur.  D'après  ledit  Tableau  de 
températures,  il  gelait  incessamment  pendant  toute  l'époque  indiquée.  Le  maxi- 
mum, deux  fois  atteint,  fut  de  0°  Rœmer  =  — 14°,  3  C,  ;  c'est  donc  surtout  la 
longue  durée  delà  gelée  qui  a  rendu  l'hiver  si  rigoureux.  Dans  le  Teatruni  Danice 
de  Pontoppidan,  nous  lisons  :  «  War  in  diesen  und  umliegenden  Landern  ein 
iiberaus  harler  Winter  In  denen  Wâldern  frohr  viel  VVild  zu  todt  und  viele 
Baumen  gingen  aus,  ja  map  hiirete  von  etlichea  reisenden  die  unterweges 
erstarreten.  Auf  der  Ostsee  waren  noch  im  May  IMonaht  gleichsam  Laiidwege  von 
Schletten  gebahnt. ...» 
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jour  par  un  tracé  pointillé  formant  une  courbe  de  températures. 
Nous  aurons  plus  loin  l'occasion  de  revenir  sur  ce  Tableau  ;  pour 
donner  une  idée  de  son  ordonnance,  nous  en  reproduisons  ici  la 
première  partie.  Horrebow  a  écrit  au-dessus  :  «  Mulaverat  ergo 
Rœmerus  primurn  suiim  proposilum.  » 

Les  deux  pages  qui  suivent  (i  i8«  et  i  i8^)  contiennent  des  Ta- 
bleaux qui  sont  pour  ainsi  dire  des  Tables  de  corrections  se  rap- 
portant aux  quatre  subdivisions  du  tube  ;  les  grandeurs  recherchées 
sont  désignées  par  /■,  5  et  /  ;  et  les  deux  moitiés  du  tube,  par  a  et  b. 
La    signification    de    la  notation    /'   n'est   pas    douteuse  :    d'après 

Rœmer,r= r-  ',  la  grandeur  loo/*  serait  donc  l'erreur  pour 

'i(a  -^  0}  "  ' 

cent  commise  en  plaçant  le  plan  bissecteur  au  milieu  de  l'étendue 
a  +  b]  aussi  Rœmer  nous  dit-il  que  r  représente  Vœqiiatio  du 
tronc  de  cône  a  -f-  6,  tandis  que  s  el  t  sont  les  œquationes  respec- 
tives des  deux  troncs  de  cône  obtenus  par  la  subdivision  du  tube. 
D'ailleurs  s  el  t  n'ont  pas  des  significations  tout  à  t'ait  analogues  à 
celle  de  r  ;  c'est  ce  qui  résulte  soit  des  formules  par  lesquelles  ils 
sont  exprimés,  soit  des  résultats  chiffrés  indiqués  pour  différentes 
valeurs  de  a  et  b.  On  trouve  indiquées  les  valeurs  de  /•,  5  et  ^  pour 
des  valeurs  de  b  et  a  allant  depuis  i  et  2  jusqu'à  19  et  20,  la  diffé- 
rence entre  «  et  Z»  étant  partout  supposée  égale  à  1 .  \  ient  ensuite 
un  petit  Tableau  où  la  différence  des  valeurs  b  et  a  est  supposée 
égale  à  1 1. 

11  y  a  quelque  lieu  de  croire  que  Rœmer  a  été  sur  le  point 
d'adopter  le  procédé  qui  consisterait  à  diviser  le  tube  en  longueurs 
égales  et  de  donner  pour  chaque  thermomètre  une  Table  des  écarts 
que  présenteraient  les  indications  du  thermomètre  d'avec  celles  du 
même  thermomètre  divisé  en  volumes  égaux.  Quoi  qu'il  en  soit, 
l'idée  n'a  pas  été  réalisée.  Ajoutons  que  la  signification  des  expres- 
sions données  pour  s  el  t  est  obscurcie  par  l'asymétrie  des  déno- 
minateurs : 

a  —  b                         a  —  b  ,  , 

t  =  —j {a>b). 


ioa-T-26  \ob  —  ia 

Après  avoir  résumé  les  onze  pages  in-folio  consacrées  par  Piœmer 
à  la  construction  de  son  nouveau  thermomètre,  il  convient 
d'attirer  l'attention  sur  sa  méthode  et  sur  ce  qu'elle  avait  alors  de 
nouveau. 
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La    méthode    Rœmer    est    surtout   caractérisée    par    le    fait    de 
baser  la   division   du   thermomètre  sur  deux  points  fixes  corres- 
pondant l'un  à  la  température  de  la  neige  fondante,  l'autre  à  celle 
de  l'eau  bouillante,  et  de  trouver  la  longueur  du  degré   en  divisant 
la  |)arlie  du  lube  située  entre  ces  deux  points   fixes  en  volumes 
égaux.  Si  le  tube  est  cylindrique,  cette  distance  est  divisée  en  52,5 
parties  de  longueur  égale,  et  -,  5   divisions   pareilles  sont  portées 
au-dessous  du  point  de  congélation  par  quoi  on   trouve   le  point 
zéro.  Au  cas  où  le  tube  n'est  pas  cylindrique,  mais  conique,  on  a 
recours  à  un  examen  préalable  des  dimensions   du   tube,   examen 
dont  le  procédé  se  trouve  indiqué  à  la  page  i  i56  et  par  lequel  on 
arrive  à  connaître  le  rapport  entre  la  longueur  des  |  du  volume 
situés  immédiatement  au-dessous  du  point  d'ébullilion  et  toute  la 
longueur  occupée  par  les  6o°.  Dans  î'exemple  qu'examine  Rœmer 
à  la  page  iibb,  le  rapport  est  tel  que  l'unité  de  longueur  dont  il  se 
servira  pour  la  graduation  du  tube  se  trouve  en  divisant  la  distance 
entre  les  deux  points   fixés  en  02,2  parties  égales,  et  il   arrive  au 
point  zéro  en  portant  au-dessous  du  point  de  congélation  ^,8  seg- 
ments égaux  aux  premiers.  Pour  se  servir  d'un  tel  thermomètre  à 
tube  conique,  il  faut  donc  avoir,   à  côté,  un  Tableau  donnant  les 
équivalents,  en  degrés,  des  valeurs  observées.   La  valeur  de  7,8, 
relevée  au   thermomètre   Rœmer,  correspondait  par  exemple  à  la 
température  corrigée  de  7^,5  ;  i5,563  équivalait  à  i5°,  etc.  Peut- 
être  faut-il  voir  dans  les  Tables  relatives  à  r,  5  et  t,  dont  il  a  été 
question   [dus  haut,  des  Tables   de  correction  de  ce  genre.  Pour 
obtenir  que  le  point   d'ébulHtion  et  le  point  zéro  fussent   placés 
aux  extrémités  du  tube,  où  les  dimensions  de  celui-ci  avaient  été 
examinées,  et  que  le  point  de  congélation  fut  séparé  du  réservoir 
par  une   distance   d'au   moins  ^  de  la  longueur  du  tube,  Rœmer 
devait   maintenir  un   rapport  convenable  entre  le  diamètre  de  la 
boule  et  celui  du  tube.  Or  il  résulte  des  calculs  par  lesquels  com- 
mence le  Chapitre  sur  les  thermomètres  qu'il  était  parfaitement 
capable  de  résoudre  ce  |)roblème. 

Les    thermomètres    de   Rœmer    existèrent  encore  en    1-48  ('), 


(  '  )  Dans  le  Nordisk  Universitets  Ticlsskrift  (  t.  Ut,  1809)  a  paru  un  article  sur 
Ole  Rœmer  par  E.  Philipsen.  On  y  lit,  dans  une  Note  de  la  page  52  :  «  De  ses 
divers  instruments  ou  machines,  il  existe  encore,  outre  les  débris  d'un  baromètre 
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puisque  Horrebovv  écrit  dans  ses  Eleinenta  phllosophiœ  natu- 
ralis,  p.  144»  qu'il  a  reçu  de  la  veuve  de  Rœmer  cinq  ihermomètres 
construits  en  l'joa  et  qui  sont  encore  en  sa  possession.  Dans  une 
Notice  insérée  dans  les ^f/fer5ar/a('),Horrebo\v  raconte  qu'il  en  a 
fait  l'objet  d'un  examen  : 

«  Au  commencement  du  mois  d'avril  174I)  j'ai  détaché  de  leurs 
échelles  les  cinq  thermomètres  de  Rœmer;  je  les  ai  examinés  ensuite 
dans  la  neige  et  dans  l'eau  bouillante  et,  après  tant  d'années,  je 
trouve  les  mêmes  points  exactement  qu'avait  marqués  Rœmer  à 
l'aide  d'un  caillou.  » 

Si  nous  essayons  de  nous  expliquer  quel  a  été  le  but  que  pour- 
suivait Rœmer  en  employant  son  temps  si  précieux  à  la  construction 
d'un  thermomètre  original^  trois  questions  se  posent  aussitôt  : 

1°  Quel  rapport  peut-il  bien  y  avoir  entre  cette  entreprise  et  les 
autres  œuvres  scientifiques  ou  pratiques  de  Rœmer? 

2°  Rœmer  s'est-il  servi  des  thermomètres  ainsi  construits  pour 
des  mesures  systématiques? 

3°  Quelle  a  pu  être  l'influence  exercée  par  les  idées  nouvelles 
de  Rœmer  sur  la  construction  améliorée  des  thermomètres  en  gé- 
néral ? 

Je  lâcherai  de  répondre  à  ces  questions  dans  l'ordre  indiqué  (-). 

A  la  première  question  il  nous  faut  répondre  par  l'affirmative. 
Nous  trouvons  en  effet  dans  les  Adversaria  des  indices  qui  portent 
à  croire  que  Rœmer  s'est  appliqué,  pour  deux  raisons  différentes, 
à  déterminer  la  dilatation  par  échauffement  des  métaux  :  il  s'agis- 
sait pour  lui  de  préciser  les  changements  provoqués  par  les  varia- 
tions de  température:  i"  dans  l'arc  gradué  d'un  instrument  installé 
à  son  Observatotiuin  domesticum  et  2°  dans  la  durée  d'oscillation 
du  pendule.  Cet  intérêt  pour  le  mouvement  pendulaire  a  pu  lui 
être  inspiré  soit  par  ses  travaux  d'Astronomie,  soit  par  ses  éludes 
relatives  à  l'établissement  des  étalons  de  poids  et  mesures.  En  effet 
Rœmer  méditait,  de  concert  avec  Picard,  l'introduction  d'un  pes 


et  d'un  thermomètre  de  sa  propre  construction  qui  appartiennent  à  la  collec- 
tion conservée  dans  l'ancien  Musée  d'art.. . .  »  (Les  débris  en  question  ne  nous 
sont  pas  parvenus.) 

(')  Adv.,  p.  1186. 

(^)  On  donnera  sous  peu  une  réponse  plus  détaillée  à  ces  questions  dans 
Archiv.  f.  Geschichte  der  Naturwissenschaften,  II.  Leipzig,  1910. 
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universalis  par  rapport  auquel  on  exprimerait  les  étalons  de 
mesure  linéaire  adoptés  par  les  divers  pays.  Ils  se  proposaient 
d'emplojer  comme  unité  la  longueur  du  pendule  à  seconde  qu'ils 
croyaient  identiques  à  elle-même  en  tous  les  points  de  la  surface 
terrestre,  les  mesures  entreprises  à  Paris  par  Picard,  à  Uranien- 
borg  avec  l'assistance  de  Rœmer,  et  à  Londres  par  Rœmer,  avant 
toutes  donné  la  même  valeur. 

La  page  67  des  Adversaria  traite  ((  des  changements  de  longueur 
déterminés  dans  les  métaux  par  le  froid  et  par  la  clialeur,  observa- 
tions faites  le  12  décembre  lôg*.  trois  ou  quatre  fois  »  (').  Il  ressort 
du  texte  que  Rœmer  s'intéresse  particulièrement  à  ces  questions  de 
mesure  à  cause  d'un  instrument  de  mesure  astronomique  qu'il  avait 
installé  à  l'une  des  fenêtres  de  son  Observatorium  domesticum. 
Par  instrument  de  mesure  il  faut  entendre  sans  doute  sa  célèbre 
lunette  méridienne  qui  se  trouve  représentée  dans  la  Basis  astro- 
nomiœ  de  Horrebow.  On  j  voit  à  côté  de  la  lunette  une  pendule 
dont  on  a  dû  se  servir  pour  les  observations  et  probablement  c'est 
à  ladite  pendule  que  se  rapporte  la  page  suivante  des  Adversaria 
où  se  lit  un  calcul  de  l'influence  exercée  par  les  variations  de 
température  sur  la  durée  d'oscillation  d'un  pendule  de  fer  long 
d'environ  38  pouces  danois,  soit  de  456  lignes.  Rœmer  admet 
que  la  durée  d'oscillation  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de 
la  longueur  et  il  montre  d'abord  qu'en  diminuant  la  longueur  du 
pendule  de  i  ligne  on  déterminera,  en  i  heure,  dans  le  nombre 
d'oscillations,  une  augmentation  égale  à  la  diminution  qu'on  pro- 
duiraitenaugmentantla  longueur  d'autant.  Puis  il  donne  unTableau 
contenant  les  valeurs  calculées  des  changements  du  nombre  oscil- 
latoire qui  correspondraient  par  jour  et  par  heure  aux  changements 
de  longueur  comprises  entre  i  ligne  et  -^  de  ligne.  Enfin  le  résul- 
tat est  établi  :  «  Le  pendule  de  fer  varie,  comme  je  l'ai  montré  à 
la  page  précédente,  de  ~^  de  ligne  pour  chaque  degré  du  lliermo- 
mètre;  or  une  variation  de  ~^  de  ligne  augmente  ou  diminue 
l'allure  de  i'  en  oj^  heures.   » 

En  outre,  on  voit  à  la  page  5  àes  Adversaria  une  esquisse  sché- 
matique d'un  appareil  destiné  aux  mesures  com|)aratives  de  la  dila- 
tation de  l'air  et  des  liquides  par  la  chaleur;  et  il  nous  a  été  conservé 


(')  L'en-tète  est  en  danois.  Dans  les  pages  suivantes  des  ^dt'ersarm  on  trouve 
par-ci  par-là  des  remarques  écrites  on  danois. 
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une  série  de  mesures  de  la  tempéralure  à  Copenhague  faites  avec  le 
nouveau  thermomètre  pendant  l'iiiver  1709.  Gomme  nous  l'avons 
vu  phis  haut  (p.  83),  vm  feuillet  contenant  ces  mesures  a  été  trouvé 
dans  le  carnet  de  Rœmer  par  son  disciple  Horrebow,  qui  l'a  inséré 
ensuite  dans  le  manuscrit  des  Adversaria  où  il  se  trouve  actuelle- 
ment. Les  mesures  en  question  présentent  un  intérêt  particulier, 
aussi  en  a-t-il  été  fait  mention  à  l'étranger.  Sur  la  rigueur  de 
l'hiver  i  709  en  Danemark,  W.  Derham  écrit,  dans  un  article  intitulé 
The  History  of  the  Great  Frost  in  tlie  Last  Win  ter  ('  )  qui  a  été 
publié  dans  les  Philosopliical  Transactions  n"  S^i,  1709:  «  Le 
D'"  Woodvvard  me  raconte  que,  dans  une  lettre  dalée  de  Copen- 
hague, Otto  Sperling  décrit  l'hiver  comme  ajant  été  excessive- 
ment rigoureux  (IJyemi  atrocissima).  Et  je  trouve  dans  les 
Diverses  Communications  du  Bulletin  de  la  Royal  Society  du 
4  mai  1 709  une  Notice  d'après  laipielle  le  D''  Judichar  aurait  dit  que 
Ja  glace  avait  atteint  une  épaisseur  de  27  pouces  dans  le  port  de 
Copenhague  et  que  le  9  avril  N .  S.  de  la  même  année  on  pouvait 
faire  le  trajet  de  Scanie  en  Danemark  sur  la  glace.  Ceci  me  donne 
meilleure  opinion  de  certains  papiers,  actuellement  en  ma  posses- 
sion, qui  ont  été  présentés  ■,\  la  Roval  Society  et  où  il  est  question 
de  la  gelée  à  Copenhague.  On  les  disait  fondés  sur  les  observa- 
tions de  Rœmer,  et  si  j'étais  seulement  convaincu  de  leur  authen- 
ticité je  ne  me  méfierais  certainement  pas  des  instruments  et 
observations  de  ce  savant  éminent,  mais  certains  passages  et 
remarques  les  rendaient  suspects  à  moi  et  à  plusieurs  autres  per- 
sonnes. Dans  ces  papiers  il  est  dit  que  de  mémoire  d'homme  il 
n'y  a  pas  eu  de  gelée  aussi  forte  dans  ces  régions  et  que  le  2.3  fé- 
vrier 1708-9  la  gelée  atteignit  presque  la  température  de  la 
congélation  artificielle  (-).    » 

Que  si  nous  regardons  (-^ )  le  Tableau  que  donne  Rœmer  lui- 
même  des  basses  températures  observées  en  1708-9,  nous  consta- 
tons qu'il  va  du  26  décembre  1708  au  9  avril  1709.  Notons  pourtant 
qu'à  partir  du  i"''  avril  la  température  n'a  pas  été  enregistrée  pour 
cliaque  jour;  la  raison  en  est  probablement  que  le  Tableau  ne  devait 
contenir  que  des  températures   inférieures  à  8°.   Les  remarques 

(•)  Un  résumé  de  cet  article  a  clé  publié  clans  les  P/;?/.  Trans.,  1700-1720;  dir. 
Henry  Jones. 
(-)  Souligné  par  K.  M. 
(3)  Adv.,  fig.  16. 
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marginales  sont  écrites  de  la  main  de  Horrebow.  En  haut  nous 
lisons  :  «  Kœmer  s'était  donc  ravisé  ('*).  »  A  en  juger  par  d'autres 
remarques  faites  par  Horrebow  dans  les  AdK>ersaria^  il  entend  dire 
par  là  que  Rœnier  avait  marqué  8  le  point  de  la  glace  fondante  qui 
dans  le  ihermomètre  dont  il  a  été  question  plus  haut,  était 
marqué  -^.  Comme  Rœmer  ne  s'est  pas  prononcé  sur  ce  point,  il 
serait  peut-être  un  peu  hasardé  de  conclure  avec  Horrebow  que, 
puisque  le  Tableau  ne  peut  recevoir  que  des  températures  de 
moins  de  8",  c'est  donc  que  8  marque  la  limite  de  la  gelée^  comme 
on  disait  alors.  On  serait  tout  aussi  fondé  à  croire  qu'ayant  décidé 
de  relever  les  températures  plus  basses  que  celle  de  la  glace  fon- 
dante et  ayant  marqué  cette  dernière  7^,  Rœmer  avait  admis  dans 
son  Tal)Ieau  le  premier  tracé  de  nombre  entier  qui  se  trouvait  au 
delà  du  |ioint  limite.  Cependant  on  peut  alléguer  en  faveur  de  la 
manière  de  voir  de  Horrebow  ce  fait  qu'au-dessus  de  la  rangée  de 
chiffres  8,  -,  6,  ....  o,  qui  indique  les  degrés  du  Tableau,  s'en  trouve 
une  autre  :  o,  i ,  2,  . . . ,  8,  écrite,  autant  que  je  peux  le  voir,  de  la 
main  de  Rœmer  et  dont  le  zéro  est  exactement  superposé  au  8  de  la 
rangée  inférieure.  C'est  bien  par  zéro  que  Rœmer  et  ses  contem- 
porains devaient  trouver  naturel  tie  représenter  la  limite  entre  la 
chaleur  et  le  froid.  En  outre,  la  possibilité  n'est  pas  exclue  que 
Horrebow  ait  pu  trouver  dans  le  carnet  dont  le  Tableau  faisait 
originairement  partie,  des  renseignements  relatifs  à  ce  point  et, 
certes,  il  n'aurait  pas  été  fâché  de  constater  que  Rœmer  avait 
lui-même  modifié  sa  première  division,  car  il  avait  de  son  côté 
grande  envie  d'en  appliquer  une  autre  aux  thermomètres  de 
Rœmer  et  n'était  retenu  que  par  la  vénération  qu'il  portait  au 
maître. 

fl  ressort  du  Tableau  qu'au  28  février  (c'est  justement  la  date 
signalée  par  Derham)  le  thermomètre  accusait  une  température 
voisine  du  zéro  de  Rœmer.  L'expression  dont  se  sert  Derham  en 
relatant  ce  fait  mérite  d'être  remarquée  ;  il  raconte  «  que  le  23  fé- 
vrier 1708-9  le  froid  atteignit  presque  la  température  de  la  congé- 
lation artificielle  ».  Si  Derham  admet  que  la  température  en  ques- 
tion était  celle  de  quelque  mélange  réfrigérant,  c'est  sans  doute 
qu'il  en  a   été  informé  par  le  rapport  qu'on  lui   avait    adressé   de 

(')    Voir  plus  haut,  p.  83. 
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Danemark,  et  sa  remarque  a  donc  une  certaine  importance  pour  la 
question  du  rôle  joué  par  le  thermomètre  Rœraer  dans  l'histoire 
du  thermomètre.  Je  vais  tâcher  d'y  répondre  en  établissant  l'in- 
fluence exercée  par  Rœmer  sur  Fahrenheit. 

Commençons  par  citer  quelques  témoignages  directs  dont  le 
plus  important  nous  est  fourni  par  Boerhaave,  qui  écrit  au  sujet  du 
thermomètre  Fahrenheit  :  «  Or,  on  nous  apprend  qu'en  l'an  g  de 
ce  siècle  l'éminent  mathématicien  Rœmer  a  observé  à  Dantzis:  des 
froids  d'hiver  atteignant  le  premier  degré  de  ce  même  thermoscope 
dont  il  était  le  premier  inventeur.  Ensuite  il  (Fahrenheit)  l'a 
augmenté  de  32°  au-dessous  du  point  de  congélation.  »  Nous  sommes 
donc  informés  en  propres  termes  que  Rœmer  est  le  premier  inven- 
teur du  thermomètre  Fahrenheit,  et  le  témoignage  de  Boerhaave 
est  d'autant  plus  digne  de  foi  r|u'il  avait  entretenu  avec  Fahrenheit 
des  relations  suivies.  C'est  Fahrenheit  qui  avait  construit  les  ther- 
momètres dont  il  se  servait,  et  Roerhaave  a  souvent  parlé  avec 
admiration  de  son  habileté  comme  constructeur  d'instruments  et 
comme  expérimentateur.  Quant  aux  mesures  faites  par  Rœmer  à 
Dantzig,  Boerhaave  se  trompe  |)robablement,  et  son  erreur  s'ex- 
plique si,  comme  nous  allons  le  voir  ('),  d'autres  ont  eff'ectué  des 
mesures  à  Dantzig,  dans  cette  même  année,  avec  un  iherniomètre 
semblable  au  sien.  En  tout  cas  je  nai  trouvé  aucun  indice  portant 
à  croire  que  Rœmer  eût  fait  un  séjour  à  l'étranger  à  cette  époque, 
et  je  ferai  observer  qu'outre  la  faible  santé  de  Rœmer  et  les  nom- 
breuses fonctions  dont  il  était  chargé,  il  y  a  un  fait  qui  semble 
plaider  contre  cette  hypothèse,  c'est  à  savoir  la  liste  de  tempéra- 
tures observées  à  Copenhague  en  1709  qui  fut  adressée  à  la  R^oyal 
Society. 

D'autre  part,  on  lit  dans  une  biographie  (-)  de  Fahrenheit 
écrite  4  ans  après  sa  mort,  t|u'a|jrès  1706  il  entreprit  plusieurs 
voyages  fatigants  par  mer  et  par  terre  et  qu'il  s'entretint  alors  avec 
les  mathématiciens  les  plus  célèbres  du  Danemark  et  de  la  Suède. 
11  est  donc  probable  qu'Ole  R.œmer  est  du  nombre  des  savants 
qu'il  est  allé  voir,  et,  selon  toute  vraisemblance,  sa  visite  a  eu  lieu 


(1)    Voir  ^.  93. 

(-)   Un  fragment  de  cette  biographie  a  été  publié  dans  le  AUpreuss  AJonats- 
sclirift,  t.  II,  1874. 
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à  iiD  moment  où  Rœmer  se  servait  du  «  thermomètre  original  »,  Cette 
circonstance,  jointe  au  témoignage  de  Boerhaave,  nous  autorise  à 
chercher  dans  le  thermomètre  de  Fahrenheit  les  traces  d'une  in- 
fluence rœmérienne,  en  dirigeant  surtout  notre  attention  sur  les 
deux  principes  déjà  adoptés  par  Rœmer  :  celui  des  deux  |)oints 
fixes;  et  la  division  du  tube  en  degrés  de  volume  égal.  Or,  la 
description  très  sommaire  que  donne  Fahrenheit  (' )  delà  méthode 
suivie  par  lui  pour  la  construction  du  thermomètre  nous  apprend 
qu'il  se  sert  de  points  fixes  comme  base  de  la  division  du  tube. 
Seulement,  chez  Fahrenheit,  ces  points  sont  au  nombre  de  trois  : 
température  de  la  glace  fondante  ;  température  d'un  mélange  réfri- 
gérant; température  normale  du  corps  humain.  De  ces  trois  points 
le  dernier  est  évidemment  employé  comme  point  de  contrôle, 
Fahrenheit  s'en  sert  pour  s'assurer  que  la  température  du  mélange 
réfrigérant  est  toujours  la  même.  Pour  ce  qui  est  des  deux  pre- 
miers points  fixes,  Fahrenheit  les  doit  probablement  à  Rœmer, 
puisqu'il  ressort  du  rapport  de  Derham  que  le  point  zéro  de 
Rœmer  désignait  la  température  d'un  mélange  réfrigérant.  Nous 
constatons  en  outre  que  les  échelles  des  plus  anciens  thermomètres 
Fahrenheit  ollraienl  la  même  notation  numérique  que  celle  du 
thermomètre  Rœmer.  Ces  premiers  thermomètres  Fahrenheit  ont 
été  mentionnés  dans  diverses  publications  ;  rappelons  surtout  la 
description  comparative  qu'a  donnée  Grischo\v(-)  des  dillerentes 
échelles  employées. 

D'après  Grischovv(')  et  d'autres  auteurs  (''),  Fahrenheit  aurait 
confié  à  son  professeur  de  Mathémathiques  Barnsdorf  (de  Rostock) 
le  secret  de  sa  graduation  du  thermomètre  en  ajoutant  qu'une  fois 
instruite  du  procédé  à  suivre,  la  première  personne  pourrait  cons- 
truire des  thermomètres  concordants.  Grischow  nous  apprend  que 
cela  se  passa  circiter  l'y  12  nisi  Jarn  ante.  Peu  de  temps  après, 
lorsque  Fahrenheit  était  parti  pour  Halle  et  Leipzig,  Barnsdorf 
essaya,  en  commun  avec  un  collègue,  Lange,  de  faire  des  thermo- 
mètres en  se  réglant  sur  sa  prescription.  L'éclielle  de  ces  lliermo- 


(')  Phil.   Trans.  London,  vol.  33,  1721,  p.  78-84. 

(=)  Miscell.  BeroL,  t.  VI,  1740. 

(^)  Loc.  cit.,  p.  271. 

('*)   Voir  Cotte,  Traité  de  Météorologie,  i774)  P-  129. 
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mètres  n'élail  pas  toiil  à  fait  celle  du  type  Fahrenheit  que  nous 
connaissons  aujourd'hui,  et  Grischow  nous  dit  à  ce  sujet  que 
Barnsdorf  se  servait  sans  doute  d'une  échelle  plus  ancienne,  qui 
était  peut-être  l'échelle  primitive  de  Fahrenheit.  Le  Tableau  nous 
montre  que  les  thermomètres  de  Barnsdof  marquaient  7  t  1^  point 
de  la  glace  fondante  et  22  ^  la  température  normale  du  corps 
humain.  Chacun  des  degrés  était  subdivisé  en  huitièmes.  Il  me 
semi)le  que  le  chiffre  7  ^  marqué  au  point  de  la  glace  fondante 
concorde  avec  les  autres  indices  qui  portent  à  supposer  une  influence 
rœmérienne;  il  est  peu  probable  que  deux  savants  se  soient  décidés 
indépendamment  l'un  de  l'autre  pour  le  chiffre  7-7.  Le  point  zéro 
de  Barnsdorf  est  placé  un  peu  au-dessus  de  celui  des  thermo- 
mètres postérieurs  de  Fahrenheii. 

Voici  quelques  autres  témoignages  qui  plaident  en  faveur  d'un  -j  ^ 
porté  par  Fahrenheit  au  point  de  la  glace  fondante  et  aussi  d'un 
point  zéro  placé  originairement  plus  haut  que  dans  les  thermo- 
mètres postérieurs. 

En  ijS",  Dn.  Kirch,  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  donna  (') 
une  description  d'un  thermomètre  qu'il  avait  reçu  de  Fahrenheit, 
il  V  avait  alors  plus  de  20  ans.  Nous  v  lisons  que  dans  ce  ther- 
momètre le  point  de  la  glace  fondante  est  marqué  7-5  et  que  le 
point  zéro  y  est  porté  un  peu  plus  haut  que  dans  les  thermomètres 
plus  récemment  construits. 

Un  autre  type  de  tiiermomètre,  qui  est  peut-être  le  plus  ancien 
de  tous  les  thermomètres  Fahrenheit,  semble  avoir  été  basé  sur 
une  division  à  points  fixes,  essentiellement  analogue  à  celle  qui  fut 
employée  par  Barnsdorf,  quoique  la  notation  numérique  en  diffère 
sensiblement.  Grischow  écrit,  en  \~^o^  qu'un  grand  thermomètre 
construit  par  Fahrenheit  pour  l'Académie  royale  de  Berlin  avait 
été  fait  avec  tant  de  précision  qu'après  3o  ans  il  concordait  du 
tout  au  tout  avec  le  petit  thermomètre  que  Fahrenheit  venait  d'en- 
vover  d'Amsterdam  à  Berlin.  Ces  petits  thermomètres  étaient  gra- 
dués à  l'aide  de  deux  ou  trois  points  fixes  et  étaient  d'ailleurs  tout 
à  fait  pareils  à  ceux  dont  on  se  sert  aujourd'hui.  Le  ""ra/jr/ thermo- 
mètre a  donc  également  été  construit  d'après  le  principe  de  points 
fixes,  sans  cela  la  concordance  mentionnée  par  Grischow  n'aurait 

{')  Mise.  Berol.,  t.  V,  1737,  p.  129. 
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pas  été  possible.  Un  iheriiiomètre  de  construction  analogue  et  qui 
avait  été  employé  pour  des  observations  en  1709  fut  retrouvé  à 
Dantzig  en  i"4o;  c'est  là  sans  doute  un  des  premiers  thermo- 
mètres construits  par  Fahrenheit. 

Les  thermomètres  de  ce  dernier  type  étaient  apparemment  gra- 
dués comme  ceux  de  Florence  où  l'on  marquait  yo°  la  température 
du  corps  humain  ;   o"  la   température  d'été  ;  90"  la  température  la 
plus  basse,  qui  correspondait  donc  au  point  zéro  des  thermomètres 
Fahreidieit;  et  So"  le  point  de  la  glace  fondante.  Enlre  le   mini- 
mum et  le  maximum  de  cette  échelle,  il  y  avait  donc  180°  =  8. 22  4  ; 
l'espace  compris  enlre  le  minimum  et  le  point  de  la  glace  fondante 
en  contenait  60  =  8  .  7  ^,  comme  dans  le  thermomètre  de  Barnsdorf. 
En    1714?    Fahrenheit  construisit  deux   thermomètres  concor- 
dants pour  le  chancelier  de  l'Université   de  Halle,  le  baron  Chr. 
von  Wolf,  qui  en   fut  extrêmement    content  et  nous  en   a  laissé 
une  description.  L'échelle  avait  26";  le  point  2°  était  marqué  :  maxi- 
mum de  froid;  de  là  jusqu'au   sommet  il  y  avait  24°;  le  point  8° 
était  désigné  ^av  froid.  Cette  division  rappelle  une  échelle  donnée 
par  Grischow  comme  caractéristique  des  thermomètres  Fahrenheit 
de  date  plus  ancienne.  Nous  y  retrouvons  les  points  o  —  8  —  24, 
qui  furent  plus  lard  changés  en  o  —  82  —  96.  Fahrenheit  se  serait 
donc  écarté  de  son   premier  système  en  mettant  8  au  lieu  de  7^; 
nous  avons  vu    plus  haut  que,  d'après  Horrebow,  Roemer  de  son 
côté  aurait  fait   la   même  chose.  Quoi  f|u"il  en  soit,  tout  porte  à 
croire  que  c'est  bien  dans  le  chiffre  bizarre  porté  par  Rœmer  pour 
la  température  de  la  glace  fondante  que  nous  devons  chercher  l'ori- 
gine première  de  la  notation  par  32°  du  thermomètre  Fahrenheit. 
On   pourrait  objecter  que,  pour  retrouver  l'échelle  de  Rœmer 
dans  celle  de  Fahrenheit,  il  faudrait  que  celte  dernière  eût  le  point 
d'ébullition  marqué  par  240°  (=  ^.(jo)  et  non  pas  par  2  i  2".  Cepen- 
dant la  notation  par  2  1  2"  s'explique  si  nous  considérons  que,  d'après 
les  descriptions  ci-dessus  citées,  le  point  zéro  était  placé  plus  bas 
dans  les  thermomètres  Fahrenheit  plus  récents  que  dans  ceux  de 
date  plus  ancienne.  En  effet,  si    nous  supposons  que  les  plus  an- 
ciens   ont   eu   un   poinl  zéro  identique  à    celui    du    thermomètre 
Rœmer,  leurs  degrés  ont  dû  être  d'une  longueur  inférieure  à  celle 
adoptée  dans  les   thermomètres  |jostérieurs,  car  le  même  nombre 
de  degrés  devait  tenir  dans  un  espace  plus  court.  Dans  les  iher- 
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momèlres  de  construction  plus  récente,  le  chiffre  qui  devra  être 
marqué  vis-à-vis  du  point  d'ébullition  est  trouvé  en  divisant  la  dis- 
tance entre  le  point  zéro  (fixé  principalement  à  l'aide  d'un  mélange 
réfrigérant)  et  le  point  de  la  glace  fondante  en  Sa  parties  égales 
et  en  portant  au-dessus  de  zéro  des  degrés  ayant  la  longueur  ainsi 
trouvée.  Comme  ces  degrés  sont  plus  longs  que  ceux  des  premiers 
thermomètres,  leur  nombre  sera  moins  considérable  sur  une 
même  étendue  considérée  et  le  point  fixe  d'ébullition  sera  marqué 
2  12  au  lieu  de  240. 

II. 

Un  Chapitre  des  Adversaria  traite  de  l'examen  des  alliages 
métalliques  par  voie  hydrostatique.  Il  se  termine  par  une  repré- 
sentation graphique  d'un  procédé  à  suivre  pour  trouver,  par  inter- 
polation, les  proportions  de  deux  métaux  purs  combinés  dans  un 
alliage,  en  supposant  obtenue  par  observation  la  perte  de  poids 
de  100  unités  pondérales  de  l'alliage  et  en  supposant  connues  les 
pertes  respectives  de  100  unités  pondérales  de  chacun  des  métaux 
purs.  Nous  reproduisons  ci-dessous  la  figure  en  question  et  les 
Tables  auxquelles  elle  se  rapporte  avec  une  traduction  mot  à  mot 
du  texte  de  Rœmer  : 

Fig.  5. 


«   Sur   l'examen    des    alliages    métalliques    par    voie  hydrosta- 
tique. —  Ce  sujet  a  été  traité  plus  haut  aux  feuillets  i  et  8. 

»   La  Table  qui  suit  montre  comment  les  proportions  des  mé- 
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taux  conij30sants  (c'est-à-dire  l'aloi)  et  les  sommes  des  pertes  pro- 
gressent suivant  des  séries  arithmétiques. 

Poids  des  métaux  constituants  Pertes  Total 

le  plus  lourd.      le  plus  léger,      du  plus  lourd,     du  plus  léger,     de  l'alliage. 

(Somme  des  métaux  \  i 
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de  l'a 

llia 

§e. 

observation. 

)>  Figure  se  rapportant  à  la  taille  : 

AB,  CD,  poids  du  métal  considéré  dans  l'air  ou  poids  simple; 
AE,  perte  du  métal  le  plus  léger,  ^; 
FD.  perle  du  métal  le  plus  lourd,  j. 

»  La  diagonale  AD  indique  sur  les  parallèles  transversales,  telles 
que  par  exemple  JN,  les  proportions  en  poids  des  métaux  mêlés; 
elle  divise  en  effet  ces  lignes  par  des  intersections  telles  que  M,  de 
telle  sorte  que  la  partie  droite  MN  sera  celle  du  métal  le  plus 
léger  :  40,  et  la  partie  gauche  JM  sera  celle  du  métal  le  plus  lourd  : 
60,  etc. 

»  Soit  DG,  EH  la  perte  observée  de  l'alliage;  on  aura,  en  menant 
HG,  KL  égale  à  la  perte  observée,  et,  en  menant  la  parallèle 
KJN.  on  trouvera  l'intersection  M  qui  détermine  l'alliage  comme 
étant  composé  de  JM  du  métal  le  plus  lourd  et  de  MN  du  plus 
léger,  car  MN  perd  ^  (ML)  et  MJ  perd  {  (KM),  et  la  somme  KL 
de  ces  grandeurs  est  la  perte  observée  de  l'alliage,  car  le  triangle 
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AED  retranche    toutes   les   moitiés  et  le    triangle    F.\D    tous   les 
cinquièmes. 

»  On  pourra  choisira  volonté  la  division  par  24,  i(3,  100,  etc. 
pour  les  lignes  AC,  BD  qui  sont  Ici  divisées  par  100  —  d'autres 
fols  il  sera  plus  commode  de  les  diviser  par  16,  32,  64,  etc.,  —  et 
la  division  par  dizaines  a  été  maintenue  pour  les  lignes  transver- 
sales AB,  CD,  AE,  FD,  KL,  etc.,  puisque,  aussi  bien,  le  plus  sou- 
vent, les  pertes  sont  évaluées  en  dixièmes,  centièmes,  etc.  )> 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 


GoRE  (J.-Ellard).  —  Astronomical  Curiosities.  Facts  and  FdUacies. 
In-8"  (7,75-5),  38o  p.  London,  Ghatto.  6  s. 

Reye  (Th.).  —  Die  Géométrie  der  Lage.  Vortrâge.  III.  Abtlg.  4', 
umgearb.  u.  verm.  Aufl.  Gr.  in-S",  vii-253  p.  avec  3  planches.  Leipzig, 
A.  Kroner.  8  m.;  relié,  lo  m. 

RuDAUx  (L.).  —  How  to  study  the  stars.  Astronomj  '.vit/i  sniall 
télescopes  and  the  raked  eye,  and  notes  on  celestial  photography. 
In-8°  (8, '25-5, 25),  36o  p.  London,  Unvvin.  5  s. 

WoHLWiLL  (Emil).  —  Galilei  u.  sein  Kampf  f.  die  Copernicanische 
Lehre.  1.  Ed.  Bis  zur  Verurteilg.  der  Copernican.  Lehre  durch  die  rùm. 
Kongregationen.  Gr.  in-8°,  xx-646  p.  Hamburg,  L.  Voss.  14  m. 

Enzyklopcidie  der  mathematischen  Wissenscliaften  ni.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  Ilrsg.  im  Auftrage  der  Akademien  der  Wissen- 
schaften  zu  Gôttingen,  Leipzig,  Munclien  u.Wien,  sovvie  unter  Milvvirkg. 
zahlreicher  Fachgenossen.  V.  Bd.  :  Physik,  in  3  Tin.  Red.  v.  A.  Sommer- 
feld.  3.  Tl.  2.  Heft.  In-8°.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  4  m- 

Kelvin  (Lord).  —  Vorlesungen  iib.  Molekulardynamik  u.  die  Théorie 
des  Lichts.  Deutsch  hrsg.  v.  B.  Weinstein.  Gr.  in-8",  xvni-icjo  p.  avec 
i32  fig.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  Relié,  18  m. 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 
COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


BAGHMANN  (P.).  —  Niedere  Zahlentheorie.  Zweiter  Teil.  Addi- 
tive  Zahlentheorie.  i  volume  in-8°:  x-48o  pages.  Leipzig,  Teubner; 
1910. 

Tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  théorie  des  nombres  connaissent 
les  Livres  de  M.  Bachmann  et  sont  reconnaissants  à  l'auteur  des 
services  qu'il  leur  a  rendus.  Le  Bulletin  (')  a  rendu  compte, 
lorsqu'elle  a  paru,  de  la  première  partie  de  sa  Niedere  Zahlen- 
theorie; celle-ci  sera  aussi  la  bienvenue  et  l'on  y  trouvera  la  même 
abondance  de  faits  mathématiques,  de  renseignements  bibliogra- 
phiques et  historiques.  Je  me  contenterai  d'indiquer  sommairement 
les  matières  traitées  par  M.  Bachmann;  celte  énumèration  justi- 
fiera et  expliquera  suffisamment  l'expression  Additive  i^aA/e/î- 
Meorte,  qui  sert  de  sous-titre,  et  que  Kronecker  employait  volontiers 
pour  désigner  la  sorte  de  sujets  qu'a  développés  M.  Bachmann. 

C'est  tout  d'abord  les  nombres  polygonaux  et  figurés,  les  sommes 
des  puissances  semblables  des  nombres  naturels,  les  nombres  de 
Bernoulli  et  d'Euler,  et  la  suite  des  belles  propriétés  arithmétiques 
des  nombres  de  Bernoulli,  qu'on  doit  à  Kummer,  à  von  Standt 
et  à  Glausen,  à  M.  Lipschitz,  à  Stern  et  à  Hermite.  On  s'occupe 
ensuite  des  suites  récurrentes,  de  ces  parenthèses  de  Gauss  qui 
interviennent  dans  la  théorie  des  fractions  continues,  des  suites 
de  Farey,  de  ces  suites  que  Lucas  désignait  comme  fonctions  nu- 
mériques simplement  périodiques  et  qui  jouissent  de  propriétés 
intéressantes  relatives  à  la  divisibilité,  du  théorème  de  Lucas  sur 
les  nombres  premiers  de  la  forme 


des  nombres  parfaits,  des  nombres  de  Mersenne,  de  la  décompo- 

(1)  T.  XXVII,  1903,  p.  55. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXIV.  (Avril  1910.)  7 
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sition  diin  nombre  en  parties,  sous  ceilaines  conditions,  ou  delà 
résolution,  en  nombres  enlieis  non  négatifs,  d'équations  indéter- 
minées du  type 

ciiXi-k-a^x-T-^ .  .  .-^a,iXn^=  s; 

du  lien  de  ces  questions  avec  le  dévelop|)ement  de  certains  pro- 
duits infinis  (Euler),  des  recherches  de  Sjlvester  et  de  Cavley  sur 
ce  sujet,  du  P enlagonalzahlensaLz  de  Legendre-Euler  qu'ex- 
prime l'égalité 


o 


et  des  recherches,  concernant  ce  théorème,  de  MM.  Franklin, 
Th.  Vahlen,  Daublebsky  von  Sterneck.  Les  problèmes  relatifs  à 
la  décomposition  d'un  nombre  en  parties  s'étendent  à  la  décom- 
position de  deux  ou  plusieurs  nombres  (bipartition,  etc.).  Une 
autre  extension  consiste  dans  l'élude  des  sommes  formées  avec  des 
éléments  pris  dans  un  ensemble  donné  de  nombres  naturels  et  qui 
sont  congrues  à  un  nombre  donné  suivant  un  module  donné.  Le 
nombre  de  ces  sommes  a  été  déterminé  par  Stern  dans  divers  cas 
particuliers  intéressants.  M.  D.  von  Sterneck  a  repris  récemment 
l'étude  de  cette  question. 

M.  Bachmann  traite  ensuite  de  diverses  fonctions  numériques, 
en  particulier  de  celles  qui  représentent  la  somme  des  diviseurs 
d'un  nombre  ou  des  puissances  semblables  de  ces  diviseurs;  de 
propositions  concernant  ces  fonctions  qui  ont  leur  origine  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  des  théorèmes  d'Halphen  et  de 
M.  Glaisher  sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  quatre  ou  en 
deux  cariés. 

Un  Chapitre  est  consacré  à  la  décomposition  d'un  nombre  en 
carrés,  en  cubes,  en  nombes  polygonaux,  à  sa  représentation  par 
certaines  formes  ;  comme  l'auteur  ne  développe  que  des  méthodes 
élémentaires,  il  n'a  pu  que  signaler  la  démonstration  récente  du 
théorème  de  Waringpar  M.  Hilbert. 

La  démonstration  par  Dirichlet  du  théorème  de  Jacobi  sur  le 
nombre  de  décompositions  d'un  nombre  en  une  somme  de  quatre 
carrés  sert  de  transition  à  l'étude  de  quelques-uns  des  théorèmes 
que  Liouville  a  donnés  dans  ses  dix-huit  articles  Sur  quelques 
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formules  générales  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie  des 
nombres;  M.  Bachmann  rappelle  à  propos  la  façon  dont  Liouville 
a  voulu  caractériser  sa  méthode  sans  la  dévoiler  : 

«...  En  effet  mes  formules  se  ratlaclieut  aussi  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  seulement  elles  contiennent  plutôt  cette  théorie  qu'elles  n'en 
dépendent....  Elles  donnent  naissance  à  des  équations  entre  des  séries  qui 
contiennent  comme  cas  particulier  celles  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. Cette  théorie...  se  trouve  donc  ici  remplacée  pour  moi  par  des 
formules  appartenant  à  l'algèbre  la  plus  élémentaire,  obtenues  au  moyen 
de  certaines  identités  des  plus  simples » 

Enfin,  le  Livre  de  M.  Bachmann  se  termine  par  un  Chapitre  sur 
le  théorème  de  Fermai.  On  y  trouvera  diverses  propositions  sur 
les  triangles  et  les  quadrilatères  à  éléments  rationnels,  la  méthode 
de  Fermât  pour  prouver  que  l'aire  d'un  triangle  rectangle  à  côtés 
entiers  ne  peut  être  un  carré  parfait,  la  démonstration  de  l'impos- 
sibilité de  l'équation  x'^  +y"  +  -s"  =  o,  en  nombres  entiers,  pour 
/i  =  3  (Euler  et  Legendre)  pour  n  =  ^  el  n  =^  -  (Dirichlet,  Lamé, 
Lebesgue),  des  indications  sur  les  résultats  obtenus  par  Kummer 
par  la  considération  des  corps  algébriques,  enfin  quelques  propo- 
sitions concernant  le  cas  où  p  est  un  nombre  premier  quelconque, 
qu'on  doit  à  Legendre,  Abei,  Sophie  Germain  et  à  M.  E.  Wendt. 

J.  T. 


DZIOBEK     (0.).     —     VORLESUNGEX     UBER     DiFFERE.NTIAL-    UXD     InTEGRÂL- 

RECHMNG.  1  vol.  in-S";  vii-648  pages.  Leipzig.  Teubner,  igio. 

Ces  leçons  de  Calcul  différentiel  et  intégral  contiennent,  avec 
un  peu  plus  de  développements  et  quelques  compléments,  ce  qu'on 
enseigne  en  France  sur  ce  sujet,  dans  les  classes  de  Mathéma- 
tiques spéciales  et  dans  les  cours  de  Mathématiques  générales  : 
elles  s'adressent  surtout  à  un  public  de  futurs  techniciens,  et  l'on 
sent  bien,  en  les  parcourant,  que  l'auteur  à  l'habitude  de  ce  public, 
dont  il  connaît  les  besoins.  Les  explications  sont  claires,  illustrées 
d'un  très  grand  nombre  de  figures,  les  sujets  bien  choisis,  bien 
disposés  et  limités  judicieusement. 
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Outre  les  exemples  traités  dans  le  texte,  l'auteur  indique  un 
assez  grand  nombre  d'exercices. 

Il  a  eu  soin  d'insister  sur  les  applications  numériques.  Son 
Livre  peut  donc  rendre  d'excellents  services,  non  seulement  à 
ceux  pour  lesquels  il  semble  avoir  été  spécialement  écrit,  mais 
encore  d'une  façon  générale,  aux  étudiants  en  Mathématiques, 
puisque,  aussi  bien,  ceux  qui  étudient  les  Mathématiques  pour 
les  savoir  ne  doivent  assurément  pas  laisser  de  côté  les  Chapitres 
qui  sont  utiles  aux  techniciens. 

Bien  quelle  n'intéresse  sans  doute  pas  ces  derniers,  je  me  per- 
mettrai une  légère  critique  sur  un  point  très  particulier.  Il  est  fort 
naturel,  dans  un  Livre  tel  que  celui  de  M.  Dziobek,  de  ne  pas  sou- 
lever la  question  de  savoir  si  le  rapport  de  l'accroissement  de  la 
variable  tend,  lorsque  celui-ci  tend  vers  zéro,  uniforniément  ou 
non  vers  la  dérivée.  Mais  il  convient  alors  d'éviter  soigneusement 
les  démonstrations  et  les  énoncés  qui  ne  peuvent  être  précisés 
sans  cette  distinction  et  qui,  sans  elle,  risquent  d'être  mal  com- 
pris. J.  T. 


POINCARÉ    (H.).    —    SeCHS     V'oRTRAGE     UBER    AUSGEWAHLTE     GEGEXST.iNDE 

Aus  DER  REiNEX  Mathematik  lnd  mathematischen  Physik.   I   vol.  in-8", 
60  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teubner,  1910. 

Ce  petit  Livre  contient  six  conférences  faites  à  Gôtlingen,  sur 
l'invitation  de  la  commission  du  prix  Wolfskehl,  devant  un 
auditoire  de  professeurs  et  d'étudiants,  par  l'illustre  mathématicien 
français.  Sous  sa  l'orme  concise,  c'est  une  importante  contribution 
à  diverses  questions  d'Analyse  pure,  de  Physique  mathématique, 
d'Astronomie  théorique,  enfin  de  Philosophie  mathématique. 

L'origine  même  de  ce  Livre  explique  pourquoi  l'auteur,  qui 
disposait  d'un  temps  très  court  pour  chaque  conférence,  s'est 
contenté  d'esquisser  à  grands  traits  les  démonstrations,  d'indiquer 
rapidement  les  résultats  essentiels  ;  mais  le  Livre,  malgré  la  brièveté 
avec  laquelle  les  sujets  sont  traités,  est  cependant  très  clairement 
écrit  et  l'on  saisit  nettement  les  principes  qui  onl  servi  de  guides, 
les  méthodes  générales  qui  sont  appliquées. 


COMPTES    RENDUS   ET   ANALYSES.  loi 

1.  La  première  conférence  (')  se  rapporte  à  la  théorie  générale 
de  l'équation  de  Fredholm.  M.  Poincaré  j  démontre  d'abord  d'une 
manière  extrêmement  élégante  certaines  formules  trouvées  par 
Fredholm  dans  son  Mémoire  des  Acta  et  donne  de  ces  formules 
cjuelques  applications.  Dans  le  cas  où  le  nojau  de  l'équation 
intégrale  peut  devenir  infini,  tandis  que  les  noyaux  itérés  à  partir 
d'un  certain  rang  restent  finis,  on  sait  que  la  méthode  de  Fredholm 
s'applique  encore,  convenablement  modifiée,  la  résolvante  de 
l'équation,  fonction  méromorphe  du  paramètre,  étant  donnée  par  le 
quotient  de  deux  fonctions  entières  qui  peuvent  avoir  un  diviseur 
commun;  M.  Poincaré  indique  comment  il  est  possible  d'obtenir 
une  forme  fractionnaire  irréductible  et  ceci  en  prenant  la  formule 
ordinaire  du  cas  général  mais  en  supprimant  dans  le  développement 
des  déterminants  des  termes  convenablement  choisis.  Il  indique, 
en  outre,  I  application  de  la  même  méthode  pour  certains  cas  où 
tous  les  noyaux  itérés  peuvent  devenir  infinis.  La  dernière  partie 
de  la  conférence  traite  de  quelques  équations  de  première  espèce, 
pour  lesquelles  le  noyau  dépend  linéairement  d'un  paramètre  et 
qui,  par  le  théorème  de  Fourier,  se  ramènent  à  des  équations 
de  deuxième  espèce. 

2.  La  seconde  conférence  donne  une  application  de  la  théorie 
des  équations  intégrales  aux  mouvements  de  la  mer.  En  négli- 
geant (-)  le  potentiel  dépendant  de  l'attraction  des  masses  liquides 
on  obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre 
avec  des  conditions  aux  limites  différentes,  suivant  que  le  bord  de 
la  mer  est  un  mur  vertical  ou  quelconque.  L'équation  intégrale 
qui,  par  l'intermédiaire  de  la  fonction  de  Green,  résout  le 
problème,  a  un  noyau  infini,  de  telle  sorte  que  la  méthode  de 
Fredholm  n'est  plus  applicable.  M.  Poincaré  indique  un  procédé 
pour  lever  les  difficultés  qui  se  présentent;  on  évite  les  singularités 
■en  passant  dans  le  domaine  complexe  par  le  moyen  de  la  valeur 
principale  de  Cauchv  pour  des  intégrales  à  deux  variables,  valeur 
principale  considérée  comme  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs 


(')  Cf.  Acta  matheniatica,  t.  XXXIII,  p.  57-86. 

('-)  A  la  fin  delà  conférence,  il  est  rapidement  indiqué  comment  il  est  possible 
d'en  tenir  compte;  on  obtient  deux  équations  intégrales  simultanées. 
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prises  le  long  de  chemins  curvilignes  convenablement  choisis.  La 
mélhode  des  résidus  ramène  l'équalion  à  une  équation  intégrale 
où  le  noyau  n'est  plus  infini  (cas  du  mur  vertical)  ou  devient  infini 
(cas  général)  mais  de  manière  à  permettre  l'application  des 
méthodes  ordinaires. 

3.  La  troisième  conférence  (')  traite  des  ondes  hertziennes  et 
plus  spécialement  des  phénomènes  merveilleux  qui  se  présentent 
en  télégraphie  sans  fil.  Que  la  rotondité  de  la  Terre  qui  s'oppose 
à  la  propagation  des  ondes  lumineuses  ne  gêne  en  rien,  au  contraire, 
les  ondes  hertziennes,  c'est  ce  qu'on  explique  en  invoquant  la 
différence  des  longueurs  d'onde.  Mais  l'explication  est  plus  précise 
qu'on  obtient  en  étudiant  les  équations  différentielles  du  phéno- 
mène. M.  Poincaré  montre  d'abord  comment  la  plupart  des 
problèmes  (réception  et  production  des  ondes  électriques,  etc.)  se 
ramènent  à  une  équation  intégrale  ou  dans  le  cas  général  à  deux 
équations  à  deux  inconnues.  Le  problème  de  la  diffraction  est 
ensuite  traité  avec  tous  ses  détails  et  des  résultats  pratiques  sont 
obtenus  par  l'emploi  judicieux  de  formules  approchées. 

4.  Dans  la  quatrième  conférence  (-)  il  s'agit  de  la  réduction  des 
intégrales  abélienneset  delà  théorie  des  ("onctions  fuchsiennes.  Le 
cas  traité  est  celui  où  le  système  S  des  fonctions  à  p  variables 
correspond  à  une  courbe  algéljrique  C  de  genre  />  ;  le  système 
réduit  S'a  rj  variables  correspondant  à  une  courbe  algébrique  C  de 
genre  q\  entre  les  deux  courbes  C  et  C  existe  une  correspondance 
algébrique,  correspondance  points  par  points  ou  système  de  points 
par  système  de  points  et  c'est  le  premier  de  ces  deux  cas  (C  est  une 
courbe  multiple  de  C)  qui  est  complètement  étudié.  Deux  nombres 
caractéristiques  sont  définis  et  leur  identité  prouvée  par  deux 
démonstrations;  puis  M.  Poincaré  indique  les  rapports  entre  la 
théorie  de  la  réduction  et  la  théorie  des  fonctions  automorphes. 
Les  groupes  et  les  domaines  (ondamentaux  de  cette  dernière 
théorie  donnent  occasion  d'énoncei"  de  beaux  et  importants 
théorèmes  sur  la  Géométrie  non  euclidienne  des  polygones  dont 


(')  Cf.  Palermo  Bendiconti,  !'■■  sein.  1910,  p.  169-209  et  aussi  Comptes  rendus^ 

1909- 
(-)  Cf.  Palermo  Bendiconti,  2'  sem.  1909,  p.  2^1-336. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  io3 

les  colés  sont  des  arcs  de  cercle,  de  même  que  sur  la  Géométrie 
des  courbes  algébriques. 

o.  La  cinquième  conférence  (')  est  relative  à  la  notion  de 
nombre  transfini;  et  tout  d'abord  il  est  question  de  l'apparent 
paradoxe  que  cette  notion  même  contient;  c'est  la  célèbre 
antinomie  de  Richard  opposée  à  la  démonstration  de  Cantor  que  le 
continu  n'est  point  dénoml)i'able  ;  M.  Poincaré  montre  que  la 
contradiction  n'est  qu'apparente  en  étudiant  ce  que  prouvent 
exactement  les  démonstrations.  Il  est  alors  amené  à  parler  des 
définitions  prédicatives,  s'explique  sur  une  objection  de  Zermelo 
relative  à  la  non-|)rédicativité  de  certaines  définitions  admises 
pourtant  dans  des  démonstrations  mathématiques  (démonstration 
deCauchj-Weierstrass  pour  l'existence  d'une  racine  d'une  équation 
algébrique),  montre  qu'on  peut  modifier  le  raisonnement  pour 
éviter  le  cercle  vicieux  et  qu'on  est  en  droit  d'exiger  de  toute 
démonstration  rigoureuse,  qu'elle  contienne  uniquement  des 
définitions  prédicatives.  La  fin  de  la  conférence  effleure  seulement 
certains  sujets  difficiles  (existence  du  second  nombre  Iransfini, 
problème  du  continu,  preuve  que  le  continu  peut  être  bien 
ordonné)  et  M.  Poincaré  se  borne  à  quelques  indications  rapides. 

6.  Les  cinq  conférences  qui  précèdent  étaient  réservées  à  un 
public  de  spécialistes  déjà  au  courant  des  questions  traitées^  sur  la 
demande  de  la  commission,  l'illustre  savant  a  bien  voulu  parler 
pour  un  public  plus  nombreux  île  la  Mécanique  nouvelle  et  dans 
une  jolie  conférence  en  français  (les  cinq  premières  avaient  été 
faites  en  allemand)  il  a  montré  ce  qu'il  fallait  abandonner  des 
hypothèses  de  l'ancienne  Mécanique  pour  satisfaire  aux  exigences 
de  la  Physique  moderne;  le  principe  de  relativité  subsiste  encore 
mais  il  faut  supposer  que  l'inertie  d'un  corps  mobile  grandit  avec 
sa  vitesse,  cette  vitesse  restant  inférieure  à  celle  de  la  lumière;  la 
notion  de  temps  local  s'introduit,  en  outre,  et  aussi  celle  si 
surprenante,  qui  va  contre  nos  habitudes  actuelles,  de  la  contrac- 
tion dans  le  sens  du  mouvement.  Cette  nouvelle  Mécanique  se 
rattache    d'ailleurs  à  une  conception  nouvelle  de  la  matière  :  «  Le 

(')  Cf.  Acta  mathematica,  t.  XXXII,  p.  193-200. 
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physicien  bâtit  le  monde  avec  des  électrons,  particules  électri- 
sées  réunies  en  univers  véritables  dans  lesquels  des  milliers  de 
planètes  gravitent  autour  de  soleils  minuscules  »,  et  l'on  peut 
expliquer  ainsi  les  merveilleuses  découvertes  de  la  Physique  mo- 
derne. L'AslronoriMe,  naturellement,  devient  un  peu  plus  compli- 
quée, mais  il  se  trouve  que  la  Mécanique  nouvelle  lui  rend  encore  des 
services  et,  par  exemple,  si  elle  n'explique  pas  complètement  les 
arjomaiies  de  Mercure,  elle  corrige  tout  au  moins  un  peu  l'écart 
entre  la  théorie  classique  et  l'observation.  Et  d'ailleurs  la  Méca- 
nique classique  reste  malgré  tout  la  Mécanique  des  vitesses  très 
petites  relativement  à  celle  de  la  lumière,  la  Mécanique  donc  de 
notre  vie  pratique  et  de  notre  technique  terrestre  et,  mettant  en 
garde  contre  le  dédain  immérité  qu'on  pourrait  avoir  pour  elle, 
M.  Poincaré  conclut  en  disant  :  «  Je  crois  bien  cependant  que 
celte  Mécanique  dédaignée  sera  aussi  nécessaire  que  maintenant 
et  (jue  celui  qui  ne  la  connaîtra  pas  à  fond  ne  pourra  comprendre 
la  Mécani(|ue  nouvelle  ». 

J.   Mauty. 


KOWALEWSKI   (G.).   —   Dik    klassischen   Problème    der  Analysis  des 

UnEXDLICUEN.  EiN   LeHR-   UND  UeBUNGSBUCH   fur  StUDIRENDE  7a'R    KlNFUH- 
KUNG  IN  DIE  iNFINITESIMALUECHN'fNG. 

M.  Kowalewski  a  observé  l'attrait  qu'exerçaient  sur  les  étudiants 
les  problèmes  qui  ont  un  eariiclère  histori(pie  «...  linlérêt  se 
ranime,  lorsque  je  dis  à  mes  auditeurs  que  Leibniz  a  consttuit  la 
courbe  logarithmique,  qu'il  a  intégré  les  fonctions  ralionnelles, 
qu'il  a  été  amené  au  problème  de  la  tractrice  par  le  médecin  fran- 
çais Perrault....  »  Je  crois  que  l'observation  de  M.  Kowalewski  est 
parfaitement  juste  :  les  noms  illustres  réveillent  l'attention  et 
celle-ci  se  soutient  d'ordinaire,  tant  par  l'intérêt  propre  des  ques- 
tions traitées  jiar  ceux  qui  portaient  ces  noms,  que  par  la  curiosité 
qui  s'attache  aux  méthodes  des  inventeurs.  Plus  d'une  fois,  d'ail- 
leurs, il  est  arrivé  que  ces  méthodes  étaient  les  plus  naturelles  et 
les  plus  simples;  on  se  demande  pourquoi  elles  ont  disparu  de 
l'enseignement. 

Le  Livre  de   M.  Kowalewski  n'est  point  un  Traité  historique; 
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non,  c'est  bien,  comme  il  le  dit,  un  Livre  de  lecture  et  un  Livre 
d'exercices;  ce  n'est  pas  un  recueil  de  morceaux  détachés;  c'est 
un  Livre  où  l'on  peut  apprendre  les  éléments  de  l'Analvse  infi- 
nitésimale; il  est  dominé  par  l'ordre  logique,  non  par  l'ordre 
historique;  seulement,  à  propos  des  diverses  théories  et  des  pro- 
positions fondameniales,  M.  Kowalewski  rappelle,  quand  il  y  a 
lieu,  les  noms  des  in>enteurs,  leurs  méthodes,  leurs  points  de  vue 
et  cela,  à  ce  qui  m'a  paru,  avec  un  tact  parfait,  sans  aucun  étalage 
d'érudition,  en  choisissant  toujours  ce  qui  est  vraiment  intéres- 
sant et  instructif.  Son  Livre,  qui  s'adresse  à  des  commençants,  me 
paraît  très  digne  d'être  recommandé;  en  France,  il  rendrait  les 
meilleurs  services  aux  bons  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques 
spéciales;  mais  comment  serait  accueilli  le  professeur  qui  conseil- 
lerait à  ses  élèves  de  laisser  là,  pour  l'étudier  à  loisir,  les  feuilles 
où  sont  colligées  les  questions  posées  par  MM.  les  examinateurs? 

J.  T. 


GULMARAES  (  R.  ),  Capitaine  du  Génie.  —  Les  .AL\thématiquks  en  Portugal, 
•2*  édition,  soigneusement  revue  et  très  considérablement  augmentée. 
1  voL  in-S"  de  655  pages.  Coïmbre,  1909. 

TEIXEIRA    (F.    GoMEs),    Directeur  de  l'École   Polytechnique  de    Porto. 
Obras  sobre  Mathematica.  5  vol.  grand  in-4".  Coïmbre,  1904  à  1909. 

En  dressant  le  bilan  mathématique  de  son  pays,  le  capitaine  du 
Génie  portugais  R.  Guimarâes  a  fait  œuvre  pie  au  point  de  vue 
scientifique. 

Développement  d'un  Catalogue  systématique  des  ouvrages  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  publiées  par  les  auteurs  por- 
tugais au  cours  du  xix^  siècle,  que  le  capitaine  Guimarâes  avait 
dressé  à  l'occasion  de  l'Exposition  universelle  de  igoo,  le  Volume 
qu'il  nous  présente  aujourd'hui  constitue,  de  fait,  une  œuvre 
nouvelle.  -Non  seulement,  en  effet,  il  embrasse  maintenant  tout 
l'ensemble  de  la  littérature  mathématique  portugaise,  dont  les 
origines  remontent  au  xiv^  siècle,  mais  il  s'ouvre  par  un  aperçu 
historique  fort  intéressant  qui  nous  fait  assister,  dans  le  même 
intervalle,  aux  progrès  des  études  mathématiques  en  Portugal.  Ce 
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aperçu,  d'une  centaine  de  pages,  est  suivi  du  Catalogue,  établi, 
comme  le  précédent,  d'après  l'Index  et  avec  les  notations  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques  dont, 
en  ce  qui  concerne  la  partie  astronomique,  les  subdivisions  ont 
été  complétées  au  moyen  d'emprunts  faits  à  la  bibliographie  de 
MM.  Houzeau  et  Lancaster.  Ce  Catalogue,  dressé  avec  iniiniment 
de  conscience  et  de  soin,  s'étend  maintenant  sur  55o  pages  environ. 
Le  seul  reproche  que  nous  serions  tenté  de  lui  faire  serait  préci- 
sément d'être  trop  consciencieux,  en  ce  sens  que  l'auteur  ne  s'est 
permis  aucune  exclusion,  admettant  sur  sa  liste  quelques  écrits 
d'une  faiblesse  par  trop  évidente,  qu'il  ne  se  fait,  au  reste,  pas 
faute  de  souligner. 

Ce  qui  résulte  le  plus  évidemment  de  l'étude  historique  de 
M.  Guimarâes,  c'est  que  les  Portugais  qui,  depuis  tant  de  siècles, 
se  sont  acquis  une  réputation  mondiale  comme  intrépides  naviga- 
teurs et  explorateurs,  émules  ou  continuateurs  des  Vasco  de 
Gama  et  des  Magellan,  ont  apprécié  surtout  les  Sciences  mathé- 
matiques au  point  de  vue  de  leurs  applications  à  la  Géographie  el 
à  la  Navigation,  et  les  ont  principalement  étudiées  dans  celles  de 
leurs  parties  qui  confinent  à  ces  applications. 

Parmi  tous  les  noms  que  l'auteur  rappelle  à  cet  égard,  il  en  est 
un  qui  brille  d'un  éclat  particulier,  celui  de  Pedro  Nunes,  célèbre 
dans  toute  l'Europe  du  xvi"  siècle,  auquel  sont  attachés  nombre 
de  progrès  réalisés  dans  les  Sciences  nautiques  et  dans  la  Cosmo- 
graphie, et  notamment  la  première  ébauche  de  la  théorie  des 
routes  loxodromiques.  Il  est  juste  de  reconnaître  que  Pedro  Nunes 
a  également  contribué,  de  manière  très  efficace,  à  l'avancement 
des  parties  purement  théoriques  de  la  Science,  notamment  par  la 
publication  de  son  Livro  de  Algebraen  Arithmetica  y  Geome- 
trica  (i532),  qui  contient  des  vues  originales  sur  l'application  de 
la  première  de  ces  sciences  aux  deux  autres.  On  ne  doit  pas  oublier 
non  plus,  que  JNunes  fut  le  premier  inventeur  de  l'ingénieux  dis- 
positif qui,  réinventé,  depuis  lors,  par  le  français  Pierre  Vernier, 
a  reçu  chez  nous  le  nom  de  celui-ci,  mais  qui,  hors  de  nos  fron- 
tières, est  fréquemment  désigné  par  la  forme  latinisée  du  nom 
du  savant  portugais,  nonius. 

Il  faut  arriver  à  la  période  contemporaine  pour  assister  au  plein 
épanouissement  des  études  de  Mathématiques  pures,  en  Portugal. 
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L'un  des  plus  actifs  et  distingués  ouvriers  de  celle  évolution 
scientifique,  celui  dont  le  nom  est  entouré,  en  dehors  de  son 
pavs^  de  la  notoriété  la  plus  étendue,  est  M.  F.  Gomes  Teixeira, 
directeur  de  l'École  Polvteclinique  de  Porto.  Le  gouvernement 
portugais,  par  une  initiative  qui  l'honore  grandement,  a  décidé  de 
réunir  tous  les  tiavaux  de  ce  distingué  géomètre  dans  une  Puhli- 
cation  d'ensemble,  dont  cinq  Volumes  ont  déjà  paru. 

M.  Gomes  Teixeira,  qui  a  souvent  écrit  dans  notre  langue,  ce 
qui  a  conlrihué  à  nous  rendre  ses  travaux  plus  familiers,  a  touché^ 
avec  un  talent  soutenu,  aux  sujets  les  plus  divers.  Ce  sont,  toute- 
fois, ses  recherches  très  ap|)rofondies  sur  les  séries  qui  ont  princi- 
palement fondé,  parmi  nous,  sa  réputation. 

Les  deux  premiers  Volumes  de  TOuvrage  en  question  ren- 
ferment les  Mémoires  originaux  du  savant  professeur  portugais, 
alors  que  le  troisième  Volume  reproduit  son  excellent  Curso  de 
Analyse  infinitésimal. 

Les  Volumes  IV  et  V,  entièrement  rédigés  en  français,  con- 
stituent un  Ouvrage  à  part,  du  plus  haut  intérêt,  entrepris  par 
l'auteur  pour  répondre  à  une  question  mise  au  concours  par 
l'Académie  des  Sciences  de  Madrid  (qui  lui  a  d'ailleurs  attribué 
le  prix  en  1899),  question  qu'avait  déjà  soulevée  une  Communi- 
cation de  M.  Haton  de  la  Goupillière,  à  \ Intermédiaire  des  Ma- 
thématiciens et  qui  consistait  à  écrire  une  monographie  générale 
de  toutes  les  courbes  spéciales  notables.  Par  le  fait,  c'est  un  véri- 
table Traité  général  de  toutes  les  courbes  planes  et  gauches 
remarquables  (autres  que  les  coniques)  qu'a  composé  M.  Gomes 
Teixeira,  avec  infiniment  de  science  et  d'érudition. 

Le  Tome  IV  est  consacré  aux  cubiques,  aux  quartiques  et  à 
quelques  courbes  algébriques  remarquables,  d'ordre  supérieur  ;  le 
Tome  V,  aux  courbes  transcendantes  planes  classiques,  notam- 
ment aux  spirales  et  aux  cycloïdes,  et  à  diverses  classes  de  courbes 
gauches.  Non  content  d'avoir  accumulé,  à  propos  de  ces  diverses 
catégories  de  courbes,  une  foule  de  curieuses  propriétés,  recueil- 
lies aux  sources  les  plus  diverses,  M.  Teixeira  les  relie  par  une 
chaîne  de  démonstrations  qui  lui  sont  propres  pour  la  plupart,  de 
sorte  que  son  travail  n'a  pas  seulement  la  valeur  d'un  excellent 
recueil  où  les  professeurs  pourront,  en  quelque  sorte,  puiser  indé- 
finiment  d'intéressants  exercices    à    l'usage    des    étudiants,    mais 
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encore  un  véritable  Traité  d'application  de  la  Géométrie  analytique 
à  Tétiide  des  courbes  spéciales. 

L'ensemble  de  l'œuvre  de  M.  Teixeira  fait  honneur  à  l'École 
malbématique  portugaise  moderne,  et  son  ampleur  justifie  le  parti 
auquel,  dans  son  Ouvrage  précédemment  cité,  s'est  arrêté  M.  Gui- 
marâes  en  ne  citant,  parmi  tous  les  mathématiciens  actuellement 
vivants  dans  son  pays,  que  le  seul  nom  du  savant  directeur  de 
l'Ecole  Polytechnique  de  Porto. 

M.  O. 


THE    NEW    HAYEN    COLLOQUILM.   —    Lectures    delivered    before 

MEMBERS  OF  THE  AMERICAN  MATHEMATICAL  SOCIETV  IN  CONNECTION  VilTH  THE 
SUMMER  MEETING,  HELD  SEPTEilBER  5"'  TO  8'",    1906,    UNDER  THE  AUSPICES   OF 

Yale  University  bv  Eliakini  Hastings  Moore,  Ernest  Julius  Wilcynski, 
Max  Mason.  i  vol.  in-8,  x-222  pages.  Nevi"  Haven,  Yale  University 
Press,  1910. 

Le  Mémoire  de  M.  Moore,  par  où  s'ouvre  ce  Recueil,  est  intitulé 
Introduction  à  une  forme  d'analyse  générale  ;  il  se  tient  dans 
ces  régions  élevées  et  abstraites,  oîi  les  Mathématiques  se  con- 
fondent presque  avec  la  Logique,  tant  les  concepts  y  sont  géné- 
raux et  tant  les  raisonnements,  qui  se  déroulent  au  moyen  d'un 
ingénieux  appareil  de  symboles  et  d'abréviations,  sont  indépen- 
dants de  tout  contenu  concret  attribué  à  ces  concepts  et  présentés 
de  manière  à  n'utiliser  certainement  rien  autre  chose  que  les  défi- 
nitions mêmes.  L'auteur  parvient  ainsi,  plus  d'une  fois,  à  dégager 
ce  qu'il  y  a  d'identique  dans  des  théories  où  les  analogies  appa- 
raissent clairement  à  l'observateur. 

M.  Wilcynski  s'occupe  de  cette  géométrie  projective  différen- 
tielle, fondée  essentiellement  sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  sur  laquelle  il  a  publié  un  beau  Livre  ('). 

M.  ^Ltsou,  enfin,  traite  de  difféients  problèmes  concernant  la 
solution  des  équations  diflérentielles  déterminées  par  des  condi- 
tions aux  limites.   On  y  remarquera  la  façon  vraiment  simple  dont 


(  '  )  Projective  differential   Geometry   0/  curves  and  rided  surfaces    (  Voir 
Bulletin,  t.  XXXI,  1907,  p.  i48). 
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l'auteur  a  su  développer  plusieurs  de  ces  problèmes  en  prenant 
pour  point  de  dépari  une  méthode  qu'on  peut  faire  remonter  à 
Liouville  (')  et  qui  fournit  la  solution  de  l'équation  fonctionnelle 

où /est  la  fonction  inconnue,  où  g  est  une  fonction  continue  dans 
le  domaine  considéré,  où  S  est  un  opérateur  linéaire,  c'est-à-dire 
tel  qu'on  ait 

et  tel  que  la  série 

soit  convergente;  sa  somme  SG  jouissant  de  la  propriété 

SG  =  S^+SV-^Ss^°-  +  .... 

M.  Mason  rattache  en  particulier  à  celte  solution  la  méthode  de 
Riemann  pour  l'équation 

''2  "             du        ,  du  . 

a h  b- h  eu  -^  J^ 


Ox  ùy  clx  dy 

la  méthode  de  Neumann  pour  l'équation 

d'^u        o^u  _ 

enfin  la  détermination  de  la  solution  de  l'équation 

c)2  u        d^u 

1-  -— -  =  eu  -t-  /, 

dx^         dy^  •'  ' 

qui  prend  une  valeur  prescrite  g{s)  sur  la  frontière  d'un  domaine 

donné. 

J.  T. 


(')  Compte  rendu  du  livre  de  M.  Bôcher,  An  introduction  to  the  study  of 
intégral  équations  (Voir  Bulletin,  t.  XXXIII.  1909,   p.  71). 
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LŒWY  (Alfred).  —  Versicherungs-AIathesiatik.  Zweite,  umgearbeiiete 
Auflage.  I  vol.  in-i8,  175  pages.  Leipzig,  Goschen,  1900. 

On  trouvera  dans  ce  pelil  Volume,  traitées  d'une  façon  claire  et 
systématique,  en  partant  des  plus  simples,  les  questions  relatives 
aux  rentes  viagères  et  aux  assurances  sur  la  vie. 

Il  |)Ourra  renseigner  les  praticiens,  d'une  part  et,  d'autre  part, 
tous  ceux  qui  désirent  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  se 
résolvent  les  problèmes  de  cette  sorte;  ceux-là  devraient  être  très 
nombreux  dans  un  temps  où  les  institutions  de  prévoyance  se 
développent  et  se  développeront  de  plus  en  plus  vite;  ils  devraient 
comprendre  tous  ceux  qui  prétendent  exercer  quelque  influence 
politique.  Mais  combien  sont-ils,  parmi  les  gens  qui  sont  partisans, 
ou  adversaires,  de  l'assurance  obligatoire,  ou  du  monopole  de 
l'Etat  et  qui  n'ont  aucune  idée  précise  de  ce  qu'est  une  assurance 
sur  la  vie?  Combien  faudrait-il  d'éditions  au  Livre  de  M.  Lœwy 
s'ils  voulaient  s'instruire?  Peut-être  excusent-ils  à  leurs  pro[)res 
yeux  cette  paresse  intellectuelle,  dont  se  double  d'habitude  la 
fermeté  de  leurs  opinions,  en  se  disant  qu'il  s'agit  là  de  questions 
abstruses,  qu'on  ne  peut  aborder  sans  connaissances  mathématiques 
très  élevées.  Il  suffit,  pour  s'assurer  du  contraire,  de  jeter  les  yeux 
sur  le  petit  Livre  que  nous  annonçons. 

J.  T. 


VEGCHIETTI  (E.).  —  L'infimto  Saggio  di  Psicologia  delle  Matematica. 

I  vol.  in-8,  XV-181  pages.  Roma-Milano,  Albrighi,  Segati  e  C,  1908. 

II  ne  m'appartient  assurément  pas  de  porter  un  jugement  sur  la 
valeur  philosophique  du  Livre  de  M.  Vecchietti  et  de  la  doctrine 
d'après  laquelle  Vinjini^  aussi  impossibleà  concevoir  qu'à  imaginer, 
se  réduirait  à  ce  sentiment  de  la  persistance  de  notre  être,  qui 
accompagne  tout  acte  de  notre  pensée,  à  la  confiance  que  nous 
avons  de  pouvoir  répéter  cet  acte.  Je  ne  pense  pas  qu'on  puisse 
pousser  plus  loin  le  finitisme.  A.  quoi  linjiniste  répondra  peut- 
être  que  l'infini  nous  baigne  et  nous  pénètre  si  bien  qu'il  est,  en 
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eflel.  inséparable  de  loiile  pensée.  El  ainsi  de  suite,  indéfiniment. 
Quoi  qu'il  en  soit,  il  j  a  d'autant  plus  de  plaisir  à  lire  ce  Livre  de 
M.  Vecchieiti,  que  l'auteur  va,  de  son  mieux,  au  fond  de  sa 
pensée.  Et  puis,  il  ne  s'astreint  pas  à  suivre  la  mode;  il  ne  con- 
teste assurément  pas  les  grands  services  que  les  logiciens  (ceux  de 
son  pays,  en  particulier)  ont  rendu  aux  Mathématiques  et  à  l'expo- 
sition des  Mathématiques;  mais  il  ne  veut  pas  du  tout  que  les 
concepts  mathématiques  soient  vides  de  tout  contenu,  et  que  les 
Mathématiques  se  réduisent  à  une  pure  logique,  qui  n'est  rien  par 
elle-même  et  ne  vaut  que  par  les  applications  qu'on  peut  en 
faire. 

J.  T. 


MELANGES. 


REMARQUES  SUR  L'INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  \u  =  o; 
Par  m.  Michel  PLANCHEREL. 


Soit  D  un  domaine  limité  par  une  courbe  fermée  C,  sans  points 
multiples,  composée  d'un  nombre  fini  d'arcs  réguliers  de  courbes 
analytiques.  Si  l'on  se  donne  sur  C  une  fonction  continue  ii{s)  de 
l'arc  s  de  la  courbe,  le  problème  de  la  recherche  d'une  solution 
u{x,y)  de  l'équation  Aw^o,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des 
deux  premiers  ordres  en  tout  point  intérieur  de  D  et  prenant  sur 
le  contour  C,  sauf  au  plus  en  un  nombre  fini  àe  points,  les  valeurs 
données  u{s)^  n'admet  pas  une  solution  unique  si  l'on  n'astreint 
u{x,y)  à  aucune  condition  supplémentaire. 

M.  Picard  a  donné  de  ce  fait  un  exemple  très  simple  (Traité 
d'Analyse,  t.  II,  p.  49)-  H  piend  pour  le  contour  C  la  circon- 
férence définie  par  l'équation 

a{x'^ -r- y^)  -h  X  =^  o; 
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u{x,y)  étant  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  ce  cercle 
et    prenant   sur    le    contour    des    valeurs    continues,    la   fonction 

u{x,y)  +  U(jc,7),  où 

X 


\}(x,y) 


■y- 


représente  une  nouvelle  fonction  harmonique  prenant  sur  le 
contour  les  mêmes  valeurs  que  la  première,  sauf  à  Forigine,  et 
satisfaisant  à  toutes  les  conditions  que  nous  avons  exigées. 

Pour  obtenir  une  solution  unique,  on  assujétit  généralement  la 
fonction  cherchée  à  une  nouvelle  condition,  à  savoir  de  rester 
bornée  à  /' intérieur  dn  domaine  D.  Cette  condition  restrictive  est 
très  naturelle  lorsque  la  fonction  u(s)  donnée  sur  le  contour  est 
elle-même  bornée;  elle  n'a  évidemment  plus  de  sens  lorsque  u{s) 
n'est  pas  bornée.  Je  me  propose  d'indiquer  ici  une  condition 
restrictive  différente,  qui  ne  me  paraît  pas  avoir  été  déjà  indiquée, 
et  qui  est  suffisante  pour  assurer  l'unicité  de  la  solution  dans  des 
cas  beaucoup  plus  étendus. 

A  étant  un  point  intérieur  quelconque  du  domaine  D;  a,  6,  ses 
coordonnées,  soient  G{x,y,  «,  b)  la  fonction  de  Green  du  do- 
maine D  relativement  au  point  A  et  (C),)  la  famille  de  courbes 
définies  par  l'équation 

G{x,y,  a,  b)  =  1  (o^X> — oc). 

Les  courbes  C>,  sont  des  courbes  fermées  concentriques,  ne  se 
coupant  pas  elles-mêmes  et  entourant  toutes  le  point  A.  On  a 

Co=G. 

Supposons  maintenant  donnée  sur  C  une  fonction  «(5)  assujétie 
à  la  seule  condition  d'être  sommable  sur  C.  Nous  allons  montrer 
qu'il  existe  à  l'intérieur  du  domaine  D  une  et  une  seule  solution 
u{x,y)  de  l'équation  A«  =  o,  donnée  par  la  formule 

I      f  d  G(x,  y;  s  )     ,        , 

(i)  "^'^'-'^^^^/ — dji — iiis)ds, 

telle  que  : 

1°  u{Xj  y)  et  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres  soient 
continues  en  tout  point  intérieur  du  domaine  ; 

2"   u(^x^y)  tende  presque  partout  (c'est-à-dire  sauf  au  plus  pour 
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ii3 


un  ensemble  de  mesnre  nulle  en  s)  vers  a  (5),  lorscjue  le  point  (.r,  i  j 
tend  vers  le  poinl  s  du  eonlour  en  restant  sur  une  trajectoire 
orthogonale  des  courbes  C)  •, 

3"  l^a  relation  suivanic  -^oïl  vériliéc 


(2) 


L      /    I  f/ 1  .r,  1  )  I  ds;  =    I    \  m  s  )\  ds. 
1  =  0  Jç.  J,: 


La  fonction  m(^,  jk),  définie  par  la  formule  (i),  vérifie  bien 
Téquation  A;/  ^  o  et  satisfait  à  la  condition  i".  Pour  montrer  que 
les  conditions  2"  et  3°  sont  bien  remplies,  on  pourrait  faire  sur  la 
formule  (i)  des  recherches  analogues  à  celles  de  M.  Faiou  sur 
rintégrale  de  Poisson  [Acta  mathematlca ^  t.  XXX).  Il  est  plus 
simple  de  remarquer  (pie  le  contour  C  pouvant  èl.re  représenté 
d'une  manière  conforme  sur  un  cercle,  les  théorèmes  de  M.  Fatou 
rebitifs  à  l'intégrale  de  Poisson  s'étendent  immédiatement  à  la 
formide  (i).  Il  nous  reste  donc  à  montrer  encore  que  toute  solution 
\\x,  y)  remplissant  les  conditions  1°,  2",  3°  estidentique  à  u{x,  r). 
Soient  «).(•?/),  ^\{s')?j  les  valeurs  prises  par  ces  fonctions  sur  la 
courbe  G/.  Nous  aurons,  pour  tout  point  {x^y)  intérieur  à  G),, 


donc, 


v{x,y) 


-r 


r^Gr.r,   )-:  rj 


w>,  (  5/  )  ds\, 


à(j\x.  y.  si) 


âG(x,  y;  s\) 


n  <  *">,  )  <isi  ; 


(ux~i'i)dsi. 


Le  premier  membre  de  cette  relation  est  indépendant  du 
contour  G>,.  Si  donc  nous  faisons  tendre  A  vers  zéro,  il  viendra 
encore 


u(x,y)  —  v(x,y) 


dC.(T,  y:  SI) 


{u\—vi)dsi. 


,      »          .       oGix,y;si)           ,      .1          '       .,      j      .            ôGix.y.s) 
La  fonction -^j  restant  bornée  et  tendant  vers 

sauf  en  un  nombre  fini  de  points,  il  existe  une  constante  positive  M 
telle  que 


(  «>,  —  VI  )  ds\ 


'Cx 


<M 


L      f  I  «)  - 

k  =  0  Jr., 


n  I  ds)  =  O, 


Bull,  des  Sciences  mathéni.,  1'  série,   t.  XXXIV.  (Avril  1910.) 
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d'après  les  hypothèses  u"  et  3".  On  a  donc  bien 


C.     Q.     F.    D. 


On  vérifie  aisément  sur  l'exemple  de  M.  Picard  que  la  fonction 
U(57,  y)  ne  vérifie  pas  la  condition  3". 

Remarquons  encore  rpie  la  condition  3"  ne  pourrait  pas  être 
remplacée  par  la  condition  moins  restrictive 

L   /    u(x,y)dsi=:  I   u(s)ds. 
L'exemple  suivant 

relatif  au  contour 

se  montre  immédiatement.  Je  dois  ce  dernier  exemple   à   l'obli- 
geance de  M.  Marcel  Riesz. 


SUR  LES  SURFACES  MOULURES  APPLICABLES  SUR  UNE  SURFACE 
DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  .1.  HAAG. 

Dans  une  Note  du  mois  de  novembre  dernier,  nous  avons  affirmé 
(p.  2~3)  que  les  seules  surfaces  moulures  applicables  sur  une  sur- 
face de  révolution  étaient  les  développables  obtenues  en  prenant 
une  droite  pour  profil. 

Or,  M.  RafTy  eu  a  signalé  d'autres  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
maillé inatique  (t.  XIX,  1891,  p.  34)-  H  a  montré  qu'en  dehors 
des  développables  précédentes  se  trouvaient  les  surfaces  d'élément 
linéaire 

(i)  ^52  _  ^j^2__  |go/i: j    (ftjî  ia,  b  =  con^l.). 

Il  a  indiqué  dans  un  autre  article  (p.  55)  une  autre  piopriété 
caractéristique  de  ces  surfaces,  qui  avaient  d'ailleurs  été  rencon- 
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trées  par  M.  Dini  [Giornale  de  Matematica,  i865,  p.  65),  lequel 
en  a  donné  diftérentes  propriétés,  avec  un  mode  de  génération. 

Nous  allons  revenir  rapidement  sur  celle  question  par  la  méthode 
générale  indiquée  dans  notre  précédente  Note,  afin  de  réparer 
l'erreur  que  nous  venons  de  signaler  et  aussi  afin  de  montrer  la 
simplicité  relative  avec  laquelle  notre  méthode  conduit  au  résultat. 

Nous  devons  satisfaire  aux  équations  suivantes  : 


dx 

—  =  o, 

Ou 


(2) 


dy 

dv 


xV  =  o, 


dx       ^..       -.    dy  .,, 

—  -+-(V  —  \  }-f-  —yl]'=o. 
dv  du 


De  la  première  et  de  la  seconde  nous  tirons  successivement 

(3)  ^  =  v;,     j.  =  u,-u'v,. 

Portant  dans  la  troisième,  nous  avons  l'équation  suivante  : 

v;  +  (  u  —  V  )  (  u;  —  u"  V,  )  -  u'(  u,  -  u'  Vi  )  =  o 


(4)  (uu;  -hU'Ui)  — vu;  +  Vi(U'2-uu")-(-vViU"+v';  =  o. 

Différentions  par  rapport  à  ii  el  à  v  : 

(5)  —  V'U'( +V'i(U'U"— UU"')  +  (VV;  4- V'Vi)U"'=o. 

Divisons  par  V|,  qui  n'est  nul  que  si  la  surface  est  de  résolution, 
et  dérivons  par  rapport  à  ç  : 


(6,  (^y";  =  [^'- 

D'où  deux  cas  à  distinguer  : 


V'Vi\' 


Premier  cas  :  (tj-v)   ^  o.  —  On  en  tire,  en  remarquant  que  V 

ne  peut  être  constant  (si  l'on  écarte  les  surfaces  de  révolution),  et 
qu'on  peut  ajouter  une  même  constante  arbitraire  à  U  et  à  V, 


Vi  =  aV         (a  ^  o). 
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En  porlaul  dans  (5),  on  en  déduit 

U"'  =  o,         U'(=«U'U". 

Si  U  était  du  second  degré  en  w,  U,  serait  du  troisième  degré, 
et  Ton  voit  de  suite  (uron  aurait  dans  (4)  nn  terme  en  w^,  prove- 
nant de  (UU^  —  U'U,),  (|ui  ne  |)ourrail  disparaître.  Si  U  est  du 
premier  degii-,  on  tombe  sur  Jes  développahles  à  profil  rectiligne. 
Donc  ce  premier  cas  ne  peut  rien  donner. 

Deuxième  cas  :  [yt]   7^0.  — ^  De  l'équation  (G)  on  tire  alors 

u;  =  «u"', 

d'où 

Ui  =  «  U'-f-  ^f/  -(-  c. 

Alors,  si  dans  la  valeur  àe y  on  change  V,  en  Y,  -\- a,  on  voit 
que  U(  diminue  de  a\j' .  On  peut  donc  prendre 

Ui  ~  au  -+-  b. 

L'équation  (5)  donne  alors,  en  remarquant  que  V^  ne  peut  être 
nul, 

U'  U"-  UU"'=  e\]"'        (a  =.  const.). 

En  ajoutant  (  —  c)  à  U  et  V,  on  peut  supposer 

U'U"-UL]"'=o, 
d'où 

U" —  m-\J  =  o         (m  =  const.). 
Cette  équalion  possède  deux  types  différents  de  solutions  : 

U  =  A  cosduui  H-  «0)         (A  et  t/y  —  const.) 
et 

U  =  e"'"-*-"o. 

Le  premier  ijpe  se  ramène,  par  liomothétie  et  changements  de 
variables  évidents  sur  u  et  ç,  à 

U  =  COSM. 

En  portant  celte  valeur,  ainsi  que  celle  de  U, ,  dans  (4),  on 
constate  tout  de  suite  que  (ctle  étpiation  ne  peut  être  vérifiée  iden- 
tiquement si  VV,  =z^  o. 
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Il   ne  nous  reslr   (hmc   que  le  second   ijpe  (qui   est   celui   que 

nous  avions  primitlvnnenl  oublié),   lequel  peut  se  mellre  sous  la 

forme 

U  —  e". 

I/équalion  (4  )  cievienl 

e"\a—{aH  -h  6)  -)-  \'V,]  —  (V'(  —  a\  )  =  o. 

Le  terme  en  ae"  exige  d'abord  que  a  soil  nui. 
Il  ne  nous  reste  plus  alors  à  vérifier  que 

v;  =  o,        VV,  =  h. 

D'où,  eu  choisissant  conveual)lement  r  et  négligeant  une  liomo- 
thélie  sur  x  et  j', 

On  reliouve  bien  l'élénieut  litiéaire  (1).  Quant  à  x  et  à  j^,  ils  ont 
les  valeurs  suivantes  : 


y 


=  b 


On  peut  remarquer  (|ue  la  constante  de  Clairaut  estjndépen- 
dante  de  v;  donc  les  lignes  {v)  proviennent  par  déformation  de 
géodésiques  égales  de  la  surface  de  révolution. 

On  retrouve  ainsi  un  résultat  de  M.  Dini.  An  reste,  on  vérifiera 
facilement  que  l'élément  linéaire  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ds-  =  du-  -;-./"■-  (  "  —  «t'  /'  t^l^^- 


GÉOMÉTRIE  INFINITÉSIMALE.  -  SUR  UNE  DÉMONSTRATION 
DE  JOSEPH  BERTRAND: 

Par  m.  J.  HAAG. 


Joseph  Bertrand  a  (ait  paraître  autrefois,  dans  les  Comptes 
rendus  (t.  (>XXI,  p.  021),  une  démonstration  géométrique  du 
théorème  suivant  : 

Les  sphères  et  Les  plans  sont  les  seules  surfaces  qui  puissent. 
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dans  toutes  les  translations  possibles,  engendrer  une  famille 
de  Lamé. 


(^elle  proposition  esl  exacte,  car  elle  a  été  établie  depuis,  au 
moyen  de  méthodes  difteienles,  par  divers  géomètres;  mais  la 
démonstration  de  J.  Bertrand  n'est  pas  rigoureuse. 

Voici  la  faule  de  raisonnement  commise  par  l'illustre  géomètre. 
Il  considèie  un  point  A  (juriconque  de  la  surface  (S)  et  la  nor- 
male AN  en  A  il  cette  surface.  Puis  il  suj)puse  qu'on  imprime  à  (S) 
une  translation  parallèle  à  AN  et  remarque  (|ue  la  droite  AM  sera 
dans  ces  conditions  une  trajectoire  orthogonale  de  la  famille  de 
surfaces  ainsi  ohtenue.  Il  en  conclut  que  cette  droite  sera  Vinter- 
section  de  deux  surfaces  appartenant  aux  deux  autres  familles 
qui  complètent  le  système  triple.,  surfaces  qui.,  dit-il,  seront 
des  cylindres  engendrés  par  la  translation  des  deux  lignes  de 
courbure  de  (S)  qui  passent  en  A.  Or,  c'est  cette  conclusion  qui 
est  erronée.  Il  résulte  en  eflel  de  notre  Note  du  3  août  igo8  que  si 
u  el  V  sont  les  variables  canoniques,  paramètres  des  lignes  de 
courbure  de  (S),  toute  surface  (S,  )  de  la  seconcJe  famille  peut  être 
construit^  de  la  manière  suivante  :  on  fera  subir  à  la  ligne  de  païa- 
mètre  u  une  translation  parallèle  à  AN  et  d'amplitude  0| — u,  pi 
étant  le  paramètre  de  (S,).  Quand  u  varie,  on  oljtient  un  ensemble 
de  courbes  qui  constitue  la  surface  (Sj).  Comme  toutes  les  lignes  (a) 
de  (S)  ne  peuvent  s'appuyer  sur  AiN,  quel  que  soit  le  point  A,  il 
en  résulte  que  AN  ne  fait  partie  d'aucune  surface  de  la  seconde 
famille.  [Ceci  serait  en  défaut  si  la  surface  était  une  surface  mou- 
lure de  noyau  parallèle  à  AN;  mais  il  est  évident  que  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  pour  tous  les  points  A  de  (S),  sauf  si  celle-ci  esl  une 
spbère.] 

Celte  droite  est  cependant  bien  une  trajectoire  orthogonale  des 
surlaces  {'è).  Mais  c'est  une  trajectoire  singulière^  envelo|)|je  des 
trajectoires  ordinaires  qu'on  déduit  par  translation  de  la  ligne  de 
seconde  courbure  issue  de  A  de  la  surface  (S,)  qui  passe  par  ce 
point. 

D'une  façon  générale,  étant  donné  un  système  triple  orthogonal 
quelconque,  les  trajectoires  des  surfaces  (p)  par  exemple  forment 
une  congruence.  Or,  on  peut  distribuer  ces  courbes  en  une  infinité 
de  familles  à  un  paramètre  admettant  chacune  une  enveloppe  E 
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(voir  |);ir  exemple  Dauboux,  Théorie  des  surfaces,  1. 11,  j).  <)).  (Les 
dilVérenles  courbes  E  engendrent,  comme  on  sait,  les  nappes  de  la 
surface  focale  de  la  congruence.)  (Chacune  des  courbes  E  esl  évi- 
demment une  trajectoire  orlbogonale  des  surfaces  (p);  mais  c'est 
une  trajectoire  singu licre  cpii  ne  fait  partie  d  aucune  surface  du 
système  triple  ori  liogonal.  Elle  correspond  en  somme  à  une  solu- 
tion singulière  du  système  cV équations  différentielles  cjui définit 
les  trajectoires  des  surfaces  (p).  On  a  un  exemple  sim|)le  de  ces 
trajectoires  singulières  dans  les  arêtes  de  rebroussement  des  déve- 
loppables  engendrées  par  des  normales  à  une  même  surface. 

Nous  avons  tenu  à  mettre  en  évidence  la  faute  commise  par 
J.  Bertrand,  parce  qu'en  faisant  des  raisonnements  de  ce  genre  on 
peut  être  conduit  à  des  résultats  inexacts. 

C'est  ainsi  que  M  Carrus,  dans  un  Mémoire  publié  assez  récem- 
ment dans  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  (2"  série, 
la*^  cabier,  p.  6-  et  suiv.)  a  été  conduit  à  énoncer  des  propo- 
sitions erronées.  11  a  affirmé,  entre  auires  clioses,  que  les  seules 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  sjsième  qui  puissent 
engendrer  une  famille  de  Lamé  dans  une  translation  étaient  les 
périspbères  de  M.  L.  Lévy.  Or,  ceci  est  en  contradiction  manifeste 
avec  les  résultats  de  notre  Note  du  21  mars  dernier. 
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IJND  (B.  ).  —  Uber  d\s  letzte  Fërmat'sghe  Theorem  {Ahhandlungen 
zur  Geschichte  der  niatliematischen  Wissenschaften  mil.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen,  begriindet  von  Moritz  Gantor).  Une  brochure 
in-8,  65  pages.  Leipzig,  Teubner,  1910. 

Depuis  que  l'ouverture  d'un  concours  retentissant  a  donné  un 
regain  d'actualité  au  dernier  théorème  de  Fermai  sur  l'équation 
x"  +y"  =  ^",  on  a  vu  et  l'on  doit  s'attendre  à  voir  encore  le  nombre 
des  Mémoires  consacrés  à  cette  célèbre  question  subir  une  aug- 
mentation peu  en  rapport,  il  faut  le  craindre,  avec  l'avantage  que 
la  Science  sera  à  même  d'en  retirer. 

Faut-il  ajouter  que  parmi  leurs  auteurs,  un  bon  nombre  —  si 
l'on  doit  en  juger  par  l'exemple  du  passé  —  n'ont  vraisemblable- 
ment qu'une  idée  bien  confuse  de  la  nature  de  la  question  et  de 
ses  difilcultés?  C'est  sur  ces  points  que  M.  Beuno  Lind  entreprend 
de  les  éclairer.  Il  rend  ainsi  service  à  tout  le  monde;  non  seule- 
ment à  ceux  qui  abordent  le  problème  sans  préparation  suffisante 
et  qu'il  rappellera,  espérons-le,  à  une  sage  modestie,  mais  ;iussi 
à  ceux  qui  peuvent  l'étudier  utilement  et  qu'il  arme  d'une  manière 
solide  en  les  documentant  sur  les  résultats  déjà  obtenus. 

Même  en  faisant  abstraction  des  travaux  fondamentaux  parlés- 
quels  Kummer  a  révolutionné  celte  théorie,  ces  résultats,  depuis 
les  formules  par  lesquelles  Abel  représente  les  solutions  de  l'équa- 
tion supposée  possible,  jusqu'aux  travaux  de  M.  Wseferich  et  aux 
compléments  qui  leur  sont  a[)porlés  par  M.  Lind,  consliluent  déjà 
un  eliort  considérable  et  à  parcourir  leur  liste,  telle  que  la  dres.se 
M.  Lind,  on  est  presque  étonné  de  ne  pas  y  trouver  les  éléments 
d'une  solution  véritable  de  la  question. 

Quant  à  la  théorie  de  Kummer,  l'auteur  en  dit  quelques  mots 

à  la  fin  de  son  exposé  historique.  Il  n'aurait  certes  pu  en  donner 

même  une  idée  sommaire  sans  ajouter  à  sa  brochure  une  autre  de 

longueur  au  moins  égale.  Peut-être  aurait-il  pu  s'étendre  encore 
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iiii  |)(;u  plus  sur  ce  qui  est  devenu  aujoiirtl'liiii   le  centre  même  du 
sujet. 

Chemin  faisant,  il  n'oublie  pas  de  parler  de  quelques-unes  des 
nombreuses  di-monstrations  erronées  qui  ont  été  présentées  et  au 
besoin  de  les  réfuter.  Avons  la  charité  de  ne  pas  insister  sur  ce 
musée  des  horreurs. 

Non  moins  utile  aux  travailleurs  sera  la  liste  bibliographique 
annexée  à  son  travail  et  où  les  différents  Mémoires  parus  sur  la 
question  sont  classés  par  ordre  alphabétique. 

J.  H. 


MANNOURY  (G.).  — Methodologisciies  und  Philosophisches  zur 
Elementar-Matiiematik.  Un  vol.  iii-8,  276  p.  Harlem,  P.  Visser 
Azn,  1909. 

Ce  Livre  résume  un  cours  que  M.  Mannourv  fait  à  l'Université 
d'Amsterdam  depuis  1906.  Il  est  divisé  en  deux  parties  :  les  fonde- 
ments de  l'Arithmétique  et  les  fondements  de  la  Géométrie  :  on 
remarquera,  d'une  part,  l'importance  plnlosophunie  que  l'auteur 
attribue  à  la  Géométro^rapliie  et,  d'autre  part,  la  place  qu'il 
donne  à  la  Logique  mathématique  :  celle-ci  constitue  le  premier 
Chapitre  des  londemenls  de  la  Géométrie.  Pour  ce  (|ui  est  de 
l'Arithmétique,  on  traite  successivemenl  de  l'unité  et  de  la  multi- 
plicité, du  nombre,  du  fini  et  de  l'infini,  de  l'extension  de  la 
notion  du  nombre,  des  nombres  irrationnels,  de  la  mesure  des 
grandeurs.  L'auteur  est  assurément  aussi  averti  que  subtil  :  son 
Livre  m'a  paru  fort  intéressant  et  instructif. 

J.  T. 


DEGOURDEiMANGHE  (  J.-A.).  —  Traité  pratique  des  poids  et  des  mesures 
DES  peuples  anciens  ET  DES  Arabes.  Un  vol.  in-8,  i44  p-  Paris,  Gauthier- 
Vil  lars,  190g. 

\J Essai  sut-  les  systèmes  métriques  et  monétaires  des  anciens 
peuples,  de  Vasquez  Queipo,  est  le  dernier  Volume  d'ensemble 
publié  sur  la  métrologie  ancienne  et  celle  des  Arabes.  Il  comporte 
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deux  Volumes  in-4°;  il  est  rare  et  coûteux.  Le  petit  Volume, 
facile  à  étudier  et  à  consulter,  que  publie  M.  Decourdemanche, 
rendra  les  meilleurs  services. 

«  Toutes  les  mesures  anciennes,  tous  tes  poids  anciens,  sont  en 
relation  directe  avec  les  poids  de  trois  talents  :  le  babjlonicn, 
l'assjrien  et  l'égyptien.  »  En  raison  des  rapports  simples  de  ces 
talents,  il  suffît  de  connaître  la  valeur  exacte  d'un  élément  quel- 
conque (poids  ou  mesure)  pour  être  en  état  d'en  déduire  la  valeur 
de  tous  les  autres  éléments. 

L'auteur  a  adopté  f^s  pour  la  valeur  du  tétradrachme  antique, 
d'où  résultent  pour  le  talent  égyptien,  le  talent  babylonien  et  le 
talent  assyrien  des  poids  de  4^  Soo^,  326408,  29  3^6^  et,  |)Our  le 
pied  assyrien,  une  longueur  égale  à  o"',3o8.  Les  colonnes  exté- 
rieures du  Parthénon  ont,  en  pieds  assyriens,  une  longueur  égale 
à  33  l",  ce  qui  correspond  bien  à  la  longueur  mesurée,  soit  io"%285. 

Ce  point  de  départ  bien  établi,  les  équivalences  que  donnent 
les  mélrologues  grecs  de  l'Ecole  d'Alexandrie,  les  mathématiciens 
arabes,  les  données  relatives  aux  poids  insérées  dans  les  traduc- 
tions arabes  de  Galien  et  dans  les  Ouvrages  médicaux  niusuljnans 
|jermettent  de  construire  les  Tableaux,  en  mesures  métriques,  des 
divers  poids  ou  mesures  utilisés  tant  |)ar  les  Anciens  que  par  les 
Arabes. 

J.  T. 


HANCOCK  (H.).  —  Lectures  on  the  theory  of  elliptic  functions. 
Tome  I  :  Analysis.  In-8,  xxui-498  pages.  New-York,  J.  Wiley  and 
Sons,  1910. 

Hermite  a  montré  que  si  l'équation 

où  le  |iremier  membre  est  un  polynôme  en  z  ft-r-'  admet  une  inté- 
grale qui  soit  une  fonction  analytique  uniforme  de  m,  les  deux 
variables  :;  et  -r^  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'une 
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variable  t  dans  le  cas  où  rinlégrale  est  soit  une  fonclion  rationnelle 
tic  //,  soit  une  lonclion  simplement  |)ériodi(|ue,  el  que  lorsque 
rinlégrale  est  une  fonction  doublemenl  périodique  de  u,  les  deux 

variables  :;  el  -r^  peuvent  s'exprimer  par  des  formules  qui  ne  con- 
tiennent ])as  d'autre  irrationalité  qu'un  radical  carré  portant  sur 
un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Weierstrass  a  établi  que  les  trois  catégories  de  fonctions  dont 
on  vient  de  parler,  à  savoir  :  les  fonctions   ralionnciles  de   //,   les 

fonctions  rationnelles  de  e  "^  (fonctions  simplement  périodiques), 
les  fonctions  rationnelles  de  pu  et  de  p'  a  (fonctions  doublement 
périodiques),  ont  toutes  un  tbéorème  d'addition  algébrique.  Les 
deux  premières  catégories  de  fonctions  peuvent  être  regardées 
comme  des  cas  limites  de  la  troisième. 

M.  Méray  a  montré  que,  entre  une  fonction  doublement  pério- 
dique et  sa  dérivée  premirre,  il  exisie  une  relation  algébrique  du 
type  (I),  à  laquelle  on  donnera,  dans  ce  qui  suit,  le  nom  Adéqua- 
tion éliminante.  Il  en  est,  d'ailleurs,  de  même  pour  les  deux 
premières  catégories  de  fonctions. 

L'existence  d'une  relation  algébrique  entre  o{^u-\-v\  '^(u) 
et  o{ç)  ne  suffit  pas  pour  que  cp(«)  ait  un  théorème  d'addition 
algébrique;  un  pareil  théorème  implique,  en  outre,  l'existence 
d'une  équation  éliminante;  d'où  le  caractère  fondamental  de  cette 
équation. 

Ces  importantes  notions  sont  développées  dans  les  Cha- 
pitres IT  et  111  du  Traité  de  M.  Hancock.  L'auteur  y  tire  le  plus 
grand  parti  de  ce  fait  que  le  prolongement  d'une  (onction  analy- 
tique n'altère  pas  ses  propriétés  caractéristiques.  Les  notions  pré- 
liminaires sur  la  convergence  des  séries  et  des  produits  infinis, 
l'étude  des  fonctions  rationnelles  et  circulaires,  la  définition  des 
fonctions  analytiques,  avaient  été  traitées  dans  le  Chapitre  I.  Dans 
le  Chapitre  11,  on  considère  les  propriétés  caractéristiques  des 
fonctions  analytiques  uniformes  qui  ont  un  théorème  d'addition 
algébrique;  application  est  faite  aux  fonctions  rationnelles  et 
exponentielles;  on  étudie  enfin  les  fonctions  simplement  pério- 
diques. 

Dans  le  Chapitre  IV,  l'auteur  établit  l'existence  de  fonctions 
qui  admettent  deux  périodes  et  discute  la  nature  de  ces  périodes; 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  1^5 

il  montre  qu'une  fonction  analytique  uniforme  ne  peut  avoir  plus 
de  deux  périodes. 

La  coiislruclion  (les  fonctions  doublement  périodiques  est  l'objet 
du  Cli,q)itre  V.  Ilermile  a  réalisé  un  grand  progrès  dans  cette 
théorie  en  construisant  d'une  façon  simple  les  fonctions  double- 
ment périodiques  d'ordre  quelconque  au  mojen  de  ces  fonctions 
intermédiaires,  dont  les  fonctions  S  de  Jacobi  constituent  un 
cas  |)articulitr.  M.  Hancock  montrera  ultérieurement  que  les 
autres  méthodes  développées  dans  le  Chapitre  XX  pour  représenter 
une  fonction  doublement  périodique  dépendent  toutes  des  mé- 
thodes exposées  dans  le  Chapitre  V. 

Après  avoir  établi  diverses  propriétés  caractéristiques  des  fonc- 
tions périodiques;  après  avoir  prouvé,  en  particulier,  que  la 
fonction  elliptique  la  plus  générale  s'exprime  algébriquement  au 
moven  d'une  fonction  elliptique  de  second  ordre,  il  montre  com- 
ment l'équation  éliminante  associée  à  une  telle  fonction  peut  être 
simplifiée  :  cette   équation    est   ramenée  à  être    du  second  degré 

en  -7^,  les  coefficients  étant  au  plus  du  quatrième  degré  en  z.  En 
au  '  '■ 

la  résolvant,  on  reconnaît  que  u  est  une  intégrale  de  la  lorme 


-/■ 


rh 


■(^)±v/iH^) 


La  surface  de  Riemann  correspondante  est  introduite  dans  le 
Chapitre  VI  ;  on  y  montre  comment  toute  fonction  uniforme  d'un 
point  sur  celte  surface  satisfait  à  une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels;  ou  y  traite  de  l'intégration  et  de  la  théorie 
des  résidus;  on  y  étend  les  méthodes  qu'on  doit  à  Hermite,  pour 
le  plan  complexe. 

On  revient  ensuite  (Chapitre  VII)  à  l'intégrale  déduite  de 
l'équation  éliminante  pour  traiter  cette  question  :  sous  quelles 
conditions  la  limite  siq)érieure  z  de  l'intégrale  est-elle  une  fonction 
uniforme  de  m?  Le  problème  de  l'inversion,  auquel  on  est  ainsi 
amené,  est  traité  d'une  façon  vraiment  simple  au  moyen  de  la  sur- 
face de  Riemann  :  on  montre  que  z  peut  être  exprimé  par  le  quo- 
tient de  deux  fonctions  X3.  En  vertu  d'un  théorème  du  à  Rriot  et 
Bouquet,  la  fonction  elliptique  la  plus  générale  peut  être  exprimée 
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en  fonction  rationnelle  de  z  et  de  5  =y/«o-''  +  cifZ''^  -\-  .  . .]  il  en 
résulte  que  toute  fonction  analytique  uniforme  qui  a  nu  tlirorème 
d'addition    algébrique    est    une    fonclion    rationnelle    de    w,    une 

fonction  rationnelle  de  e  '"  ou  une  fonclion  ralionncll(i  (\c  pu,  p'u . 
En  d'aulrcs  termes,  toute  ("onction  analyli(|ue  uniforme  transcen- 
dante (|ui  a  un  théorème  d'addition  algébrique  est  siniplement  ou 
doublement  périodique.  La  classe  des  fonctions  elliptiques  em- 
brasse les  fonctions  rationnelles,  les  fonctions  simplement  pério- 
diques, les  fonctions  dotdilementpériodiqiies.  Toutes  ces  fonctions 
ont  un  théorème  d'addition  algébrique;  elles  sont  les  seules, 
parmi  les  fonctions  uniformes,  à  jouir  de  celte  propriété. 

Dans  le  Chapitre  VIII,  on  traite  des  intégrales  des  fonctions 
elliptiques  générales,  ou,  si  l'on  veut,  des  intégrales  qui  portent 
sur  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  s.  Elles  sont  ramenées  aux 
trois  formes  canoniques  de  Legendre,  connues  sous  le  nom  d^inté- 
grales  de  première^  de  deuxième  et  de  troisième  espèce.  Ce 
même  Chapitre  contient  une  étude  très  soignée  des  invariants  et 
covariants  d'une  forme  quartique  binaire  et,  en  particulier,  la 
démonstialion  de  la  relation  d'Hermite,  entre  les  invariants  et  les 
covariants  fondamentaux.  On  est  ainsi  conduit  à  la  forme  normale 
de  Weierstrass  et  à  la  transformation  qni  permet  de  passer  de  la 
forme  de  Weierstrass  à  celle  de  Legendre.  Le  Chapitre  IX  est  con- 
sacré aux  modules  de  périodicité  et  aux  périodes  des  (onctions 
elliptiques,  pour  les  formes  normales  de  Legendre  et  de  Weier- 
strass, avec  les  notations  de  Jacobi  et  de  Weierstrass.  On  y  montre 
comment  se  fait  la  représentation  conforme  de  la  surface  de 
Riemann  sur  le  parallélogramme  des  périodes. 

Dans  le  Chapitre  X,M.  Hancock  traite  des  fonctions  ^7,  de  leurs 
développements  en  séries  Irigonométriques  et  en  produits  infinis, 
du  théorème  fondamental  de  Jacobi,  relatif  à  l'addition  de  ces 
fonctions.  Il  passe  ensuite  (Ch.  XI)  aux  fonctions  sn,  en,  dn, 
dont  les  propriétés  fondamentales  résultent  immédiatement  des 
propriétés  des  fonctions  .^;  il  traite  de  la  translormation  imaginaire 
de  Jacobi,  de  la  transformation  de  Landen,  des  développements 
tant  en  séries  entières  en  u  qu'en  séries  Irigonométriques,  par  des 
méthodes  dues  à  Hermite  ou  à  Briot  et  Rouquet. 

Le  Chajîitre  XII  est  consacré  aux  fonctions  doublement  pério- 


COMPTES   RENDUS  ET   ANALYSES.  127 

diqiies  de  seconde  espèce  (Hermite).  On  y  montre  commenl  une 
telle  fonction,  à  multiplicateurs  donnés,  peut  s'exprimer  an  moyen 
d'une  fonction  fondamentale,  dont  on  étudie  la  construction.  Le 
cas  exceptionnel  (Mittag-Leffler)  est  traité  avec  soin.  Application 
est  faite,  d'une  part,  au  théorème  d'addition  des  fonctions  sn, 
d'autre  part,  aux  formules  données  par  Jacobi  pour  le  mouvement 
de  rotation. 

Dans  le  Chapitre  suivant  (XIII),  M.  Hancock  traite  des  inté- 
grales elliptiques  de  deuxième  espèce.  H  montre  comment  on  peut 
former  une  intégrale  fondamentale  qui  devient  algébriquement 
infinie  en  un  point  de  la  surface  de  Riemann  et  seulement  en  un 
point,  et  comment  on  peut  remplacer  une  intégrale  qui  devient 
algébriquement  infinie  en  un  point  donné  de  la  surface  de  Rie- 
mann; il  étudie  les  intégrales  de  Legendre  et  Jacobi;  il  montre, 
au  moyen  de  la  surface  de  Riemann,  comment  on  détermine  les 
modules  de  périodicité  et  établit  la  formule  de  Legendre;  il 
introduit  la  fonction  Z  de  Jacobi,  montre  ses  relations  avec  les 
fonctions  2r  et  les  fonctions  de  Weierstrass,  donne  son  déve- 
loppement en  série  procédant  suivant  les  puissances  de  l'argument. 

Nous  arrivons  à  la  théorie  de  Weierstrass  (Chap.  XIV  ).  La 
relation  entre  pu  et  snu  a  déjà  été  établie  au  Chapitre  \  lll.  Il  est 
maintenant  facile  d'exprimer  les  autres  fonctions  et  quantités  qui 
entrent  dans  la  théorie  de  Weierstrass  au  moyen  de  celles  qui 
constituent  les  éléments  de  la  théorie  de  Jacobi,  les  fonctions  a"  au 
moven  des  fonctions  3;,  la  fonction  ^  =  ^  au  moyen  de  la  fonction  Z 

de  Jacobi,  etc. 

Les  formules  fondamentales  de  la  théorie  de  Weierstrass  sont 
développées  au  Chapitre  XV;  l'auteur  part  de  cette  série  et  de  ce 
produit  infini  qui  mettent  en  évidence  les  pôles  de  la  fonction  j3, 
les  zéros  de  la  fonction  d\  il  établit  la  convergence  de  ces  expres- 
sions et  ne  manque  pas  de  rappeler  les  anciennnes  recherches 
d'Eisenslein.  11  donne  les  séries  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances de  l'argument  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctu)iis  des 
invariants,  les  séries  et  les  produits  dont  les  termes  ou  les  facteurs 
sont  des  fonctions  simplement  périodiques;  il  exprime  enfin  les 
fonctions  ellipticpies  de  Weierstrass  comme  quotient  des  fonc- 
tions ij. 

Le  Chapitre  XVI  traite  des  théorèmes  d'addition.  Ce  théorème 
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pour  les  fonctions  de  Jacobi  est  d'abord  déduit  direcleuicnl  du 
théorème  d'addition  pour  les  fonctions  3.  l*our  les  fonctions  de 
Weierstrass,  il  résulte  ininn'dialement  de  l'expression  de  la  diffé- 
rence entre  deux  fonctions  p  au  mojen  des  fonctions  'i.  Après 
avoir  ifi|)|)elé  les  méthodes  d'Euler,  de  Lagranj^eet  de  M.  Darhoux, 
l'aulenr  montre  comment  les  formules  de  la  tln-orin  de  Weier- 
strass peuvent  se  déduire  directement  de  celles  de  la  théorie  de 
Jacohi.  Les  formules  pour  l'addition  d'une  demi-période  ou  diin 
quart  de  période  fournissent  une  vérification. 

Dans  le  Chapitre  XVIT,  on  montre  comment,  en  parlant  de 
leurs  propriétés  caractéristiques,  il  est  possible  de  parvenir  aux 
fonctions  cj  et,  en  même  temps,  de  mettre  en  évidence  leurs  rela- 
tions avec  les  fonctions  !c7;  on  donne  ensuite  les  formules  relatives 
à  l'addition  d'une  demi-période  ou  d'un  quart  de  période,  tant 
pour  les  fonctions  a"  que  |)Our  les  fonctions  de  Jacobi,  regardées 
comme  quotients  de  fonctions  g";  on  établit  les  formules  d'addi- 
tion, ainsi  qu'une  formule  de  récurrence  qui  permet  de  dévelo|)per 
les  fonctions  d  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  l'ar- 
gument et  dont  les  coefficients  dépendent  des  invariants. 

C'est  dans  le  Chapitre  XVIII  qu'on  trouvera  les  valeurs  des 
fonctions  3  et  'j  pour  l'argument  égal  à  o  ou  à  un  quart  de  période, 
exprimées,  ainsi  que  divei's  autres  transcendantes,  au  moyen  de  r/^ 
tant  par  des  séries  que  par  des  produits  infinis;  on  en  déduit  des 
formules  pour  les  modules,  les  racines  quatrièmes  des  modules, 
les  modules  de  {)ériodicité,  etc.  Les  points  d'end)ranchement,  les 
racines  quatrièmes  des  différences  entre  les  afiixes  de  ces  points 
dans  la  théorie  de  Weierstrass,  sont  exprimées  au  moyen  de  cer- 
taines fonctions  "xj.  On  a  ainsi  les  relations  entre  les  constantes 
des  théories  de  Jacobi  et  de  Weierstrass.  Les  fonctions  S?  sont 
ainsi  exprimées  au  moyen  des  transcendantes  de  Weierstrass,  et 
les  fonctions  d  au  moyen  des  transcendantes  de  Jacobi. 

M.  Hancock  construit  ensuite  (Chap.  XIX)  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  sous  sa  forme  la  pins  simple,  c'est-à-dire  une  inté- 
grale qui  devient  infinie  logarithmiquement  en  deux  points  de  la 
surface  de  l>iemann,  et  la  surface  simplement  connexe  correspon- 
dante. Il  en  déduit  les  nu^dules  de  périodicité.  Adoptant  ensuite 
les  notations  de  Jacobi,  il  montre  comment  l'intégrale  de  troisième 
espèce  s'exprime  au  moyen  des  fonctions  ."j,  et  celte  forme  même 


COMPTES    RENDUS    ET    ANALYSES.  129 

|)(;rniel  de  voir  commenL  le  parainèlre  cl  l'argiiinenl,  peuveiil  êlre 
échangés.  Tl  inlroduil  aussi  la  fonction  ii  el  en  élahlil  le  lliéorènie 
d'addition.  Les  résullals  correspondants  sont  aussi  ol)lenus  avec  la 
notation  de  Weierstrass. 

Le  Cliapilre  XX  est  consacré  aux  diverses  représentations  ana- 
lytiques des  fonctions  doublement  périodiques  d'ordre  quelconque 
et  de  leurs  inlégraies. 

Pour  les  premières,  on  donne  cinq  modes  de  représentation  : 

i"  La  formule  d'Hermite,  établie  déjà  au  Chapitre  V,  où  la 
fonction  est  décomposée  en  éléments  simples.  Cette  formule  est, 
d'ailleurs,  donnée  tant  avec  la  notation  de  Jacobi  qu'avec  celle  de 
Weierstrass,  et  l'on  fait  ressortir  combien  elle  est  adaptée  à  l'inté- 
gration ; 

2"  La  formule  de  Liouvillc  où,  avec  la  notation  de  Weierstrass, 
une  fonction  doublement  périodique  est  exprimée  rationnellement 
au  moyen  de  pu  et  de  p'u  ; 

3"  Représentation  par  un  quotient  de  produits  de  fonctions  3* 
ou  ?j  ; 

4"  Représentation  par  une  série  dont  les  termes  sont  des  frac- 
tions rationnelles  ; 

5"  Représentation  par  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  ou  des  fonctions  exponentielles. 

En  même  temps,  on  montre  que  toute  intégrale  elli|)tique  jieul 
s'exprimer  au  moyen  d'une  inlégralcelliptique  de  première  espèce, 
d'une  intégrale  elliptique  de  deuxième  espèce,  d'un  nombre  fini 
d'intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce,  d'une  fonction  ration- 
nelle de  pu  et  de  p'u.  On  montre  aussi  comment  les  modules  de 
périodicité  peuvent  être  déterminés  dans  le  cas  général. 

L  objet  du  dernier  Chapitre  (XXI)  est  la  détermination  de 
toutes  les  fonctions  analytiques  qui  ont  un  théorème  d'addition 
algébrique.  Au  Cha[)itre  11,  le  problème  avait  été  restreint  aux 
fonctions  uniformes.  Quand  on  supprime  cette  condition,  la  (onc- 
tion cherchée  est  racine  d'une  é(piation  algébrique  dont  les 
coefficients  s'expriment  rationnellement  au  moyen  d'une  fonction 
analytique  uniforme,  laquelle  a  un  théorème  d'addition  algé- 
biicpie. 

Dans  le  Tableau  de  formules,    qui  CMulicnt  une  quar.inlainc   de 
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pages,  les  formules  de  Jacobi  et  celles  de  Weierstrass  sont  juxta- 
posées. 

En  introduisant  l'équation  éliminante,  en  étudiant  au  moyen  de 
la  surface  de  Riemann  les  fonclions  (|ui  ont  un  théorème  d'addi- 
tion algébrique,  M.  Hancock  a  voulu  constituer  une  théorie  vrai- 
ment compréhensive,  embrassant  comme  cas  particulier  les  deux 
grandes  théories  de  Jacobi  et  de  Weierstrass.  Les  formules  corres- 
pondantes dans  ces  deux  théories  sont  souvent  développées  d'une 
façon  parallèle,  de  manière  à  bien  mettre  leurs  liaisons  en 
évidence. 

Il  convient  de  signaler  le  soin  avec  lequel  M.  Hancock  fait  res- 
sortir l'importance  de  l'œuvre  d'Hermile  (')  et  Tinfluence  même 
que  celte  œuvre  a  exercé  sur  la  composition  de  son  Livre. 


BOHR  (H.)-  —  BiDRAG  TiL  DE  D[richlet'ske  Rakkers  Theori.  Afhandling 
FOR  DEx  FiLosoFisKE  DoKTORGRAi)  C^).  I11-8,  ix-i36  pagcs.  Kobcnhavii, 
G.-E.-C.  Gad;  1910. 

Les  séries  de  Dirichlet  servent  à  définir  des  fonctions  qui  n'ont 
pas,  en  général,  de  frontières  naturelles  aux  limites  des  domaines 
de  convergence  des  séries.  L'auteur  a  essayé  d'y  remédier  par  un 
autre  usage  des  mêmes  séries,  en  se  contentant  de  leur  summabi- 
lité,  définie  par  Gesàro  dans  sou  célèbre  Mémoire,  inséré  au  pré- 
sent Bulletin  en  1890,  sur  la  multiplication  des  séries.  Il  j  a  réussi  : 
Tintroduction  de  la  summabilité  lui  a  permis  d'étendre  le  domaine 
où  les  séries  de  Dirichlet  définissent  les  fonctions  jusqu'à  des 
limites  marquées  par  des  propriétés  analytiques  des  fonctions 
elles-mêmes. 


(')  Pendant  une  période  assez  longue,  Jlcrmile  a   fait  chaque  année  quelques 

leçons  à  la  Sorlionne  sur  les  fonctions  elliptiques.  Il  apportait,  à  faire  ressortir  les 

mérites  des  autres  et  à  se  taire  sur  lui-même,  un  scrupule  presque  excessif.  C'est 

précisément  parce  qu'il  l'enseignait  que  beaucoup  de  ses  auditeurs  ont  longtemps 

ignoré,  par  exemple,  que  la   formule  de   décomposition  en   éléments   simples  lui 

était  due. 

J.  T. 

(-)  Contribution  à  la  théorie  des  séries  de  Diric/det  (Thèse  de  doctoral). 
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La  première  Section  contient  un  exposé  très  clair  de  la  théorie 
de  la  convergence  des  séries  de  Dirichlel.  L'autenr  y  démontre  les 
critères  dus  à  Scheibner,  Dedekind,  Jensen,  Cahen,  Landau, 
Schnee,  Perron,  Hadamard,  ei  illustre  pai'  de  nouveaux  exemples 
l'existence  des  difiérentes  catégories  de  ces  séries.  Ici  et  dans  la 
Section  suivante  il  fait  usage  d'un  ihéorème  de  la  théorie  des 
fonctions  que  M.  E.  Lindelof  a  établi  dans  le  présent  Bulletin 
en  1908. 

L'exposé  de  la  théorie  de  la  convergence  est  essentiel  pour  l'éco- 
nomie du  Mémoire  à  cause  de  son  parallélisme  avec  la  théorie  sui- 
vante de  la  summabiiité,  ou  plutôt  parce  que  celle-ci  en  est  une 
généi'alisation  directe. 

L'auteur  s'en  occupe  dans  la  seconde  Section  qui  commence  par 
ime  orientation  sur  son  but  et  sur  les  voies  qui  l'y  ont  conduit. 

Le  paragraphe  1  de  cette  Section  contient  des  théorèmes  géné- 
raux sur  des  séries  summables  dans  le  sens  de  Cesàro.  En  particu- 
lier, la  circonstance  qu'il  faut  appliquer  ici  ces  séries  à  représenter 
des  (onctions  analytiques  dans  des  domaines  à  deux  dimensions  a 
demandé  une  généralisation  du  théorème  fondamental  de  Wcier- 
strasssur  les  séries  convergentes. 

Dans  le  paragraphe  2,  l'auteur  trouve  la  nature  des  domaines  où. 
une  série  de  Dirichlet  est  suiiimable  respectivement  du  i*^'",  2'",  ..., 
^ième  Qj.jpg  gj  démontre  que  dans  ces  domaines,  qui  sont  des  semi- 
plans  déterminés  par  les  perpendiculaires  à  Taxe  réel  (7  =  X,, 
(7=:)v25  ■  • -,  ^  =  ^>ri  la  valeur  de  summabiiité  représente  une  fonc- 
tion analytique  et  partout  régulière,  qui  pour  Xo^<j">  A^  est  une 
continuation  de  celle  qu'on  obtient,  pour  o-^Aq,  par  une  som- 
mation ordinaire. 

Après  des  applications  à  des  types  particuliers  des  séries  (§  3), 
l'auteur  exprime  (§  4)  )v  au  moyen  des  coefficients  et  applique  les 
résultats  à  documenter  l'existence  de  séries  dont  les  propriétés  de 
summabiiité  sont  particulièrement  simples,  et  qui  lui  seront  utiles 
dans  les  recherches  suivantes. 

Dans  le  paragraphe  o,  il  résout  le  problème  sur  la  distribution 
des  abscisses  (X,.);  de  summabilit  et,  dans  le  paragraphe  6,  il 
montre  comment  la  série  se  comporte  dans  le  voisinage  de  points 
de  la  limite  7  =  A^-;  dans  le  paragraphe  7,  comment  elle  se  com- 
porte pour  des  valeurs  infinies  de  l'ordonnée  t. 
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AiDsi  l'atiteiir  ;i  prépnré  la  soliilioii  (§  8)  de  ce  (|iril  appelle/^ 
p/()/)lème  de  siimmabilité  relaùï' m}\  séries  âc  Diriclilet.  Les  pro- 
priélés  analytiques  de  la  fonction  étant  données,  il  faul  en  déduiie 
la  déferminalion  de  la  limite  t^A  du  senii-pian  dans  lequel  la 
séiii-  pciil  élic  MMinnable  fd'iin  ordre  <-iicor<-  inconnu),  (^ela 
dé|ierid  de  ht  ré'i;iil;inlé  on  sin^iilari té  el  dt;  Tordre  inlinitésinial 
de  la  lonclion  anx  |)oinls  ':=y:.  L'atitenr  dislirii^ue  à  cet  éi;ard 
enire  trois  cas,  dont  il  prouve  ensnite  l'existence.  Il  finit  par  élablir 
lin  lliéorènie  général  sur  la   ninlliplication  des  séries  de  Diricidet. 

H.  Z. 


EINDEN  (1)'  R.),  Privat-docenl  fur  Physik  and  Meleorologie  an  der  kgl. 
Techn.  Hoclischule  in  Mïinchen.  —  Gasklt.eln,  Anwendungkn  ubkr  mecha- 
NisciiEN  Warmetheorie  alf  kosmologische  und  meteorologische  Pro- 
BF.EMK.  Mit  >,4  Figiiren,  12  Diagrammeii  und  5  Tafein  im  Text.  Teuhner.  1907. 

^^.  Emden  a  coordonné  dans  ce  Livre  nne  partie  des  Leçons 
qu'il  a  faites  à  Munich  de  1901  à  1904  sur  les  applications  de  la 
Tliermodjnamiqne  à  la  Météorologie  et  à  diverses  questions  de  Cos- 
mogonie. Tout  ce  qui  concerne  la  circidation  générale  de  l'almo- 
sphère  est  réservé  pour  un  antre  Volume.  Tout  le  Volnnu;  est  écrit 
avec  le  souci  de  rendre  faciles  les  applications  précises  de  la 
théorie;  on  trouve  dans  chaque  Chapitre  des  Tables  numériques 
d(kaillées,  souvent  résumées  sous  forme  de  diagrammes  cotés. 
Toute  la  théorie  est  applicable  aux  masses  formées  de  gaz  parfails 
pesants,  à  tous  les  degrés  de  condensation,  soit  en  masses  sphériques 
comme  le  Soleil,  soit  en  nébuleuses. 

L'intermédiaire  utilisé  |)0ur  tous  les  calculs  est  ce  que  l'auteur 
aj)pelle  la  Ira iisforniaLioa  polytropa;  c'est  une  transformation 
réversible  à  chaleur  spécifique  y  constante^ 

Q  =  Y(T2-T,). 

Suivant  la  valeur  attribuée  à  la  chaleur  spécifique,  on  obtient 
comme  cas    particuliers  les    transformations  à    pression   constante 

(y  =  C/,),  à    volume  constant  (y  =:  c^),  adiabaliqnes  (y=o),  iso- 
lin 'ii  nés  {^'  '=■  i  co)  el    nue  juliiiilt-  d'au t rcs. 

Les  pioMi'ines  d'équdibre  des    masses  gazeuses  sont    générale- 
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inenl  traités  en  supposant  que  la  masse  entière  est  soumise  à  une 
même  transformation  pol^trope  dans  toute  sa  protondeur,  el  les 
Tableaux  numériques  sont  établis  de  manière  à  |)Ouvoir  construire 
les  solutions  relatives  à  toute  loi  de  variation  de  la  elialeur  spéci- 
fique en  profondeur  arbitrairement  choisie. 

Ou  jugera  de  l'importance  des  questions  ainsi  abordées  d'après 
la  Table  des  matières. 

Première  Partie.  —   Théorie  (a3r  pages)  : 

Section  I,  —  Equations  fondamentales.  —  Cliaj).  I.  Les  gaz 
parfaits.  —  Cliap.  II.  Les  courbes  poljlropes.  —  Cliap.  III.  Les 
équations  hydrodynamiques. 

Si:cTioî<  IL  —  Relations  différentielles.  —  Cha|).  IV.  lùpiation 
différentielle  pour  une  sphère  poljtrope.  —  Cliap.  V.  Soiiilion  de 
l'équation  différentielle  (nombreux  Tableaux  numériques,  p.  -j- 
et  suiv.).  —  Cliap.  VI.  Exemples. 

Section  III.  —  Relations  intégrales.  —  Chap.  VIL  Les  sur- 
faces cosmogénétiques.  —  Cliap.  VTIL  L'énergétique  du  processus 
de  contraction. 

Section  IV.  —  Sphères  gazeuses  infiniment  grandes.  — 
Cha|).  IX.  Sj)hère  gazeuse  isotheiine.  —  C-hap.  X.  Sphères  gazeuses 
polvtropes  de  rayon  infini. 

Section  V.  —  Systèmes  mixtes.  —  Chap.  XL  Sphères  gazeuses 
dans  une  enceinte  solide  :  A,  Sphère  isotherme;  B,  Sphères  poly- 
tropes.  —  Chap.  XII.  Système  isotherme  polytrope.  —  Chap.  XIII. 
Sphères  gazeuses  à  noyau  solide. 

Deuxième  Partie.  —  Applications  {ix'j  pages)  : 
Chap.  XIV.  Masses  nébuleuses  cosmiques.  —  Chap.  XV.  Taches 
nébuleuses  et  étoiles  doubles.  —  Chap.  XVL  Réfraction  dans  les 
sphères  gazeuses.  —  Chap.  XVII.  La  Terre  et  son  atmosphère. 
—  Chap.  XVIII.  Le  Soleil  :  A,  Soleil  au  repos;  B,  Soleil  tour- 
nant; C,  Soleil  puisant. 

Supplément  (35  pages)  :  Historique  et  discussion. 

M.  B. 
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MELANGES. 


SUR  LES  QUARTIQUES  PLANES  PARALLÈLES 
Par  B.  HOSTINSKY. 


En  désignaiil  par  k  mie  coiislaiile  quelc()nt|iie  el  par  t  un  para- 
mètre variable,  on  dcniontre  aisément  que  les  éqnalions  suivantes 

*-'^  '~         3(4^^+1)       '  ""       3(4<^4-i) 

définissent  (en  coordonnées  rectangulaires  X,Y)  une  courbe 
nnicur.saie  du  quatrième  degré  à  3  points  de  rebroussemenf  (qui 
sont  tous  réels,  si  A"  est  réel). 

En  faisant  varier  A",  on  obtient  une  famdie  de  courbes  paral- 
lèles. De  plus,  on  j)eut  démontrer  :  //  ii'y  a  qu'un  seul  système 
de  quartiques parallèles;  il  est  représenté  par  les  équations  (i). 

Le  centre  de  courbure  (^,jk)  correspondant  à  un  point  [t)  de  la 
courbe  (i)  est  déterminé  par  les  formules  suivantes  : 

(2)  x  =  t-^-t\        y  =  it\ 

La  développée  commune  des  courbes  (i)  est  donc  une  cubique 
unicursale. 

Représentons  cbaque  cercle  de  rayon  (/')  et  de  centre  (:r,  y)  par 
le  point  (^•, j',  «'/•)  de  l'espace.  La  série  de  cercles  osculateurs 
ap|)artenant  à  une  courbe  (C)  du  système  (i)  sera  représentée  ainsi 
par  les  points  d'une  cubique  gauche  minima  (F);  les  tangentes 
de  (F)  vont  rencontrer  le  plan  (^x^y)  aux  points  de  la  courbe  (G). 

Les  courbes  (F),  étudiées  par  Lie,  sont  situées  sur  certaines 
surfaces  minima   du  second  degré   considérées  par  Poisson.   Par 
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exemple,  le  cylindre  iinayinaire 

■2. y  ■=  (a?  +  iz)' 

contient  une  infinité  de  courbes  (F)  (les  génératrices  du  cylindre 
sont  isotropes). 
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BLUMENTHAL  (0.)-  —  Principes  dk  la  théorie  di:s  fonctions  entières 
d'ordre  infini.  (Collection  de  monographies  sur  la  théorie  des  fonctions, 
publiée  sous  la  dia-clion  de  M.  Emile  Bord.)  Paris,  Gaiitliier-Villars  ;  1910. 

Ce  remarquable  Ouvrage  a  pour  ol)jet  la  théorie  la  plus  géné- 
rale des  fonctions  entières  de  genre  indni,  théorie  dont  les  pre- 
mières bases  ont  été  posées  par  M.  Bore!  dans  son  Mémoire, 
aujourd'hui  classique,  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (Acta 
niat/iematica,  t.  XX,  1897). 

On  sait  qu'une  fonction  entière /(;),  de  genre  fini,  est  carac- 
térisée par  sa  croissance^  croissance  comparable  à  celle  d'une 
exponentielle  e'-''.  Si/(;),au  contraire,  est  de  genre  ou  d'ordre 
infiui,  celte  lonction  croit  sur  certains  chemins  plus  vite  que 
toute  exponentielle  e'"'.  11  se  peut  cpic  la  croissance  dey(::)  puisse 
encore  être  définie  au  moyen  d'une  (onction  formée  d'exponen- 
tielles superposées  ;  ainsi  le  plus  gr;ind  module  de  f{z)  pour 
I  ;]  =  /■  peut  être  comparai) le  à 

(i)  C     ou     e'-"'^',      ...; 

la  fonction  est  alors,  d'après  la  terminologie  que  iM.  Blumenllial 
emprunte  à  M,  Maillet,  une  fonction  de  genre  ou  d'ordre  infini 
non  transfini.  11  peut  arriver,  au  contraire,  que  f{:-)  [ou,  plus 
exactement,  son  module  maximum^  c'est-à-dire  le  plus  grand 
module  de  /pour  |;|  =  /-]  croisse  plus  vite  que  toutes  les  expo- 
nentielles (1)  :  la  fonction  est  alors  d'ordre  trausfiui  ;  elle  est,  sui- 
vant la  définiiion  de  M.  Borel,  à  croissance  très  rapide. 

Ce  sont  les  fonctions  d'ordre  translini  (jiii  occupent  M.  Blu- 
menllial, mais  les  fondions  d'ordre  Iranslini  les  plus  générales. 
Or,  pour  étudier  ces  fonctions  d'une  manière  complète  et  rigou- 
reuse, il  ne  suffit  pas  (M.  Blumenllial  le  montre)  de  considérer 
les  fondions  à  croissance  très  rapide  de  M.  Borel.  En  effet,  la 
définition  de  M.    Borel  exclut  le   cas   où  la  fonction  f{z)  serait 
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à  croissance  1res  irrégulière^  cas  (|iic  M.  IJliiiiii'uili.il  c;iraclérise 
coiiinic  il  suit:  «  On  peut,  dil-il.  tniinci- une  (oiiclion  qui,  sur  une 
iiiliniU;  de  cercles /-,,  /'j,  ...,  esL  à  croissance  très  rapide-,  tandis 
cpic,  surune  infinité  de  cercles  intermédiaires /',,  /•',,  ...,  sa  valeur 
absolue  reste  inférieure  à  e'".  »  L'existence  de  telles  fondions  in- 
troduit, on  le  devine,  de  grav'cs  di  Kiciilli'S  dans  1  étude  de  la 
croissance  des  fonctions  enlicies. 

La  liK'lliodc  suivie  j)ar  ^L  Lliiniciillial  poiii-  mener  à  hieii  cette 
étude  repose  sur  la  comparaison  des  fonctions  entières  les  |)lus 
générales  avec  des  fonctions  construites  artificiellement  et  dont  la 
croissance  est  relativement  régulière  (fonclicjns  (|ui  ne  croissent 
jamais  exceplionnellemenl'vite).  Ces  fonctions,  appelées  foiiclions- 
Lypes^  sont  définies  comme  il  suit  (Chap.  Il)  : 

Soil  £  un  infiniment  petit,  fonction  de  la  variable  réelle  x^   qui 

tend    vers    zéro    avec      •    M.    iJliiinciil  liai    appelle  fonction-type 

adjointe  à  t  toute  fonction  T^f.r)  (pii  satisfait  constamment  à  la 
con'lilion  de  la  croissance  typique 


(I)  T=(a7')^ï.(;r)i^S        x'.=  x     ■'■^•■'■'■. 

Ctela  posé,  (v-'(^)  élaiiL  une  foncti(jn  continue  croissante,  une 
fonction-type  T^f^r)  adjointe  à  t  sera,  en  outre,  adjointe  à  a'(.r) 
si  elle  satisfait  aux  deux  conditions  suivantes  :  pour  toutes  les 
valeurs  de  x^ 

(II)  'Y.{x)^w(x)\ 

pour  au  moins  une  suite  de  valeurs  de  x  tendant  vers  l' injini^ 

(iHj  T.(3-)<  (v(a7)'+s, 

ô  étant  un  injlninient  petit  convenablenicnL  choisi. 

Il  importe  de  remarquer  (jue  le  choix  de  l'infiniment  jjetit  s 
n'est  pas  indi'jiêiidant  de  la  fonction  (\'(^).  M.  Blumenllial  doit 
donc,  [)our  justifier  les  définitions  qui  j)récèdent,  étalilir  la  pro- 
position suivante  : 

Etant  donnée  une  fonction  continue  croissante  quelconque., 
(^(.r),  on  peut  imposer  à  t  des  conditions  de  décroissance  telles 
qu'il  existe  des  fonctions-types  adjointes  à  n(j:)  et  à  e. 


COMPTKS   HHMjUS   \iï  ANALYSliS. 


i39 


Ccllr  proposilion,  rlahlie  dans  le  Cliapilrc  H.  esl  re|)iise  et 
complétée  dans  une  Note  placée  à  la  fin  du  Volume  (Note  I). 

Le  ihéorème  londamental,  que  nous  venons  d'énoncer  pour  la 
fonction  <r(x),  subsistera  si  nous  remplaçons  celle  fonclion 
croissante  par  une  suite  de  points:  Etant  donnés  dans  le  plan 
des  (x,  iv)  une  suite  infinie  de  points  à  abscisses  et  ordonnées 
finies, 


Pl  —  {Xi,lVi),  P2=  (-^2,  W,), 


lim 


lirii  ir 


cpie  nous  supposerons  rangés  d'après  l'ordre  de  grandeur  deleuis 
abscisses,  et,  s'il  j  en  a  d'égales,  d'après  les  ordonnées,  on  peut 
construire  une  fonclion-ljpe  T^[x)  telle  que 

(II')  T^{x,i)]-.iv,i  pour  toutes  les  valeurs  de  ii, 

{  m')  Tç(.r„)I  iy]^'^        pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 

M.  Blumenthal  réussit,  d'aulre  pari,  à  préciser  l'énoncé  de  son 
lliéorème  en  ésaliianl  Tordre  de  grandeur  de  la  somme  des  inter- 
valles exceptionnels  où  la  fonction  (T'(x)  n'est /?rt5  coni|)arable  à  la 
fonction-type  adjoinle.  Soit,  par  exem[)le,  (V'r(^)  une  fonction 
lelle  que,  j)Our  toutes  les  valeuis  suffisamment  grandes  de  x^ 
('('i{(x)^e-^  :  il  existe  alors  des  fonctions-tjpes  T£(x)  adjointes  à 
a'n(,r)  qui  coïncident  avec  (l'^f^)  partout,  sauf  dans  des  intervalles 
d'étendue  totale  finie  (p.  o-). 

La  notion  de  fonclion-lypo  est  utilisée  par  M.  Blumenthal, 
pour  l'étude  du  problème  fondamenlal  de  la  théorie  des  fondions 
entières:  comparaison  entre  le  mofUile  maximum  [|)oiir|::|^  /■], 
]M(/-),  de  la  fonction  entière /(::),  et  la  densité  des  zéros  de  celle 
fonction. 

Pour  faire  celle  comparaison,  nous  définirons  d'abord  Voidre 
et  r exposant  de  la  fonclion  enlière  (Chap.  III  et  Chap.  IV). 

Posons 

.M(/-)  =  eV(r). 

puis,  choisissant  un  inlinimenl  pclit  convenable  î,  envisageons 
ren>emble  des  fondions-types  asymploticpies  adjointes  à  v(/')  et 
à  ô  :  chacune  de  ces  fonctions  sera  appelée  un  ordre  de  la 
fonclion  y(5)  adjoint  à  s,  et  désignée  par  ul^''(/');  pour  tout  ordre 
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jjl(/")  on  a  les  relalioiis  caraclérislifiiies  : 

M{r)^e'       ,  |)Oiir  toutes  les  grandes  valeurs  de  r, 

IM(/-)  >  e''*^'^'      ,         pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  /•  ; 

si  roi)  veut  (lislingiier  [ji.(/')  clev(/'),  on  dira  c[iic  [J.(/")  esl  un  ordre 
net  clc/"(^),  tandis  que  v(/')  en  esl  l'ordre  brut. 

Considérons  niainlenant  la  siiile  des  points  a,,  a^,  ...  rangés 
d'après  l'ordre  de  grandeur  de  leurs  modules  /•(,  r^,  ....  Pour 
oliaque  n  formons  le  nombre  positil  a-„  défini  |)ar 

lo"  /l 


/■Jn^/i^         c'est-à-dire 


\oiir. 


Nous  supposons  que  les  nombres  c,^  ne  restent  pas  tous  au-dessous 
d'une  limite  fixe  (eas  des  fonctions  entières  de  genre  fini).  Mar- 
quons alors,  dans  un  plan  rap|)orté  aux  axes  rectangulaires  /•,  7, 
les  points  (/'/j,  !7/;)  :  nous  pouvons  construire  des  lonctions-tjpes 
asjmptoti(|ucs  adjointes  à  cet  ensemble  et  à  des  infiniment  petits 
convenablement  choisis  £  :  nous  désignerons  ces  fonctions  [)ar  p(/") 
et  les  aj)pcllerons  des  exposants  de  la  suite  («//):  elles  jouissent 
des  deux  propriétés  caractéristiques  suivantes  [je  pose  p^  =  p(/«)]  •' 

r   La  série    7  — r-,  est  converiiente, 

'■«  " 
2"  La  srrie  ^   — ; — ;  est  divergente, 

''n  " 

pour  un  inliniment  jictit  s'  convenablement  choisi,  l'oiir  distinguer 
les  nombres  0,^  des  nombres  a-,;,  on  dira  que  p(/)  est  un  exposant 
net,  tandis  (|ue  la  suite  {^n)  est  V exposant  brut. 

Les  définitions  rpii  précèdent  permettent  à  M.  Bliimenlhal 
d'étendre  aux  fonctions  entières  les  plus  générales  les  théorèmes 
fondamentaux  ([ui  ont  été  établis,  au  cours  des  vingt  dernières 
années,  dans  le  cas  des  fonctions  de  genre  fini. 

Nous  avons  d'abord  le  théorème  suivant  ((>hap.  III):  Le  nombre 
n  des  zéros  de  f(z)  situés  à  C intérieur^  ou  sur  la  périphérie 
d'un  cercle  de  rayon  su//isam/nent  grand  /•,  ne  peut  dépasser 
une  limite  supérieure  fournie  par  les  ordres  de  la  fonction  : 
n  <^rl'-^''^      .  Ainsi  l'exposant  est  limité  |)ar  l'ordre. 

Cherchons,  réciproquement,  à  limiter  Tordre  [)ar  l'exposant.  Il 
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t'aiulra,  pour  cela,  que  nous  établissions  une  distinction  enlre  les 
fondions  entières  complètes  ((|uelconques )  cv\c% produits  cano- 
niques de  facteurs  primaires  qui  sont,  parmi  les  fonctions 
admettant  un  ensemble  donné  de  zéros,  celles  que  nous  convenons 
de  regarder  comme  les  plus  simples. 

C'est  Tordre  du  seul  produit  canonique  qui  pourra  être  limité 
en  fonction  de  Texposant,  et  non  |)as,  bien  entendu,  l'ordre  d'une 
fonction  enlière  com|)lètc  (pielconque  (produit  d'un  produit  cano- 
ni(|ue  par  une  exponentielle  e"'"',  où  H  est  une  fcmction  entière 
arbitraire). 

Voici,  pour  la  (b-llnition  des  produits  canoniques,  la  conven- 
tion adoptée  |)ar  M.  Blumentbal  (p.  53-54)  • 

l*<)Sons 

"(='=- 11 '■-'■■■  (é)' 

où  E^  est  le  fadeur  piimaire  (') 

K,,{ii)  =  {\  —  u)e      ^  /'     ; 

il  s'agit  de  délerminer  les  entiers  p„  correspondant  à  la  suile  des 
points  {^-n)- 

Or  soit  o(/'  )  un  exposant  adjoint  à  la  suite  {'J-n)  et  à  rinlinnncnt 
petit  t;  nous  pouvons  choisir  z  de  manière  que  p^  soit  une  fonc- 
tion non  décroissante  et  tendant  vers  Vinfini ;  si  nous  formons 
alors  le  nouvel  exposant  3'(/)  e^  p(/-)'+--,  o'  sera  une  fonction  non 
décroissante.  Désignant  maintenant  par  [o,',  ]  l'entier  com|)ris  entre 
0,',  —  I  et  0^^,  nous  obtiendrons  le  produit  canonique  correspon- 
dant à  l'exposant  p(/')  en  posant  /:>„:=  [p'J  pour  /'«  >■  i  ^i 
Pu  =  o  pour  r,/l  I . 

L'ordre  du  produit  canonifpie  ainsi  défini  jouit  de  propriétés 
toutes  semblables  à  celles  qui  caractérisent  Ic-^  fonctions  de  genre 
fini  : 


(')  M.  Bliiiiieiillial  s'appuie  sur  la  pruposilion  siiivanle  qu'il  ùtalilit  (l.ms  une 
Note  (Note  II  à  la  fin  du  Volume)  et  qui  précise  fort  utilement  un  théorème 
classique  :  Pour  toutes  les  valeurs  de  u  et  pour  tous  les  entiers  p,  on  a  l'iné- 
galité 

|E,(«)l;<el"l''". 
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\.  Le  produit  canonique  est^  pour   toutes  les  valeurs  sufjî- 

sammcj^t  grandes  de  r,  p/us  petit  que  e^'  '      (ordie  limilé  par 
Icx  j)osaiil). 

B.    Pour   des  i^aleurs    i/) /ininient  grandes  de  ;•,  le  produit 

canonique  est^  sur  tout  le  cercle  r,  plus  grand  que  e  ' 

Ces  ihéorrnies,  avec  diverses  |)ro|)Osili()tis  les  complétant,  sont 
démontrés  an  (chapitre IV. 


Nous  venons  de  résumer  les  principes  de  la  méthode  de  M.  Blu- 
menllial.  Celte  métliode  côtoie  celles  de  plusieurs  auteurs,  mais 
elle  a  une  précision  et  une  sûreté  qui  faisaient  défaut  jusqu'à 
ces  dernières  annt'es  à  la  tliéorie  des  fonctions  d'ordre  inlini. 
M.  Illiiinciil  li;il  en  lire  nonilucdr  jiropo-^il  ions  intéressantes  (') 
que  nous  ne  pouvons  songer  à  rapporter  ici.  Signalons  seulement 
deux  remarquables  variantes  du  théorème  de  M.  Picard,  qu'on 
trouvera  au  Chapitre  Vil. 

Considérons  les  points  où  la  fonction  entière  /{^)  prend  une 
valeur  ([uelconque  a,  et  envisageons  la  distribution  de  ces  points 
(pie  nous  appellerons  distribution  [rt]  : 

I.  Soient  o.{r)  un  ordre  de  Ut  fonction^  ?{'')  '"^<^  fonction- 
type  telle  qu'on  ait  constamment  (-),  à  parti/-  d'une  l'aleur  /'o 
de  /', 

p(/-)<;^-('-)'-^ 

y.  étant  une  constante.  Il  existe  au  plus  une  valeur  unique  a 
dont  la  distribution  admet  un  exposant  ^  o{r).  —  Cette  pro- 
position est  appelée  par  M.  Ijluincntlial  :  />elil  théorème  de 
M.  Picard. 

II.  Tout  exposant  commun  p,,^  „.  de  deux  distributions  quel- 


(')  Un  ijon  nombre  de  ces  propositions  figurent  déjii  dans  le  .Mémoire  de 
M.  Borel  cité  plus  iiaut  {Acta  niathematica^  t.  XI,  Cliap.  V). 

(-)  Si  la  distribution  [a]  n'est  pas  constamment  infra-normale,  rien  ne  nous 
permet  d'affirmer,  dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances,  que  toutes  les  autres 
distributions  soient  normales  (p.   1 1 'i  cl   sniv.  ). 
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conques  \fi\\  ("l  \^<' i~\  salis/ail  à  V inrgalilé 

;^o('')<?''..«.('-;'^S 

uo  désignant  V ordre  ininuniim  de  la  fonction .  r/osl  !à  \c  grand 
théorème  de  M.  Picard. 

Nous  avons  vu  qu'en  deux  endioils  les  principes  sur  lesquels 
repose  la  ihéoric  de  M.  Blunienllial  se  présenlenl  comme  arbi- 
traires et  se  trouvent  seulement  justifies  piir  les  résulliils  auxquels 
ils  conduisenr  :  je  veux  parler  de  la  définition  des  fonclions-tjpcs 
adjointes,  et  (\u  choix  des  degrés  p„  (ii;iir:int  dans  le  jirodiiil  cano- 
nique, choix  cpii  lésulle  de  la  définition  de  Texposant  (  net).  Les 
conventions  adoptées  par  M.  Blumenthal  sont-elles  les  plus  avan- 
geuses,  ou  y  aurait-il  lieu,  au  contraire,  de  les  moddler,  pour 
préciser  les  théorèmes  déjà  établis  ou  j)our  en  démontrer  de  nou- 
veaux? La  question  est  délicate,  et  l'on  ne  s'étonnera  pas  que 
M.  Blumenthal  ne  puisse  j  appoiter,  dans  son  Chapitre  V,  une 
réponse  tout  à  lait  définitive.  Quelles  surprises  nous  réservent,  en 
particulier,  les  recherches  de  ÎNl.  Denjov  sur  le  choix  de  l'expo- 
sant? M.  Blumenthal,  (jui  éciit  avant  l'impression  de  la  thèse  de 
M.  Denjoj,  ne  se  prononce  pas  encore  sur  ce  point.  Mais  il  montre 
que  ses  définitions  satisfont  pleinement  à  la  condition  essentielle 
qui  était  pour  lui  requise  :  elles  permettent,  en  elFel,  d'établir  une 
correspondance  étroite  entre  le  théorème  A  (ordre  du  produit 
canonique  limité  par  l'exposant)  et  la  proposition  inverse  (ex|)0- 
santliinilé  par  l'ordre);  elles  nous  lajiprochent,  en  d'autres  termes, 
autant  cpi'on  pouvait  l'espérer,  de  l'énoncé  intuitif  :  V ordre  d'un 
produit  canonicjue  est  égal  à  l'exposant  de  la  suite  de  ses 
zéros.  Ainsi,  se  pro|)Osant  de  combler  le  fossé  qui  séparait  les 
fonctions  entières  d'ordre  fini  des  fonctions  d'ordre  infini,  ^L  Blu- 
menthal a  pleinement  atteint  son  but. 

P.    BoUTIîOUX. 
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H.  BOUASSE,  professeur  à  la  Faculliî  des  Sciences  de  Toulouse.  CoiKS 
DE  Mécanique  rationnei.i.k  i:t  icxpérimentai.e,  spécialement  écrit  pour 

LES  PHVSICIENS  ET  LES  KNGKMKURS,  CONFORME  AU  PROGRAMME  UU  CERTI- 
FICAT DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE,  l  11  vol.  grand  in-8,  6\)>.  pages.  Paris, 
lihrairic  Ch.  Deiagrave,   i<)io.  Prix,  7.0  IV. 


1. 

Léonard  de  Vinci  a  écril  quelque  j)arL  :  «  La  Mécanique  est  le 
paradis  des  Malhcmaliques  ;  c'est  par  elle,  en  efîet,  qu'on  atleint 
le  fruit  mathématique.  » 

Réduite**  à  elles-mêmes,,  les  Malliémaliqnes  ne  porlent  pas  de 
fruit  ;  vigoureuses  et  élégantes  niiilgré  leur  croissante  complication, 
les  diverses  branches  de  la  Science  des  nombres  |)euvenl  bien 
produire  des  fleurs  dont  la  beauté  ravit  ceux  qui  sont  capables  de 
les  contempler  en  leur  j)lein  épanouissement  ;  mais  ces  fleuis 
demeurent  stériles  ;  pour  qu'en  elles  le  fruit  se  noue,  il  faut 
(pTclles  éprouvent  le  fécondant  contact  de  l'expérience. 

<(  Les  Mathématiques,  a  dit  très  justement  M.  Bonasse  (*),  sont 
non  pas  une  science  comme  les  autres,  mais  l'ensemble  des  formes 
abstraites  de  raisonnement  nécessitées  par  les  autres.  » 

Une  (orme  de  raisonnement  ne  devient  un  raisonnement  que  si 
on  lui  fournit  une  matière;  l'ensemble  des  procédés  de  déduction 
que  les  Mathématiques  traduisent  en  un  langage  piécis  ne  nous 
fait,  par  lui-même,  rien  connaître;  il  n'accroît  nos  connaissances 
que  si  l'on  applique  ces  procédés  de  déduction  à  des  |)rincipes 
venus  d'ailleurs,  à  des  propositions  reconnues  vraies  par  l'expé- 
rience ;  ces  propositions  issues  de  l'expérience,  d'autre  part, 
demeureraient  stériles  si  la  déduction  ne  les  obligeait  à  produire 
toutes  les  vérités  dont  elles  sont  grosses  ;  et  la  déduction  n'atteint 
sa  parfaite  rigueur  et  sa  pleine  puissance  que  là  où  elle  peut 
revêtir  la  forme  mathématique. 

Pas  de  science  réelle  et  vivante,  donc,  si  l'on  n'y  trouve,  inti- 
mement unies  entre  elles,  la  matière  fournie  j)ar  l'expérience  et  la 


(')    H.    BoUASSE,   Développement   lihtorlqne   des    théories   de    la    Physique 
(Scienza,  t.  VII,  1910,  p.  281). 
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forme  imposée  par  les  Malhématiques  ;  pas  de  connaissance  parfai- 
U'inent  organisée  qui  ne  résulte  du  contact  et  de  la  compénélralion 
de  la  Malhémaliqne  et  de  la  Plijsi(|ne. 

Or,  ce  contact,  c'est  par  la  Mécanirpie  qu'il  doit  nécessairement 
s'établir. 

Cette  affirmation  n'eût  rencontré  aucun  contradicteur  autorisé 
depuis  le  milieu  du  xvii'^  siècle  jusqu'aux  dernières  années  du 
xix"  siècle;  mécanistes  comme  Descaries  et  Htiygcns  ou  dyna- 
mistes  comme  Newton  et  Laplace,  tous  les  physiciens  s'accordaient 
en  leur  foi  à  un  même  dogme  ;  pour  tous  il  n'v  avait,  il  ne  pouvait 
y  avoir  d'autres  changements  dans  le  monde  des  corps  que  des 
changements  de  lieu  dans  l'espace;  sous  les  qualités  variées  dont 
la  matière  se  montre  teinte  à  nos  yeux,  on  ne  trouvait  que 
diverses  figures  et  divers  mouvements  locaux;  ainsi  la  science  du 
changement  de  lieu  dans  l'espace,  la  science  du  mouvement  local, 
la  Mécanique,  gisait  au  fondement  même  de  la  Physi(pie;  ou,  pour 
mieux  dire,  la  Physique  n'élait  qu'une  science  ])rovisoire  dont  la 
raison  d'être  se  trouvait  dans  l'imperfection  de  nos  connaissances  ; 
lorsque  celles-ci  seraient  sulfisamment  avancées,  la  Physique 
disparaîtrait  pour  faire  place  à  une  Mécanique  universelle  dont 
Laplace  annonçait  le  prochain  avènement,  à  une  Mécanique  où 
des  règles  semblables  détermineraient  les  trajectoires  des  astres 
dans  les  cieux  et  des  derniers  atomes  au  sein  des  corps. 

Cette  grandiose  vision  n'était-elle  qu'un  beau  rêve?  Beaucoup 
sont,  aujourd'hui,  tentés  de  le  croire.  Les  plus  grands  génies  ont 
consacré  toutes  les  puissances  de  leur  raison  à  tenter  cette 
réduction  de  la  Physique  entière  à  la  Mécanique;  leurs  efforts 
avaient  semblé,  tout  d'abord,  couronnés  par  le  succès;  mais,  bien- 
tôt, les  essais  les  mieux  conduits  d'explication  mécanitjue  ont  vu 
se  dresser  devant  eux  des  olqeclions  qu'ils  étaient  impuissants  à 
renverser;  d'autres  essais  ont  été  tentés  par  d'autres  voies  ;  d'autres 
obstacles  leur  ont  barré  le  passage;  les  théories  mécaniques  ont  eu 
beau  accroître  sans  cesse  leur  puissance  et  leur  souplesse,  fût-ce 
au  prix  d'une  complication  toujours  grandissante,  elles  n'ont 
abouti  qu'à  mieux  reconnaître  à  quel  point  la  diffictdié  du  pio- 
blème  à  résoudre  surpassait  la  force  de  pénétration  des  solulions 
proposées,  il  s'est  trouvé  aloi's  des  gens  (et  nous  en  sommes)  pour 
douter  (|ue  le  problème  fût  vraiment  susceptible  de  solution.  L'ai- 
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HriiiaLion  que  tout,  dans  le  monde  des  corps,  se  peut  rcddire  à  ia 
figure  et  au  mouvement  est  purement  gialu  Ile  ;  on  ne  voit  vraimenl 
pas  quelle  absurdité  viendrait  infliger  un  démenti  à  celui  qui  la 
voudrait  rejeter.  Pendant  longtemps,  certains  ont  jni  se  demander 
si  celte  affirmation  n'élait  pas  la  condition  qui,  seule,  permeld'ap- 
pliqiier  les  Matliématiqnes  à  la  Physique,  si  la  construction  d'une 
Physique  malliémalique  ne  deviendrait  pas  impossible  à  qui  ne 
croirait  pas  que  la  Plivsiquc  se  rcduil  à  la  Mécanique;  nid  ne  peut 
aujourd'hui  se  laisser  ariêter  par  ce  doute  ni  méconnaître  que  l'on 
peut  ronslruirc  une  Physique  mathématique  où  l'on  Iraile  de  cer- 
tains changemenis  sans  les  réduire  au  mouvement  local.  Pourquoi 
s'acharnerait-on,  dès  lors,  à  poursuivre  cette  réduction  d'une 
désespérante  difliculté,  dont  aucune  promesse  autorisée  ne  nous 
affirme  qu'elle  soit  possible?  La  place  est  si  bien  gaidée,  qu'elle  a 
(hHii-,  jusqu'ici,  les  plus  violents  assauts;  savons-nous  si  elle  n'est 
pas  vraiment  im|)renable?  Ne  nous  attardons  donc  pas  davantage 
à  en  tenir  le  siège;  la  campagne  est  libre;  lançons-y  à  marches 
forcées  notre  armée  d'invasion. 

Ceux  qui  raisonnent  ainsi  ne  regardent  [dus  la  Mécanique 
comme  la  science  idéale  en  lafjuelle  la  Physique  lout  entière 
viendra  se  résoudre  au  jour  où  la  Plivsique  atteindra  sa  perléclion. 
Outre  la  Mécanique,  science  du  seul  mouvement  local,  ils 
conçoivent  une  Phvsitpie  proprement  dite,  science  plus  complexe 
que  la  Mécanique,  où  l'on  traite  non  seulement  du  mouvement 
local,  mais  encore  d'auU  es  transformations  qui  ne  se  réduiscnl  pas 
au  changemenl  de  lieu.  Pour  eux,  la  Physique,  prise  en  son  entière 
généralité,  devient  la  théorie  mathématique  des  modincalions  de 
toute  espèce  dont  les  corps  sont  susceptibles,  et  la  Mécanique 
n'est  plus  (ju'iin  cliapilre  j^articiilier  de  cette  Energétitpie. 

Ce  chapitre  ])arliculier  n'en  demeure  pas  moins  l'introduction 
nécessaire  à  la  Physique;  c'est  par  là  que  la  Mathématique  doit 
passer  pour  venir  au  contact  des  données  de  l'observation  ;  il  est  la 
porte  du  paradis  mathémalique,  de  ce  paradis  où  la  main  de 
l'homme  pourra  cueillir  le  fruit  de  la  science  physique.  Et  si  la 
Mécanique  est  l'introduction  de  la  Physique,  elle  le  doit  à  cela 
seul  (pr<;ll(;  est  le  Chapitre  le  plus  simple  de  la  Physique  et  que 
notre  esprit,  lorsqu'il  veut  mettre  de  l'ordie  et  de  la  clailé  dans 
une  science,  doit  |)rocéder  du  simple  au  composé. 
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II  n'existe,  à  proprement  parler,  dans  le  monde  des  corps,  aucun 
phénomène  où  le  moiivenKMU  local  se  trouve  dissocié  des  autres 
transformations,  des  variations  de  la  température,  des  change- 
menis  d'état  pliysique  ou  (dumifpie,  des  modifications  électriques 
on  magnétiques.  Jamais,  peut-on  dire,  nous  n'(>l)servons  quel- 
qu'une de  ces  transformations  (|u  un  certain  mouvement  local  ne 
l'accompagne.  Par  suilc  de  la  vaporisation  de  l'eau  el  de  la  con- 
densation de  la  vapeur,  les  locomotives  entraînent  les  trains 
rapides  et  les  navires  traversent  les  océans.  Les  réactions  chi- 
miques expl'osives  lancent  les  pi  ojectiles  et  font  reculer  les  canons; 
elles  font  rouler  les  voitures  automobiles  et  voler  les  aéro|)lanes. 
Les  courants  électriques,  les  aimantations  et  les  désaimantations 
qu'ils  produisent  font  tourner  les  machines  djnamo-électriques 
avec  une  prodigieuse  vitesse. 

Nulle  part,  non  plus,  nous  n'observons  le  mouvement  local  pur 
de  tout  autre  changement  physique  ou  chimique.  Les  astres  du 
système  solaire  ne  sont  pas  simplement  des  solides  géométrirpies 
qui  se  promènent  dans  l'espace  ;  ce  sont  des  coips  |)hysiques  qui 
s'éciiauffent  on  se  refroidissent,  qui  se  dilatent  ou  se  contractent, 
où  l'eau  des  mers  s'évapore,  où  les  nuages  se  condensent  en  pluie, 
où  se  produisent  des  réactions  chimiques,  des  pertuibalions  élec- 
triques et  magnétiques  de  toute  sorte.  Lorsque  le  son  se  propage 
dans  l'air,  la  vibration  de  chaque  partie  du  Ihiide  s'accompagne  de 
condensations  et  de  dilatations,  d'élévations  el  d'abaissements  de 
la  température. 

Point  donc  de  problème  énoncé  par  l'observation  d'où  l'étude 
du  mouvement  local  soit  entièrement  exclue  ;  mais  point  de  pro- 
blème, non  plus,  qui  relève  de  la  seule  étude  du  mouvement  local  ; 
toute  question  de  Physique  sera  mécanique  par  quelque  coté  ; 
mais  aucune  question,  semble-t-il,  ne  pourra  être  regardée  comme 
exclusivement  mécanique,  en  sorte  qu'on  pourrait  croire  que  la 
INIécanique  pure  est  impossible. 

Si  le  mouvement  local  ne  se  produit  jamais  sans  que  quelque 
changement  phvsique  ne  l'accompagne,  il  est  cependant  des  cas  où 
ce  mouvement  local  est  seul  à  nous  intéresser.  11  est  une  foule  de 
questions  dont  la  réponse  requiert  seulement  que  nous  sachions 
comment  se  déplacent  les  aslr(;s  du  système  solaire,  et  non  point 
que  nous  puissions  décrire  les  phénomènes  physiques  et  chimiciues 
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dont  chacun  d'eux  est  le  siège;  pour  résoudre  ces  queslious,  noire 
entendement  pourra,  au  système  solaire  réel,  substituer  un  système 
solaire  fictif  que  formeront  des  corps  solides,  de  figure  invariable, 
incapables  d'éprouver  d'autres  changements  que  des  déplace- 
ments. Il  est  des  cas  où  les  variations  de  densité  et  de  température 
d'un  système  vibrant  ont  une  infhience  tout  à  fait  négbgeable  sur 
les  oscillations  que  nous  nous  proposons  d'analyser;  nous  pour- 
rons alors  remplacer  l'instrument  où  ces  ellets  se  pioduisent  par 
lin  instrument  idéal  que  n'alTectera  plus  aucun  changement  de 
de  densité  ni  de  température.  Ainsi  peut-on  construire  des  théo- 
ries purement  mécaniques,  une  Mécanique  céleste,  une  Méca- 
nique des  mouvements  vibratoires;  les  problèmes  auxquels  ces 
théories  s'appliquent  ont  .été  extraits  par  voie  de  simplification  des 
problèmes  que  l'observation  conduit  à  énoncer;  In  solution  de  ces 
problèmes  ne  laisse  pas  de  présenter,  en  bien  des  cas,  une  très 
grande  et  très  directe  utilité. 

Par  des  simplifications  toutes  semblables,  on  pourra,  de  pro- 
blèmes réels  où  le  mouvement  local  est  invariablement  lié  à 
quelque  changement  d'état  ou  de  qualité,  tirer  des  problèmes 
idéaux  où  ces  derniers  changements  seront  seuls  étudiés,  purs 
de  tout  mélange  avec  des  déplacements. 

Ainsi,  lorsqu'un  morceau  de  fer  ou  de  cuivre  s'échaufife  ou  se 
refroidit,  des  dilatations  ou  des  contractions  changent  la  position 
que  chacune  des  parties  du  métal  occupe  dans  l'espace;  la  variation 
qualitative  de  la  tenq^érature  entraîne  des  mouvements  locaux.  En 
bien  des  cas,  cependant,  les  changements  que,  d'un  instant  à 
l'autre,  la  température  éprouve  en  chaque  masse  élémentaire 
présenteront  pour  nous  un  grand  intérêt,  tandis  que  nous  nous 
soucierons  fort  peu  des  très  petits  déplacements  de  cette  masse. 
Au  morceau  de  cuivre  contractible  et  dilatable  sur  lecpiel  porte 
l'observation,  nous  pourrons  alors  substituer  par  la  |)ensée  un 
solide  rigoureusement  indéformable  el  immobde;  à  l'imitation  de 
Fourier,  nous  construirons  une  théorie  de  la  conductibilité  de  la 
chaleur  qui  sera  pure  de  tout  lien  avec  la  Mécanique. 

Ces  problèmes  artificiellement  simplifiés,  problèmes  de  Méca- 
nique pure  ou  problèmes  de  Physique  pure,  ont  donc  poui-  nous, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  un  intérêt  immédiat;  non  pas 
qu'en  les  résolvant  nous  répondions  à  toutes  les  questions  qui  se 
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posent  à  propos  du  problème  réel,  toujours  infiniment  complexe, 
mais  parce  qu'en  les  résohant  nous  répondons  à  celles  de  ces 
questions  qui  nous  paraissent  les  plus  importantes. 

Ces  problèmes  de  Mécanique  pure  ou  de  Physique  pure  ont 
encore  une  utilité  d'un  autre  genre,  médiate  celle-là,  mais  qui, 
pour  plusieurs  d'entre  eux,  surj)asse  de  beaucoup  leur  utilité 
immédiate. 

Parce  qu'ils  ont  été  rendus  très  simples,  ils  ont  pu  èlre  abordés 
de  bonne  heure,  et  1  analyse  qui  en  a  été  faite  a  |)u  être  suivie  très 
loin.  Lorsque,  plus  tard,  l'esprit  humain  s'est  trouvé  aux  prises 
avec  des  problèmes  beaucoup  plus  complexes,  où  l'on  ne  pouvait 
négliger  ni  les  cliangements  physiques  devant  les  mouvements 
locaux,  ni  les  mouvements  locaux  devant  les  changements  phj- 
si<|ues,  il  a  profilé,  pour  en  tenter  la  solution,  de  l'expérience 
ac(|uise  en  des  circonstances  moins  compliquées-,  il  s'est  laissé 
guider  par  les  méthodes  qui  avaient  permis  de  répondre  aux  ques- 
tions simples;  ces  méthodes,  il  s'est  eflorcé  de  les  généraliser,  de 
les  combiner  entre  elles  ou  de  créer  des  procédés  nouveaux  qui 
leur  fussent  analogues  ;  c'est  à  ce  travail  d'imitation  qu'il  a  eu  pei- 
pétuellement  recours  pour  construire  les  théories  de  la  Physique. 

La  théorie  putement  mécanique  des  mouvements  vibratoires, 
dont  l'Acoustique  est  le  prolongement  immédiat,  n'a  pas  cessé, 
depuis  le  temps  d'Huygens  et  de  Malebranche,  d'èlre  la  souice 
d'analogies  où  lous  les  physiciens  ont  puisé  pour  concevoir  et 
développer  les  théories  de  l'Optique.  C'est  à  l'imitation  de  la 
Mécanicpie  céleste  que  se  sont  organisées,  d'abord,  les  théories  des 
forces  électrostatiques,  magnétiques,  électrodynamiques,  électro- 
magnéti(|ues  ;  ces  théories  se  sont  complétées  en  s'unissant  à 
l'étude  de  la  pro|)agalion  de  l'électricité  au  sein  des  conducteurs; 
mais  cette  étude  avait  été  cahjuée  par  Ohm  sur  celle  que  Fourier 
avait  faite  de  la  propagation  de  la  chaleur;  et  Fourier,  à  son  tour, 
devait  beaucou|)  à  FHjdrodvnamique  d'Euler;  par  son  développe- 
ment même,  d'ailleurs,  cette  doctrine  de  l'électricité  est  allée 
rejoindre  l'Optique,  conformant  dès  lors  certaines  de  ses  parties 
à  la  Mécanique  des  mouvements  vibratoires. 

La  Mécanique  sert  donc  de  deux  manières  : 

Elle  sert  d'une  manière  directe  au  physicien  et  à  lingénieur 
en  donnant  réponse  à  des  questions  où  le  mouvement  local  joue 
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un  i(Mo  à  ce  poitil  |)r(';|)onflr'r;inl  (iiic  les  iiiilro  liaDsIoniiiilions 
y  pciivcnl  rlrt;  iicj^ligécs. 

Elle  est  iililc;  d'une  manière  Indircclc  :ui  physicien  parce  (prclle 
lui  fournil  reu.scnil)le  des  tvpes  idéaux  qui  lui  serviront,  par 
voie  d'analogie,  de  généralisai  ion,  de  coinhinaison,  à  imaginer  ses 
propres  lliéorics. 

Le  buL  de  la  Mécanifpie  ayant  été  défini  avec  précision,  il  n'est 
pas  malaisé  d'indiquer  les  règles  principales  qui  doivent  diriger 
l'enseignement  de  cette  science;  il  est  clair,  en  eflel,  (pi'iine  doc- 
tiine  sera  bien  ou  mal  enseignée  selon  que  celui  qui  l'expose 
lendra  sans  cesse  veis  ce  qui  est  l'objet  pro|)re  de  celte  doctrine 
ou  qu'il  j)erdra  liabituellement  de  vue  cet  objet. 

Le  professeur  de  Méciniique  devra  donc  consacrer  tous  ses 
elïorts  à  la  sol u lion  de  deux  sortes  de  problèmes  :  des  problèmes 
(pii  sont  dircclcmcul  utiles  parce  qu'on  j  anaivse  des  mouvements 
locaux  (|ui  pmenl  un  vole  impoilant  dans  les  machines  indus- 
trielles ou  dans  les  appareils  de  Physique;  des  problèmes  qui  sont 
indirectement  utiles,  parce  (jti'ils  sont  les  modèles  qu'imitent  les 
grandes  tlu-oncs  de  la  l'hysique.  Selon  que  son  intention, 
d "adleurs,  sera  de  former  des  ingénieurs  ou  de  préjiarer  des  physi- 
ciens, il  devra,  en  ses  leçons,  attribuer  la  place  pi  é])ondéranle  soit 
à  l'une,  soit  à  l'autre  catégorie  de  problèmes. 

IL 

Ces  règles  sonl-elles  celles  que  suil,  dans  les  Univeisilés  fran- 
çaises, l'enseignement  de  la  Mécanique? 

L'esprit  même  de  cet  enseignement  parait  avoir  été  très  ancien- 
nement faussé  par  une  fâcheuse  classification  des  sciences. 

Les  règlements  qui,  pendant  ([uatre-vingls  ans,  ont  régi  la  licence 
es  sciences,  ceux  qui  sont  encore  en  vigueur  pour  l'agrégation  et 
le  doctorat  ont  établi  une  ligne  de  démarcation  entre  les  Sciences 
niathématifjues  et  les  Sciences  |)liysiques. 

En  dépit  de  ce  qu'une  Iclle  (li'marc;ilion  a  toujours  d'artificiel, 
partant  de  faux  par  (|uel(|ue  endroit,  il  était,  semble-t-il,  i\ey\\ 
manières  sensées  de  tracer  cette  frontière. 

On  pouvait  n'unir  sous  le  nom  de  Sciences  mathématiques 
non    seulement  celles  qui  étudient  et  perfectionnent  l'instrument 
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m,illi<Mniili<|iu',  mais  aussi  toules  celles  qui  usent  de  cel  inslru- 
riiciit  pour  coordonner  en  ihéories  les  lois  issues  de  rexpériencc  ; 
la  Plivsique  cùi  alors  pris  place  parmi  les  Sciences  malliéuialicpies, 
auprès  de  la  Mécanique  et  de  l'Astronomie,  puisf|iie  la  coiislrucl  ion 
de  théories  matlu-matiques  où  se  rangent  les  lois  du  son,  de  la 
chaleur,  fie  la  lumière,  de  IVIeclricité  et  du  magnétisme  est  son 
objet  propre.  Au  delà  de  la  Ironlière  qui  borne  les  Sciences  mathé- 
mali(pies  se  fussent  trouvées  les  Sciences  de  la  natuie,  dont  la 
fonction  essentielle  n'est  plus  de  coordonner,  à  l'aide  de  la 
déduction  malhénialiquc,  une  foule  de  pi'oposilions  en  théories, 
mais  bien,  par  la  comparaison  révélatrice  des  analogies,  de  classer 
une  foule  d'êtres  en  familles  naturelles  ;  et  la  Chimie  se  fût  alors 
très  logiquement  placée  au  voisinage  de  la  Botanique  et  de  la 
Zoologie.  Celte  façon  de  partager  le  domaine  des  Sciences,  moins 
par  leurs  objets  que  pai-  les  facidt('s  intellectuelles  auxipiclles  elles 
lont  le  [)lus  fréquent  appel,  est  celle  qui  a  été  adoptée  en  la  consti- 
tution de  l'Académie  des  Sciences,  où  la  Section  de  Phjsi(jue 
générale  appartient  aux  Sciences  mathématiques. 

On  pouvait  définir  autrement  les  Sciences  mathématiques;  on 
pouvait  réserver  ce  nom  aux  doctrines  purement  abstraites  des 
nombres  et  des  figures;  elles  ne  demandent  à  l'expérience  que  des 
renseignements  que  tout  homme  possède,  que  l'usage  quotidien, 
courant,  nullement  scientifique  des  sens  suffit  à  lui  fournir.  Hors 
de  ce  domaine  restreint  des  Sciences  purement  malhémati(jues,  se 
fut  étendue  Timmense  contrée  des  sciences  qui  se  constituent  à 
laide  d'expériences  plus  raffinées  et  plus  compliquées  que  la  per- 
cej)tion  vulgaire,  qui  accroissent  à  l'aide  d'instruments  la  puis- 
sance et  la  précision  de  nos  sens;  parmi  ces  Sciences  expérimen- 
tales, on  eut  trouvé  l'Astronomie  et  la  Mécanique  en  même  lenq)S 
que  la  Physique.  C'est  cette  division  qui  est,  je  crois,  adoptée  |)ar 
les  Universités  allemandes  ;  c'est  grâce  à  elle  que  les  lorlesungen 
iiber  die  mathematische  Pliysik  de  KirchhofT  débutent  par  un 
Volume  consacré  à  la  Mécanique. 

La  distinction  entre  les  Sciences  mathématiques  et  les  Sciences 
physiques  ne  se  fit,  dans  les  Facultés  des  Sciences,  ni  par  l'un  ni 
par  l'autre  de  ces  deux  procédés^  la  Mécanicpie  et  l'Astronomie 
furent  mises  au  nombre  des  Sciences  mathématiques,  tandis  que  la 
Physique  se  trouvait  indissolublement  liée  à  la  Chimie. 
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Siii)|)le  mesiiie  adminislialivc,  |)cnsera-l  on ,  «roljjel  loiil  pra- 
liquc;  rèi;leineiiL  d'examen  qui  n'avait  poinl  riiitetitioii  d'inlliicr 
sur  rorganisatialion  même  de  la  Science.  Mais  dans  un  pays 
comme  le  noire,  si  méliculeusemenl  administré,  si  étroitement 
réglementé,  (|ui  j)ouirait  limiter  la  [)ortée  d'une  mesure  de  ce 
genre?  La  façon  qu'ont  des  hommes  de  comprendre  et  d'accomplir 
une  besogne  qui  leur  est  confiée  dépend  de  la  tournure  de  leur 
esprit;  cetie  tournure  d'esprit  résulte  de  l'éducation  cpi'ils  ont 
reçue,  des  enseii;nemenls  qu'ils  ont  enlendus;  cette  éducation,  ces 
enseignements  étaient  étroitement  définis  par  la  nature  du  diplôme 
que  ces  hommes  ont  dû  obtenir,  par  le  programme  de  l'examen 
qu'ils  ont  du  subir  ;  et  ainsi  un  règlement  d'examen,  selon  qu'il 
est  judicieux  ou  peu  sensé,  peut  avoir  les  conséqueni'es,  heureuses 
ou  malheureuses,  les  plus  graves  et  les  plus  éloignées. 

Suivons  les  conséquences  de  la  coupure  qui  fut  pratiquée  entre 
la  Mécanique  et  la  Physique. 

111. 

Les  savants  auxquels  fut  confié,  dans  les  Facultés,  l'enseigne- 
ment de  la  Mécanique  élaienl,  pour  la  plupart,  munis  de  l'agré- 
gatiof)  de  Mathématiques  ;  toujours  et  nécessairement,  ils  avaient 
pris  le  doctorat  es  sciences  mathématiques;  celaient  donc  des 
hommes  fjui,  dès  leur  jeunesse,  s'i'taienl  montrés  particulièrement 
doués  pour  la  contemplation  et  l'analvse  des  idées  absirailes  ;  qui, 
par  une  longue  et  laborieuse  édiicalion,  avaient  exallé  en  leur 
raison  la  faculté  de  combiner  les  conslruclions  de;  la  Géométrie  et 
les  algorithmes  de  l'Algèbre. 

Au  moment  de  professer  la  Mécanicpie,  ils  ont  cherché  à  revêtir 
cette  science  de  la  forme  (pii  leur  semblait  la  |)lus  [larfaitc,  à  la 
rendre  donc  aussi  semblable  (pie  possible  aux  doctrines  qu'ils 
avaient  appris  dès  longtemps  à  regarder  comme  absolument  belles, 
à  la  Géométrie  et  à  l'Algèbre. 

Imitant  ce  que  le  géomètre  avait  (ait  depuis  des  milléiiaires,  ils 
ont  voulu  ne  faire  à  l'expérience  que  des  emprunts  aussi  peu  nom- 
breux que  [)0ssible,  et  ils  ont  voulu  que  ces  emprunts  fussent 
faits  aux  observations  les  plus  courantes  et  les  plus  obvies  ;  ils 
ont    pris    ainsi,    pour  fondements    de    la    doctrine   qu'ils    allaient 
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exposer,  un  enseml)le,  aussi  restreint  qu'il  se  pût  faire,  de  postu- 
lats sur  les  masses  et  les  mouvements  ;  puis,  sur  ces  fondements, 
tout  semblables  d'aspect  aux  axiomes  de  la  Géométrie,  ils  ont,  par 
la  déduction  mathématique,  élevé  un  monument  vaste  et  régulier. 
Pour  mieux  marfjuer  que  l'expérience  n'avait  pris,  à  l'érection  de 
ce  monument,  qu'une  part  infime,  que  la  raison  raisonnante  pou- 
vait se  vanter  de  l'avoir  presque  en  entier  construit  par  ses 
propres  forces,  on  a  donné  à  ce  bel  édifice  mathématique  le  nom 
de  Mécanique  rationnelle.  Le  jour  oîi,  à  côté  de  la  chaire  de 
Mécanique  rationnelle,  la  Sorbonne  créa  une  chaire  de  Mécanique 
physique  et  expérimentale,  elle  affirma,  semble-l-il,  avec  une 
particulière  netteté,  que  l'essence  de  la  Mécanique  rationnelle 
était  de  n'être  d'aucune  manière  ni  physique  ni  expérimentale. 

Traitée  par  des  hommes  qu'avait  formés  la  plus  pure  éducation 
mathématique,  par  des  hommes  qui  n'eussent  su  rien  écrire  quine 
fût  très  rigoureux,  très  clair,  très  ordonné,  très  élégant,  la  Méca- 
nique rationnelle  a  produit  des  chefs-d'oeuvre;  parmi  les  Livres  et 
les  Mémoires  qui  lui  sont  consacrés,  abondent  les  écrits  admi- 
rables. Mais  ce  qu'on  admire,  en  ces  œuvres,  c'est  l'art  de  com- 
biner les  constructions  géométriques  et  les  symboles  algébriques. 
Cet  art  qui,  en  Mécanique,  ne  devait  être  qu'un  moyen,  qui  devait 
servir  à  résoudre  des  problèmes  utiles  à  l'ingénieur,  à  construire 
des  théories  propres  à  guider  le  physicien,  cet  art  s'est  posé 
comme  une  fin  qui  eût  en  elle-même  sa  propre  valeur.  Les  lignes 
géométriques  ne  se  sont  plus  enchevêtrées,  les  équations  diffé- 
rentielles ne  se  sont  plus  intégrées  afin  que  le  mécanicien  sût 
répondre  à  une  question  formulée  par  l'expérience;  c'est  le  pro- 
blème qui  a  été  arlificieusement  choisi  afin  que  le  géomètre  nous 
pût  montrer  la  pénétrante  clarté  de  son  intuition  et  l'algébriste  sa 
dextérité  à  manier  le  Calcul  intégral.  Séparée  par  une  frontière 
malencontreuse  de  la  Physique  qui  pouvait  seule  lui  poser  des 
questions  utiles  et  des  problèmes  féconds,  rendue  stérile  par  le 
décret  qui  l'a  rattachée  au  domaine  des  Mathématiques  pures,  la 
Mécanique  rationnelle  n'est  plus  qu'une  sorte  de  terrain  de 
manœuvre  où  s'exécutent  d'habiles  exercices  d'Analyse  et  de 
Géométrie. 

Exercices  d'Analyse  et  de  Géométrie,  tel  est  bien  le  titre  qu'il 
conviendrait    de    donner    aux    épreuves     subies,     sous    le    nom 
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d'examens  de  Mécanique,  par  les  éLiidianls  de  nos  Facultés.  «  Le 
malhéniaticien  de  métier,  écrit  M.  H.  Douasse  ('),  ne  s'occupe 
guère  de  l'application,  et  les  cas  particuliers  lui  répugnent.  Malgré 
ses  efiorts,  un  problème  de  Mécanit|ue  devient  vite  entre  ses  mains 
un  sujet  de  spéculations  mathématiques.  J'admire  que  les  candi- 
dats à  l'Agrégation  de  Mathématiques  résolvent  les  merveilleux 
rébus  offerts  à  leur  sagacité.  Généralement  un  gyroscope  se  pro- 
mène sur  un  hjperboloïde,  qui  glisse  sur  un  tore,  lequel  est 
astreint  à  rouler  et  à  pirouetter  sur  un  hélicoïde  ;  ...  l'énoncé 
remplit  une  page  de  papier  ministre.  Ces  jeunes  gens  résolvent  le 
problème  en  'j  heures,  comme  qui  plaisante.  Je  n'ignore  cepen- 
dant pas  qu'en  les  plaçant  devant  une  machine  d'A.twood,  on  les 
embarrasserait  fort.  » 

IV. 

Nous  avons  vu  ce  qu'a  fait  de  la  Mécanique  l'opération  qui  l'a 
détachée  de  la  Physique  pour  la  souder  aux  Mathématiques 
abstraites.  Voyons  ce  que  cette  même  opération  devait  faire  de  la 
Physique. 

La  forme  que  la  Physique  allait  revêtir  était,  pour  ainsi  dire, 
déterminée  d'avance  par  l'étroite  parenté  qui  était  assignée  à  cette 
science  avec  la  Chimie,  c'est-à-dire  avec  une  science  naturelle,  la 
plus  simple  et  la  plus  avancée  des  Sciences  naturelles. 

C'est  parmi  les  mêmes  hommes  qu'allaient  se  recruter  les  futurs 
professeurs  de  Physique  el  de  Chimie  ;  non  pomt  donc  parmi  ceux 
qui  se  complaisent  aux  idées  très  abstraites  et  aux  raisonnements 
très  rigoureux,  mais  bien  parmi  ceux  chez  qui  la  finesse  d'obser- 
vation est  très  aiguisée,  voire  parmi  ceux  qui  sont  doués  d'une 
extrême  dextérité  manuelle,  précieuse  à  l'expérimentateur;  futurs 
physiciens  ou  futurs  chimistes,  ils  allaient  entendre  les  mêmes 
enseignements,  s'exercer  aux  mêmes  manipulations,  être  éprouvés 
par  les  mêmes  examens;  et  ce  que  ces  exercices  s'attacheraient  à 
développer  en  eux,  ce  que  ces  examens  auraient  pour  objet  d'y 
reconnaître,  ce  seraient  surtout  les  facultés  communes  au  physi- 
cien et  au  chimiste,  l'habileté  en  l'art  expérimental. 

De  même,  alors,  que  le  mécanicien,  formé  par  une  disci|)line 

(')  II.  BouASSE,  Cours  de  Mécanique  rationnelle  et  expérimentale,  p.  i. 
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presque  exclusivement  mathématique,  en  était  venu  à  regarder  la 
Géométrie  et  l'Algèbre  non  point  comme  des  instruments  propres 
à  résoudre  les  questions  proprement  mécaniques,  mais  comme  les 
objets  mêmes  auxquels  doit  tendre  l'étude  de  la  Mécanique,  de 
même  le  physicien  se  prit  à  regarder  l'observation  et  l'expérience 
non  pas  comme  les  ouvrières  qui  doivent  poser  les  fondations  de 
la  Physique,  mais  comme  les  architectes  qui  doivent  tracer  le  plan 
du  monument  tout  entier. 

La  Physique,  comme  la  Mécanique,  devait  résulter  de  l'intime 
union  d'une  forme  définie  par  les  Mathématiques  avec  une 
matière  fournie  par  l'observation  et  l'expérience.  Les  méca- 
niciens s'étaient  appliqués  à  faire  abstraction  aussi  complète  que 
possible  de  ce  contenu,  donné  par  l'expérience,  et  ils  avaient 
obtenu  cette  forme,  à  peu  près  vide  de  toute  matière,  qu'ils 
avaient  appelée  Mécanique  rationnelle.  Les  physiciens,  de  leur 
côlé,  réduisirent  autant  qu'ils  purent  le  faire  le  rôle  que  la  forme 
mathématique  était  apj)elée  à  jouer  dans  leur  science;  leur  idéal, 
de  plus  en  plus  ardemment  et  explicitement  souhaité,  fut  de  ne 
rien  considérer  sinon  les  lois  que  l'induction  tire  de  l'observation  ; 
la  matière  presque  informe  constituée  par  l'ensemble  de  ces  lois 
leur  apparut  comme  la  plus  parfaite  des  Physiques,  la  Physique 
purement  expérimentale. 

Ainsi  la  simple  mesure  administrative  qui  a  tracé  une  ligne  de 
démarcation  entre  la  Mécanique  et  la  Physique,  qui  a  mis  la 
Mécanique  au  nombre  des  sciences  mathématiques  et  qui  a  rejeté 
la  Physique  au  voisinage  de  la  Chimie,  a  produit  deux  sciences 
également  incomplètes,  bien  qu'elles  le  soient  [)ar  deux  priva- 
tions inverses  l'une  de  l'autre;  elle  a  engendré  ces  deux  monstres 
complémentaires  :  la  Mécanique  rationnelle  dégagée  de  toute 
Mécanique  physique  et  expérimentale,  et  la  Physique  purement 
expérimentale  soigneusement  séparée  de  toute  Physique  mathé- 
matique. 

La  Mécanique  est,  par  sa  nature  même,  la  partie  la  plus 
abstraite  et  la  plus  simplifiée  de  la  Physique;  pour  se  constituer 
donc,  la  Mécanique  rationnelle  n'a  eu  besoin  que  de  pousser  à 
l'excès  une  abstraction  et  une  simplification  qui  eussent  été  légi- 
times si  elles  fussent  demeurées  en  deçà  de  certaines  bornes. 

Il  n'en  va  pas  de  même  de  la  Physique  expérimentale.  Le  lan- 
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gage  de  l'Algèbre  et  de  la  Géoméirie  est  si  complètement  indis- 
pensable à  qui  prétend  énoncer  avec  clarté  et  précision  les  lois 
physiques  issues  de  l'observation,  ces  lois  tendent  si  naturellement 
à  se  grouper  et  à  s'ordonner  en  théories  mathématiques,  (|ue  la 
constitution  d'une  Physique  purement  expérimentale  semble  êlre 
une  irréalisable  gageure;  sans  cesse  la  Physique  mathématique 
reparaît  en  la  science  au  moment  même  qu'on  l'en  croit  chassée. 
Ceux  donc  qui  voudraient  arracher  à  la  Physique  le  dernier  lam- 
beau de  son  vêtement  d'Algèbre  et  de  Géométrie  se  voient 
condamnés  au  supplice  d'un  perpétuel  recommencement. 

Ils  ne  se  découragent  pas,  cependant;  par  un  travail  incessant, 
ils  creusent  de  plus  en  plus  le  fossé  que  les  règlements  d'examens 
ont  tracé  entre  la  Physique  et  les  Sciences  mathématiques;  ils 
comptent  bien  qu'ils  formeront  ainsi  des  esprits  tournés  d'une 
manière  invariable  vers  la  science  purement  expérimentale  à 
laquelle  ils  tendent.  Autrefois,  le  candidat  à  l'agrégation  de 
Physique  devait  être  licencié  es  sciences  mathématiques;  lorsque 
les  antiques  licences  se  trouvèrent  morcelées  en  certificats  multi- 
ples, on  continua  d'exiger  du  futur  agrégé  de  Physique  qu'il  eût 
pris  le  certificat  de  Mécanique  rationnelle;  aujourd'hui,  on  a 
détendu  la  rigueur  de  cette  exigence;  il  est,  pour  celui  qui  sera 
appelé  à  enseigner  la  Physique  dans  nos  lycées,  des  moyens  de  se 
dispenser  du  certificat  de  Mécanique  rationnelle;  il  est,  à  l'agréga- 
tion, des  voies  d'accès  ouvertes  à  qui  n'a  point  étudié  la  Méca- 
nique et  n'a,  des  Sciences  mathématiques,  qu'une  connaissance 
rudimentaire  ;  on  peut  aspirer  à  enseigner  la  Physique,  voire 
dans  les  cliaires  les  plus  élevées,  sans  avoir  une  autre  formation 
mathématique  que  celle  dont  a  besoin  le  zoologiste  ou  le  bota- 
niste. 

On  espère  qu'on  arrivera,  de  la  sorte,  à  former  des  physiciens 
dont  l'intelligence  sera  construite  exactement  sur  le  même  t_)'pe 
que  celle  du  naturaliste;  intelligence  très  habile  à  observer  les 
moindres  détails  des  réalités  concrètes,  à  comparer  entre  elles  ces 
réalités,  à  saisir  les  analogies  qui  classeront  les  êtres  en  un  ordre 
naturel;  mais  intelligence  hésitante  au  sein  des  idées  abstraites, 
trop  faible  pour  enchaîner  avec  rigueur  les  mailles  d'un  raisonne- 
ment déductif,  gauche  dans  le  maniement  de  Tiustrument 
mathémati(iue. 
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Cela  suffira-l-il  à  faire  des  adeptes  convaincus  de  la  Physique 
puremenl  expérimentale?  Pas  encore,  peut-être. 

Lorsqu'il  veut  mettre  en  évidence  les  homologies  essentielles 
qui  lui  permettent  de  rassembler  en  un  même  groupe  des  êtres  fort 
dissemblables  en  apparence,  le  naturaliste  trace  une  figure 
abstraite  et  généralisée,  un  schéma,  et  il  montre  comment  ce 
schéma  est  le  plan  commun  sur  lequel  tous  ces  êtres  sont  con- 
struits. Doué  de  l'esprit  de  comparaison  et  du  sens  des  analogies, 
le  plivsicien  voudra,  à  la  façon  du  naturaliste,  rapprocher  les  unes 
des  autres  les  lois  expérimentales  qui  sont  construites  sur  un 
même  plan;  il  voudra,  de  ces  lois,  tracer,  lui  aussi,  un  scliéma; 
ce  jour-là,  il  reconnaîtra  bien  vite  que  ces  relations  entre  gran- 
deurs mesurées,  que  ces  formules  ne  se  laissent  pas  schématiser 
par  un  dessin;  que  le  modèle  abstrait  et  général  en  lequel  on  les 
peut  toutes  condenser,  c'est  forcément  un  ensemble  de  postulais 
énoncés  en  langage  mathématique;  que,  pour  les  comparer  à  ce 
modèle,  il  ne  suffit  pas  de  faire  appel  au  sens  de  l'analogie,  mais 
qu'il  faut  recourir  au  raisonnement  déductif;  désireux  d'imiter  le 
zoologiste  ou  le  botaniste,  de  construire  une  classification  natu- 
relle, il  produira  comme  malgré  lui  une  théorie  mathématique. 
Cette  théorie,  d'ailleurs,  sera  probablement  gauche  et  mal  bâtie; 
inhabile  à  manier  l'instrument  géométrique  et  algébrique  qui  peut 
seul  construire  l'édifice,  ignorant  de  la  Mécanique  où  il  eût  trouvé 
des  exemples  à  imiter,  notre  expéiimeniateur  fera  de  mauvaise 
Phvsique  mathématique,  mais  il  fera  delà  Physique  mathématique; 
jamais,  assurément,  on  n'avait  vu  surgir  autant  de  théories  qu'il 
en  a  germé  depuis  qu'on  s'est  avisé  de  rendre  la  Physique  |)ure- 
ment  expérimentale. 

En  donnant  au  physicien  une  intelligence  semblable  à  celle  du 
naturaliste,  on  le  rendra  incapable  de  construire  des  théories 
mathématiques  solides,  complètes,  élégantes;  on  ne  rempêchera 
pas  de  bâtir  des  théories  mathématiques.  Il  faudra  donc  aller  plus 
loin;  il  faudra  lui  ôter  jusqu'à  ce  goût  des  comparaisons,  jusqu'à 
ce  sens  des  analogies,  [)ar  lesquels  vivent  et  se  développent  la 
Chimie,  la  Botanique,  la  Zo(dogie.  Pour  assurer  le  triomphe  de  la 
Physique  purement  expérimentale,  on  ne  reculera  pas  devant  une 
pareille  tentative;  ce  qu'on  mettra  au  rang  de  faculté  maîtresse  du 
physicien,  ce  qu'on  développera  en  lui  aux  dépens  de  toutes  les 


i58  PREMIÈRE   PARTIE. 

capacités  intellectuelles,  ce  sera  l'habileté  manuelle.  On  procla- 
mera donc  que  les  ioslruments  propres  à  édifier  la  Physique,  ce 
ne  sont  point  l'Algèbre  et  la  Géométrie,  non  point  même  le 
spectroscope  et  le  thermomètre,  mais  la  lime  et  le  tour;  on  décla- 
rera que,  pour  bien  se  servir  d'un  galvanomètre,  il  faut  l'avoir 
construit  (comme  si  les  cordonniers  étaient  les  meilleurs  mar- 
cheurs); on  donnera  au  futur  phvsicien  non  pas  la  raison  d'un 
homme  de  science,  mais  la  dextérité  d'un  ouvrier  d'art;  alors 
pense-t-on,  les  théories  mathématiques  seront  à  jamais  chassées 
de  la  Physique  devenue  purement  expérimentale.  A  jamais?  Jus- 
qu'au jour  où  le  constructeur  d'instiuments,  las  de  l'empirisme 
grossier  auquel  on  aura  prétendu  le  condamner,  renversera  les 
barrières  qu'on  avait  voulu  élever  entre  la  Physique  et  les 
Sciences  mathématiques  et  réinventera  la  Physique  théorique. 

V. 

En  effet,  ces  efforts  acharnés  pour  constituer  une  Phvsique 
purement  ex|)éri mentale,  ces  tentatives  sans  cesse  reprises  au  sein 
de  l'Université  de  France,  le  plus  piteux  avortement  les  attend, 
parce  que  ces  efforts,  parce  que  ces  tentatives  prétendent  s'opposer 
au  mouvement  qui  porte  la  Science. 

Si  l'on  eût  dit  à  Poisson,  à  Ampère  ou  à  Cauchy,  si  l'on  eût 
dit  à  Green,  à  Franz  Neumann  ou  à  Gauss  qu'on  pouvait,  qu'on 
devait  construire  la  Physique  en  évitant  l'emploi  de  toute  doctrine 
mathématique  de  quelque  difficulté,  que  le  phvsicien  devait  s'éloi- 
gner de  toute  théorie  fondée  sur  la  Mécanique  ou  imitée  de  cette 
science,  ces  hommes  de  génie  eussent  assurément  pris  pour  fou 
celui  qui  leur  eût  tenu  ce  langage.  Que  penseraient-ils  donc  de 
ceux  qui  le  répètent  aujourd'hui  ? 

Les  progrès  extraordinaires  que  la  Physique  a  faits  au  cours  du 
xix^  siècle  se  sont  tous  accomplis  dans  le  sens  qu'avaient  marqué 
les  travaux  des  grands  géomètres  et  mécaniciens  du  commence- 
ment de  ce  siècle.  La  Science  électrique,  par  exem[jle,  n'a  cessé 
de  manifester,  par  son  développement,  la  fécondité  des  théories 
formulées  par  Poisson  et  par  Ampère;  c'est  en  imitant  les 
méthodes  suivies  par  Ampère  que  Franz  Neumann  et  Wilhelm 
Weber  ont  pu  constituer  la  doctrine  des  courants  d'induction,  et 
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lorsque  Maxwell  et  Helmboltz  ont  étendu  cette  doctrine  au  point 
qu'elle  pût  régir  la  propagation  de  l'électricité  au  sein  des  milieux 
diélectriques  ou  conducteurs,  les  équations  obtenues  se  sont 
trouvées  identiques  à  celles  (jue  les  Navier,  les  Poisson,  les 
Cauchv,  les  Green  avaient  écrites  pour  étudier  le  mouvement  des 
solides  élastiques  ou  des  fluides  visqueux;  c'est  cette  analogie 
d'équations  qui  a  permis  à  Maxwell  de  formuler  sa  grandiose 
hypothèse  sur  la  nature  électromagnétique  de  la  lumière;  c'est 
cette  analogie  qui  a  suggéré  à  Heinrich  Hertz  l'idée  d'étudier  la 
propagation  des  ondes  électriques  comme  on  étudie  celle  des 
ondes  sonores.  La  science  électrique  n'est  ainsi  qu'un  vaste  et 
admirable  exemple  de  ce  principe  :  Tout  progrès  s'accomplit  en 
Physique  par  l'efiet  de  la  Mécanique  ou  à  l'imitation  de  la 
Mécanique. 

Une  école  de  physiciens  rejetterait  la  seconde  partie  de  ce  prin- 
cipe ou  ne  consentirait  à  en  user  que  d'une  manière  provisoire; 
purement  mécanistes,  ces  physiciens  entendent  que  tous  les 
phénomènes  de  la  Physique  se  réduisent  un  jour  à  la  figure  et  au 
mouvement.  Au  moment  oiJ  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur 
fut  créée,  ces  physiciens  avaient  cherché  à  expliquer  selon  leurs 
principes  les  effets  que  les  variations  de  température  et  de  pres- 
sion |)roduisent  en  une  masse  gazeuse;  depuis  quelques  années,  le 
champ  ouvert  à  leurs  recherches  s'est  singulièrement  étendu;  non 
seulement  ils  ont  abordé  l'étude  des  dissolutions  et  des  mélanges 
liquides,  mais  ils  ont  entrepris  de  rendre  compte  des  phénomènes 
compliqués  que  l'électricité  engendre  au  sein  des  gaz.  Ceux-là 
n'ont  garde  de  dédaigner  la  Mécanique;  Boitzmann  et  Gibbs  leur 
ont  montré  quelle  Dynamique  savante  et  délicate  il  convenait 
d'employer  pour  résoudre  même  les  problèmes  les  plus  simples  de 
Mécanique  statistique;  et  les  tentatives  de  Weber,  de  Riemann  et 
de  Clausius  sont  là  pour  le  dire  quelles  difficultés  les  attendent  au 
moment  où  ils  voudront  traiter  avec  précision  de  la  convectioii 
électrique. 

A  côté  de  l'Ecole  mécaniste  s'ouvre  l'Ecole  énergéliste;  l'idéal 
des  adeptes  de  cette  École  n'est  plus  de  réduire  toute  la  Physique 
à  la  Mécanique  ;  il  est  de  réunir  toutes  les  branches  particulières 
de  la  Phvsique,  y  compris  la  Mécanique,  en  un  tronc  unique;  et 
celle  doctrine  énergétique,  appelée  à  donner  ses  lois  à  la  Physique 


i6o  PREMIÈRE  PARTIE. 

toul  entière,  ils  rimaginent  comme  une  extension,  comme  une 
généralisation  de  la  Mécanique;  pas  plus  que  les  mécanistes 
assurément,  les  énergétisles  ne  sauraient  faire  li  de  cette  Méca- 
nique qu'ils  veulent  agrandir  jusqu'à  ce  qu'ils  y  puissent  loger  la 
science  de  ions  les  changements  tpii  se  passent  dans  le  monde  des 
corps  bruts. 

L'œuvre  la  plus  importante  qu'ait  accomplie  l'Ecole  énergétiste, 
c'est,  sans  doute,  la  construction  d'une  doctrine  mathématique, 
imitée  de  la  Mécanique,  où  se  classent  les  lois  qui  président  à 
l'accomplissement  des  réactions  chimiques.  Bien  loin  donc,  au  gré 
des  énergétisles,  que  le  physicien  se  puisse  contenter  du  sens  de 
l'observation  et  de  la  comparaison  qu'emploient  le  chimiste  et  le 
naturaliste,  il  faut  désormais  que  le  chimiste  s'exerce  au  manie- 
ment de  l'instrument  mathématique,  rpi'il  acquière  des  connais- 
sances de  jMécanique,  afin  qu'il  puisse  tirer  profit  des  enseigne- 
ments de  la  Mécanique  chimique. 

L'étude  des  progrès  que  la  Physique  n'a  cessé  de  faire  depuis 
cent  vingt  ans  met  ainsi  hors  de  doute  cette  vérité  :  Il  n'y  a  aucune 
ligne  de  démarcation  entre  la  Mécani(jue  et  la  Physique;  ces  deux 
sciences  n'en  font  qu'une,  et  cette  théorie  unifpie  de  tous  les 
mouvements,  de  tous  les  changements  du  monde  inorganique,  vit 
et  se  développe  par  l'union  intime  de  la  matière  expérimentale  et 
de  la  forme  mathématique.  Pendant  ce  temps,  l'Université  de 
France  s'attarde  à  enseigner  une  Mécanique  rationnelle  dégagée  de 
l'expérience;  elle  s'épuise  en  vains  efforts  pour  constituer  une 
Physique  purement  expérimentale  débarrassée  de  l'appareil 
mathématique. 

VL 

Que  le  lecteur  médite  maintenant  le  titre  mis  par  M.  H.  Bonasse 
en  tête  de  l'Ouvrage  qu'il  vient  de  publier  :  Cours  de  Mécanique 
rationnelle  et  expérimentale^  spécialement  écrit  pour  les  phy- 
siciens et  les  ingénieurs,  conforme  au  programme  du  certificat 
de  Mécanique  rationnelle.  Il  apercevra  tout  aussitôt  la  profon- 
deur de  la  révolution  qu'annonce  un  semblable  titre;  mais  il 
découvrira  en  même  temps  la  fécondité  de  la  réforme  qui  nous  est 
ici  promise. 
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Le  Livre  tient-il  tontes  les  promesses  que  le  titre  fait  briller  à 
nos  jeux?  C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

M.  Bonasse  nous  annonce  que  la  Mécanique  dont  il  vn  dévelop- 
per l'exposé  est,  à  la  fois,  rationnelle  et  expérimentale.  Qu'est-ce 
à  dire?  La  Mécanique  sera  rationnelle  si  elle  pose  comme  hypo- 
thèses un  petit  nombre  de  prémisses  non  démontrée^  et  si  elle  en 
tire,  par  voie  de  déduction  malliéinatique,  toutes  les  conclusions 
qu'elle  énoncera  par  la  suite.  La  Mécanicpie  sera  expérimentale  si 
elle  n'attribue  à  ses  hypothèses  premières  aucune  évidence  immé- 
diate, aucune  certitude  affirmée  par  une  science  antérieure,  certi- 
tude que  le  raisonnement  déductif  transporterait  graduellement 
jusqu'aux  ultimes  corollaires;  si  elle  regarde  ces  corollaires 
comme  n'étant,  par  eux-mêmes  et  a  priori^  ni  vrais  ni  faux;  si 
elle  les  tient  seulement  pour  des  propositions  destinées  à  fournir 
une  représentation  abstraite,  simplifiée,  approchée  des  lois  expé- 
rimentales du  mouvement;  si  donc  elle  déclare  un  ensend)le  de 
telles  conséquences  bon  ou  mauvais  selon  qu'il  figure  bien  ou 
mal,  avec  une  approximation  suffisante  ou  avec  d'intolérables 
inexactitudes,  l'ensemble  des  vérités  d'observation  dont  il  doit 
être  l'image.  A  la  fois  rationnelle  et  expérimentale,  construite 
selon  la  méthode  qui  sert  à  bâtir  toute  théorie  physique,  la  Méca- 
nique aura  vraiment  alors  pris  la  place  qu'elle  doit  occuper  en 
l'édifice  de  la  Physique  mathématique. 

C'est  bien  ainsi  que  M.  Bouasse  enlenrl  développer  la  Méca- 
nique. Lisons,  par  exemple,  ces  quelques  lignes,  écrites  (')  tout 
aussitôt  après  les  énoncés  des  trois  principes  de  la  Dynamique  : 

«  Toute  démonstration  a  priori  de  ces  propositions  est  un 
non-sens.  Nous  devons  les  développer  par  voie  déductive  et  com- 
parer leurs  conséquences  avec  les  faits.  La  Dynamique  n'est  donc 
plus  qu'une  question  de  calculs,  qu'un  recueil  d'exemples  fondés 
sur  des  hypothèses  particulières.  La  comparaison  de  la  théorie 
et  des  phénomènes  se  fait  par  les  méthodes  ordinaires  de  la 
Physique  expérimentale.  » 

Le  mathématicien,  donc,  qui  j^rétend  exposer  une  Mécanique 
purement  rat'onnelle  et  M.  Bouasse  pourront  bien,  à  l'aide  de 
calculs  idenli(pies,  tirer  des  princi[)es  de  la  Dynamique  la  solution 

(')  H.  Bouasse,  Op.  laud.,  p.  285. 
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d'un  même  problème;  devant  la  formule  finale  qu'ils  auront  tous 
deux  obtenue,  leur  attitude  sera  toute  différente.  Le  mathématicien 
croit  qu'il  use  d'une  méthode  analogue  à  celle  du  géomètre  ;  il 
pense  que  les  principes  auxquels  il  a  rivé  la  première  maille  de  sa 
déduction  ont  la  certitude  d'axiomes;  pourvu  que  son  raison- 
nement soit  d'une  impeccable  rigueur,  il  affirmera  que  la  propo- 
sition obtenue  est  vraie.  M.  Bouasse  attendra,  pour  juger  cette 
pro|)Osition,  qu'elle  ait  été  soumise  au  contrôle  de  l'expérience;  et 
lorsqu'elle  aura  subi  l'épreuve  avec  succès,  il  la  déclarera  non  pas 
vraie,  mais  utile.  Au  moment  donc  que  le  mathématicien  se 
reposera  avec  l'illusion  que  la  Mécanique  a  terminé  sa  tâche, 
M.  Bouasse  dressera  et  réglera  appareils  et  instruments,  afin  de 
comparer  les  mouvemenls-  abstraits  annoncés  par  la  formule  aux 
mouvements  concrets  que  l'expérimentateur  peut  produire  et 
observer.  La  description  de  ces  appareils  et  de  ces  instruments, 
les  instructions  relatives  à  leur  mode  d'emploi  tiennent  une 
place  considérable  dans  le  Cours  de  Mécanique  rationnelle  et 
expérimentale  ;  en  vain  chercherait-on  quoi  que  ce  soit  d'ana- 
logue dans  la  plupart  des  traités  de  Mécanique  rationnelle. 

La  vérification  à  laquelle  doit  être  soumise  une  formule  de 
Mécanique  avant  qu'on  la  puisse  déclarer  utile  doit  être  une  véri- 
fication quantitative  ;  les  lettres  qui  figurent  en  cette  formule 
représentent  diverses  grandeurs;  il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs 
numériques  prises  par  ces  grandeurs  dans  le  cas  concret  qu'on 
réalise,  et  de  s'assurer  que  ces  valeurs  numériques  vérifient  la 
formule  avec  une  exactitude  suffisante.  Dès  lors,  point  de  compa- 
raison possible  entre  les  propositions  de  la  Mécanique  et  les  faits, 
si  l'on  ne  dispose  de  méthodes  propres  à  mesurer  les  diverses 
sortes  de  grandeurs  dont  traitent  la  Statique  et  la  Dynamique,  les 
temps,  les  longueurs,  les  angles,  les  masses,  les  moments  d'iner- 
tie, les  forces,  les  couples.  A.  la  description  de  ces  méthodes, 
M.  Bouasse  consacre  de  nombreux  articles,  qu'illustrent  des 
figures  d'appareils,  où  abondent  les  renseignements  touchant  les 
préc^atitions  qu'exige  .le  maniement  de  ces  instruments.  Voilà, 
certes,  une  innovation,  et  qui  surprendra  peut-être  bon  nombre 
de  lecteurs  des  Traiti's  de  Mécanique  rationnelle. 

Les  auteurs  de  ces  Traités,  en  effet,  imitent,  la  plupart  du 
temps,  la   manière    de   procéder   de   l'algébriste.  Lorsque   l'algé- 
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brisle  traite  quelque  problème  ressortissant  à  sa  science,  il  repré- 
sente par  des  lettres  toutes  les  quantités  qui  figurent  en  ce  pro- 
blème, et,  suivant  les  règles  fixes  de  ses  algorithmes,  il  combine 
ces  lettres  jusqu'à  ce  que  l'assemblage  obtenu  satisfasse  aux 
conditions  qui  ont  été  imposées.  Il  sait  que  la  solution  trouvée 
serait  dénuée  de  sens,  si  l'on  ne  concevait  les  lettres  qui  y  figurent 
comme  représentant  des  nombres  ;  que,  pour  appliquer  celte 
solution  à  un  cas  particulier  quelconque,  il  faudra  y  substituer  aux. 
lettres  les  nombres  qui  caractérisent  ce  cas  particulier;  mais  par 
quel  procédé  ces  nombres  seront-ils  obtenus,  il  n'en  a  cure;  c'est 
affaire  à  celui  qui  voudra  user  de  l'instrument,  très  général  en  ses 
emplois  possibles,  qu'il  a  forgé.  De  la  même  (açon,  mais  à  moins 
bon  droit,  agit  celui  qui  s'adonne  à  la  Mécanique  purement  ration- 
nelle ;  il  développe  une  analyse  où  figurent  une  masse  /»,  un 
moment  d'inertie  I,  les  composantes  X,  Y,  Z  d'une  force;  mais, 
en  tel  cas  particulier  et  concret,  comment  connaîtra-t-on  les 
valeurs  numériques  qu'il  faut  substituer  aux  lettres  m,  I,X,  Y,  Z? 
C'est  une  question  qu'il  dédaigne  d'examiner;  or,  faute  de  la 
résoudre,  il  ne  fait  pas  œuvre  de  mécanicien,  mais  seulement  d'al- 
gébriste. 

Vérification  expérimentale  d'un  grand  nombre  de  propositions 
de  Statique  et  de  Dynamique,  description  des  appareils  qui  per- 
mettent de  mesurer  les  diverses  grandeurs  dont  traitent  ces 
sciences,  ce  sont  besognes  dont  l'accomplissement  donne  au  Livre 
de  M.  Bonasse  l'aspect  d'un  Traité  de  Physique  et  permet  à  l'au- 
teur de  déclarer  qu'il  a  exposé  un  cours  de  Mécanique  à  la  fois 
rationnelle  et  expérimentale. 

Vil. 

Ce  cours  est  spécialement  écrit  pour  les  physiciens  et  les 
ingénieurs.  Les  ingénieuis,  tout  d'abord,  trouveront-ils  profit  à 
le  lire?  Pour  répondre  à  une  telle  question,  nous  n'avons  guère 
autorité;  il  nous  semble,  cependant,  que  d'utiles  enseignements 
s'offrent,  eu  ce  Livre,  à  celui  qui  veut  appliquer  les  lois  de  la 
Mécanique  aux  problèmes  posés  par  l'industrie. 

Pour  être  utile  au  futur  ingénieur,  il  convient,  en  premier  lieu, 
d'appliquer  autant  que  possible  les  tliéorèmes  de  la  Mécanique  à 
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des  exemples  tirés  des  mécanismes  et  des  machines  qui  se  ren- 
contrent dans  la  pratique  industrielle;  de  fuir  ces  problèmes 
arlificiellement  com|30sés  dans  le  seul  but  de  conduire  à  telle 
ou  telle  équation  différentielle'  d'espèce  cor)nue,  ces  problèmes 
dont  abusent  nos  leçons  et  nos  examens.  Que  M.  Bouasse  se 
conlortne,  en  ce  |Joiiit,  aux  désirs  de  l'ingénieur,  cela  n'est  pas 
douteux;  nous  connaissons  son  horreur  des  problèmes  factices,  et, 
d'autre  pari,  pour  constater  à  quel  grand  nombre  de  mécanismes, 
utilisés  dans  l'industrie,  il  applique  les  lois  de  la  Mécanique,  il 
suffit  de  parcourir  la  Table  des  matières  de  son  Livre. 

Mais  ce  n'est  ni  la  tâche  la  plus  diCficile  ni  la  plus  essentielle  en 
la  rédaction  diin  Traité  de  Mécanique  rationnelle  destiné  à  de 
futurs  ingénieurs;  un  exercice  artificiellement  imaginé  peut  être 
utile  lorsque  la  réalité  n'offre  point  d'exemple  propre  à  mettre 
simplement  et  clairement  en  évidence  une  vérité  inqjortante;  et, 
d'autre  paît,  il  ne  s'agit  pas  de  décrire  au  lecteur  tous  les  agence- 
ments de  mouvements  qu'il  pourra  rencontrer  dans  la  pratique; 
les  enseignements  techniques  et  spécialisés,  qu'on  n'entend  point 
suppléer,  auront  à  faire  cette  besogne.  Ce  qu'il  fiiut  avant  tout, 
c  est  façonner  l'esprit  de  l'élève  ingénieur  à  la  tournure  t|u'il  doit 
avoir  pour  s'adapter  aux  exigences  de  l'industrie. 

Les  appareils,  les  machines  dont  l'ingénieur  aura  à  utiliser  les 
mouvements  sont,  en  général,  d'une  extrême  complication.  Très 
souvent,  il  n'est  pas  possible  d'en  donner  une  théorie  complète 
et  rigoureuse.  Là  même  où  une  Géométrie  très  habile,  oh  une 
Algèbre  très  savante  ont  su  composer  une  semblable  théorie,  il 
peut  se  faire  que  celte  explication  minutieusement  déduite  soit 
plus  nuisible  qu'utile  à  l'industriel. 

L'excellent  ingénieur,  en  effet,  n'est  pas  celui  qui  sait,  à  l'aide 
de  calculs  très  compliqués,  partant  très  longs  et  très  laborieux, 
analyser,  dans  ses  moindres  détails  et  avec  une  extrême  précision, 
la  marche  de  la  machine  qu'il  emploie;  c'est  celui  qui  a,  de  cette 
marche,  une  connaissance  svnthétique  et,  pour  ainsi  dire,  intui- 
tive; qui  sait,  pai-  conséquent,  se  rendre  compte  d'une  manière 
très  rapide  des  défauts  qui  peuvent  vicier  cette  marche,  des 
remèdes  qui  atténueront  ces  défauts,  des  perfectionnements  qui 
les  feront  disparaître.  L'ingénieur  aura  donc  véritablement  acquis 
la    forme    intellectuelle    qui    lui    convient    lorsqu'il    usera,    pour 
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résoudre  les  problèmes  de  Mécanique,  très  peu  de  l'esprit  géo- 
métrique qui  déduit  et  conclut,  et  beaucoup  de  Tesprit  de  finesse 
qui  voit  et  devine.  Or,  il  est  clair  que  cette  proin[)lilude  d'intui- 
tion n'est  possible  qu'à  la  condition  de  siinplilier  à  un  haut  degré 
les  questions  posées,  de  négliger  une  foule  d'f'-léinents  de  ces 
questions  pour  s'attacher  seulement  à  quelques-uns  d'entre  eux. 
D'autre  part,  ce  choix  entre  les  éléments  (pi'on  gardera  comme 
prépondérants  et  ceux  qu'on  dédaignera  comme  accessoires  sup- 
pose une  juste  appréciation  du  degré  d'approximation  qu'il  est 
nécessaire  d'atteindre  en  la  solution  du  problème  et  du  degré  de 
rigueur  qu'il  serait  inutile  et  puéri!  de  rechercher.  Distinguer 
rapidement  l'indispensable  justesse  de  la  précision  futile,  et  cela 
afin  de  voir  simple,  parlant  de  voir  d'ensemble  l'appareil  qu'il 
manie,  c'est  à  quoi  il  faut  surtout  habituer  le  tulnr  ingénieur. 

La  Mécanique  purement  rationnelle,  dont  l'enseignement  s'est 
trop  souvent  propagé  des  Facultés  jusque  dans  les  écoles  tech- 
niques, lui  donne  des  habitudes  tout  opposées;  ce  n'est  pas  l'esprit 
de  finesse,  c'est  l'esprit  géomélricpie  qu'elle  développe  exclusi- 
vement en  lui;  elle  l'accoutume  à  rechercher  partout  une  rigueur 
dont  le  géomètre  et  l'algébriste  ne  se  doivent  jamais  départir,  mais 
qui,  dans  le  domaine  delà  Science  appliquée,  est  nuisible  ou  tout 
au  moins  inutile  et  ridicule. 

M.  Bonasse  nous  peint  ('),  avec  la  vivacité  d'images,  mais  aussi 
avec  la  justesse  de  coup  d'œil  dont  il  est  coutumier,  l'aspect  des 
Livres  composés  par  les  ingénieurs  que  le  goût  de  la  rigueur  dé- 
placée a  gâtés  : 

«  L'esprit  faussé  dès  l'origine  par  l'éducation  reçue,  ayant  vu 
leurs  professeurs  admirés  pour  embrouiller  les  questions  les  plus 
simples  et  cacher  l'évidence  sous  un  fatras  de  théorèmes,  ils 
s'imaginent  que  c'est  là  le  but  suprême.  Pour  imiter  leurs  modèles, 
ils  font  ce  qu'ils  peuvent.  Restés  excellents  élèves  de  Spéciales, 
ils  enfilent  donc  une  série  de  propositions  conduisant  à  des 
courbes  «  genre  taupin  »,  qu'ils  discutent  à  l'aide  de  tableaux 
bien  ordonnés;  ils  accumulent  les  expériences  «  genre  examen  de 
»  l'Ecole  Polytechnique  ».  Bref,  ils  grossissent  jusqu'à  cinq  cents 
pages  des  Ouvrages  qui,  excellents,  tiendraient  en  cinquante.  » 

(')  H.  BouASSE,  Op.  laud.,  p.  2. 
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Pour  (brmer,  donc,  des  ingénieurs,  il  leur  faut  donner  un  ensei- 
gnement (jui  les  détourne  de  la  fausse  rigueur;  mais  il  est  une 
tentation  dont  il  faut  bien  se  garer  et  les  garer;  c'est  celle  de 
dédaigner  la  piécision  légitime  et  l'exactitude  indispensable.  Il 
faut  simplifier  les  problèmes,  mais  jusqu'à  un  certain  point  seule- 
ment; il  faut  négliger  les  détails  accessoires,  mais  sans  rien  sacri- 
fier des  principes  importants.  Il  y  a,  en  un  tel  enseignement,  une 
juste  limite  à  garder,  et  les  mathématiciens  qui  ont  voulu  délaisser 
leur  trop  minutieuse  rigueur  pour  donner  des  leçons  qui  pussent 
servir  à  l'industriel  ont,  bien  souvent,  poussé  la  simplification  trop 
loin;  à  fuir  le  trop  précis,  le  trop  exact,  ils  se  sont  précipités  dans 
le  vague  et  dans  le  faux. 

«  Depuis  quelques  années,  dit  M.  Bouasse  ('  )  il  est  de  bon  ton 
parmi  nous  d'aimer  l'industrie  comme  on  aimait  la  vie  champêtre 
du  temps  de  Rousseau;  et  l'on  voit  des  théoriciens  du  genre  le 
plus  abstrait  endosser  (au  figuré)  le  bourgeron  du  contremaître  et 

s'efforcer  de  mettre  leur  science  à  la  portée  du  nombre Une  de 

leurs  marottes  consiste  à  démontrer  les  propositions  les  plus  diffi- 
ciles d'une  manière  élémentaire,  c'est-à-dire  en  se  privant  de  toutes 
les  ressources  des  Mathématiques.  Ils  rappellent  ces  nourrices 
qui  bêtifient  pour  se  faire  comprendre.  Ils  parlent  petit  nègre, 
oubliiint  qu'il  est  plus  facile  d'apprendre  les  Mathématiques  que 
d'apprendre  à  s'en  passer.  » 

Cette  juste  limite  entre  l'excès  et  le  défaut  de  rigueur  mathé- 
matique est  fort  difficile  à  définir;  il  faut  un  sens  très  juste  et  très 
bien  équilibré  pour  la  marquer  exactement;  s'j  tenir  est,  certai- 
nement, la  principale  difficulté  de  l'art  de  former  les  ingénieurs. 
La  siireté  avec  laquelle  M.  Bouasse  sait  simplifier  chacun  des  pro- 
blèmes pratiques  qu'il  traite  jusqu'au  degré  voulu,  et  jusqu'à  ce 
degré-là  seulement,  est  peut-être  la  qualité  la  plus  rare  dont  il 
fasse  preuve  en  son  Ouvrage. 

Cette  qualité,  le  soin  avec  lequel  il  garde  toujours,  en  chacun  de 
ses  raisonnements  mathématiques,  le  contact  très  intime  avec 
l'expérience,  n'a  pas  peu  contribué  à  la  développer  et  à  l'assurer 
en  lui.  Nul,  mieux  que  l'expérience,  ne  sait  montrer  le  ridicule 
d'une  illusoire  précision  ;  nul,  plus  durement  qu'elle,  ne  sait  op- 

(')  H.  Bouasse,  Op.  laud.,  p.  2-3. 
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poser  un  démenti  aux  solutions  vagues  et  erronées.  En  travaillant 
toujours  d'après  nature,  en  comparant  sans  cesse  son  œuvre  au 
modèle,  le  peintre  appreud  à  ne  pas  pignocher  des  pointillés  qui 
n'ajoutent  rien  à  la  ressemblance;  mais  il  apprend  aussi  à  ne  pas 
se  contenter  d'une  pochade  sans  dessin,  incapable  de  rendre  le 
caractère  de  ce  qu'il  prétend  imiter. 

VIII. 

Voilà  comment,  en  composant  un  cours  de  Mécani(|ue  à  la  fois 
rationnelle  et  expérimentale,  M.  Bouasse  a  pu  justement  affirmer 
qu'il  l'avait  spécialement  écrit  pour  les  ingénieurs;  mais  aux 
ingénieurs,  il  adjoint  les  physiciens;  en  quoi  cet  Ouvrage  peut 
être  utile  à  ces  derniers,  nous  Talions  examiner. 

Et  d'abord,  apte  à  enseigner  la  Mécanique  sous  la  forme  que 
réclame  l'ingénieur,  le  cours  de  M.  Bouasse  est,  par  le  fait  même, 
propre  à  former  des  physiciens  expérimentateurs;  les  qualités 
d'esprit  qu'il  faut  posséder  pour  manier  habilement  tel  instrument 
de  Physique  ne  diffèrent  guère  de  celles  qu'on  met  en  jeu  lors- 
qu'on emploie  telle  machine;  d'année  en  année,  d'ailleurs,  on  voit 
croître  le  nombre  des  machines  proprement  industnelles  qui  se 
rencontrent  habituellement  dans  les  laboratoires  de  Physique, 
comme  le  nombre  des  instruments  de  Physique  qui  servent  dans 
les  usines;  aujourd'hui,  peut-on  dire,  le  laboi'atoire  est  une  petite 
usine,  et  l'usine,  bien  souvent,  est  un  vaste  laboratoire.  Après 
donc  ce  que  nous  avons  dit  des  services  que  la  Mécanique  de 
M.  Bouasse  peut  rendre  aux  futurs  ingénieurs,  il  est  superflu 
d'insister  sur  les  services  directs  qu'elle  peut  rendre  à  ceux  qui 
souhaitent  de  se  livrer  à  la  Physique  expérimentale. 

Mais  la  Mécanique,  avons-nous  dit,  n'a  pas  seulement  pour  le 
physicien  une  utilité  directe;  elle  a  encore  une  utilité  indirecte,  et 
qui  n'est  pas  la  moindre;  elle  lui  enseigne  l'art  de  construire  des 
théories  physiques. 

C'est  surtout  en  étudiant  les  mouvements  des  milieux  continus, 
qu'ils  soient  tluides  ou  élastiques,  que  la  Mécanique  a  l'occasion 
de  dresser  devant  les  yeux  du  physicien  d'admirables  modèles  de 
théories.  Or,  cette  étude  des  milieux  continus,  M.  Bouasse  ne 
l'aborde  pas  au  cours  des  Leçons  que  nous  analysons;  il  la  réserve, 
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sous  le  nom  de  Mécanique  physique,  pour  le  premier  des  Volumes 
du  Trailé  de  Physique  qu'il  a  publié.  Les  systèmes  susceptibles 
d'être  définis  à  l'aide  d'un  nombre  limité  de  grandeurs  variables, 
les  assemblages  de  corps  solides,  par  exemple,  sont  les  seuls  dont 
il  traite  en  sa  Mécanique  rationnelle;  en  les  étudiant,  cependant, 
il  va  trouver  une  foule  de  proldèmes  qui  préparerotit  l'intelligence 
de  l'élève  aux  théories  diverses  de  la   Physique. 

Dès  le  second  Chapitre  de  l'Ouvrage,  l'étude  du  Travail  des 
vecteurs  et  du  Flux  des  vecteurs  introduit  ces  théorèmes  et  ces 
formules  qu'on  retrouve,  dès  le  début,  en  chaque  théorie  physique 
et  qui  sont,  pour  le  physicien,  l'indispensable  instrument  du 
labeur  (piolidien.  La  Statique  fournit  à  l'auteur  l'occasion  de  pré- 
senter les  lois  matliématiqiies  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  Tune  des  doctrines  les  plus  belles  que  la 
Science  ait  produites,  et  l'une  des  plus  utiles  aussi,  puisqu'elle  est 
la  forme  où  se  viennent  mouler  les  théories  de  l'Électricité  et  du 
Magnétisme.  Les  Chapitres  si  complets  où  sont  analysés  les  mou- 
vements oscillatoires,  l'amortissement  et  l'entretien  des  vibrations, 
les  phénomènes  de  résonance,  sont  une  très  heureuse  introduction 
à  ce  que  le  physicien  devra  dire  des  j)etits  mouvements  des  fluides 
et  des  corps  élastiques,  à  ce  qui  formera  l'Acoustique  et  l'Op- 
tique. 

Non  seulement  les  théories  les  plus  importantes  de  la  Physique 
trouvent  ainsi,  au  Cours  de  Mécanique  ra,tionnelle  et  expéri- 
nientale^  une  sorte  d'esquisse  qui  en  annonce  et  prépare  l'exécu- 
tion, mais  encore  ce  cours  présente  au  physicien,  à  propos  d'un 
problème  purement  mécanique,  uu  exemple  très  instructif  de 
l'art  de  construire  une  théorie.  Le  problème  dont  nous  voulons 
parler  est  celui  qui  concerne  la  figure  de  la  Terre.  L'analyse  qui 
en  est  faite  nous  montre  comment,  en  l'examen  d'une  question 
de  Mécanique  ou  de  Physique,  on  est  amené  à  imaginer  des 
hypothèses  propres  à  la  résoudre;  comment  on  développe  les 
conséquences  logiques  de  ces  hypothèses  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
découvert  des  corollaires  susceptibles  d'être  comparés  avec  les 
faits;  comment  on  combine  des  méthodes  expérimentales  propres 
à  effectuer  cette  comparaison;  comment  enfin  les  résultats  de 
cette  épreuve  permettent  de  juger  la  théorie.  L'élève  qui  aura 
étudié  dans  le  Livre  de  M.  Bonasse  le  problème  de  la  figure  de  la 
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Terre  pourra  s'en  aller  suivre  les  leçons  d'un  physicien;  il  y 
entendra  parler  de  propriétés  ph^'siques  qui  n'avaient  pas  été 
nommées  au  cours  de  Mécanique  ;  mais  il  verra  clairement  que 
les  méthodes  propres  à  traiter  de  ces  propriétés  nouvelles  ne  dif- 
fèrent pas  de  celles  qui  servent  à  analyser  les  mouvements  pure- 
ment locaux;  il  comprendra  qu'entre  la  Mécanique  et  la  Physique, 
la  Logique  met  une  continuité  parfaite. 

Le  sentiment  de  celte  continuité,  il  n'a  guère,  aujourd'hui, 
chance  d'en  prendre  conscience,  l'étudiant  de  nos  Facultés  qui 
sort  d'un  cours  de  Mécanicpie  purement  rationnelle  pour  suivre 
un  cours  de  Physique  purement  expérimentale;  entre  les  deux 
doctrines  qui  lui  sont  ex|)Osées,  il  risque  fort  de  n'apercevoir 
que  disparates  et  contrastes. 

J'avais  été  chargé,  il  y  a  déjà  bien  longtemps,  de  préparer  à 
l'agrégation  des  Sciences  physiques  les  étudiants  d'une  de  nos 
Facultés;  j'avais  eu  le  bonheur  de  trouver  des  élèves  d'élite; 
j'aime,  en  me  rappelant  leurs  noms,  à  constater  que  beaucoup 
d'entre  eux  sont  aujourd'hui  assis  en  des  chaires  plus  élevées  que 
celle  d'où  je  les  enseignais  alors,  à  songer  que  tel  a  été  choisi 
par  la  Sorbonne  pour  inaugurer  un  enseignement  dont  l'extrême 
nouveauté  n'est  pas  la  seule  difficulté.  Or,  à  ces  élèves,  je  deman- 
dais, chaque  année,  une  leçon  sur  la  mesure  de  l'intensité  de  la 
pesanteur,  leçon  qui  ne  manquait  guère  d'être  mise  au  nombre 
des  épreuves  du  concours;  et  chaque  année,  je  constatais  qu'une 
science  très  complète  des  méthodes  propres  à  mesurer  g  était 
accompagnée,  en  l'esprit  des  étudiants,  d'une  ignorance  non 
moins  complète  de  l'usage  auquel  ces  mesures  sont  destinées;  mes 
candidats  à  l'agrégation,  tous  licenciés  es  sciences  mathéma- 
tiques, n'avaient  point  entendu,  au  cours  de  Mécanique  ration- 
nelle, la  moindre  leçon  sur  la  Géodésie;  à  peine  leur  avait-on 
enseigné  ce  que  c'est  que  le  poids  d'un  corps.  Que  n'avaient-ils 
pris  leur  licence  en  une  Faculté  où  l'enseignement  de  la  Méca- 
nique rationnelle  eût  suivi  le  plan  que  trace  M.  Bonasse! 

IX. 

Car  M.   Bonasse  a   entendu   nous  donner  le  modèle  de   ce  que 
devrait   être,   selon  lui,    l'enseignement  de  la  Mécanique  ration- 
Bull.  des  Sciences  mat/iém.,  2'  série,  t.  XXXIV.  (Juin  1910.)  12 
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nelle  dans  les  Facultés  des  Sciences;  et  c'est  pourquoi  le  litre  de 
son  Livre  se  termine  par  ces  mots  :  Conforme  au  programme 
du  certificat  de  Mécanique  rationnelle.  Celle  dernière  indica- 
tion est-elle  juste?  Serail-il  possible  d'adapter  les  épreuves  du 
oertificat  de  Mécanique  rationnelle  à  un  enseignement  donné  sur 
le  plan  du  cours  que  nous  venons  d'analvser?  On  le  pourrait 
assurément,  sans  modifier  aucun  des  règlemenls  en  vigueur-,  mais 
en  changeant  profondément  l'esprit  qui  a  dirigé  jusqu'ici  cet 
examen.  C'est  ce  qu'il  nous  faut  montrer  en  peu  de  mots. 

Les  épreuves  à  la  suite  desquelles  est  conféré  le  certificat  de 
Mécanique  rationnelle  sont  de  trois  sortes  :  une  composition 
écrite,  un  exercice  pratique,  des  interrogations. 

De  quelle  nature  est  le  sujet  de  la  composition  écrite  requise 
en  cet  examen?  Il  comprend  un  ou  plusieurs  problèmes  qui, 
presque  toujours,  sont  construits  sur  un  même  type  général  :  On 
demande  d'étudier  le  mouvement  d'un  système  tout  artificiel  sou- 
mis à  l'action  de  forces  dont,  la  jjlupart  du  temps,  la  nature 
n'offre  pas  d'exemples.  La  partie  proprement  mécanique  du  pro- 
blème, l'étude  du  système  el  des  forces,  d'où  résulte  la  mise  en 
équations,  n'offre,  en  général,  aucune  difficulté  sérieuse;  mais  de 
cette  étude  découlent  presque  immédiatement  une  ou  plusieurs 
équations  différentielles,  et  tout  le  talent  du  candidat  se  marque 
en  l'habilité  avec  laquelle  il  intègre  ou  discute  ces  équations. 
Cette  épreuve  ne  mérite  donc  pas,  en  réalité,  le  litre  de  compo- 
sition de  Mécanique,  mais  bien  celui  d'exercice  de  Calcul  inté- 
gral. 

L'exercice  pratique  est  encore  plus  mal  nommé;  il  consiste, 
bien  souvent,  en  l'évaluation  de  quelque  intégrale  définie,  poussée 
parfois  jusqu'au  calcul  numérique  :  telle  la  détermination  du 
moment  d'inertie  d'un  corps  de  figure  et  de  densité  données;  le 
papier,  la  plume  et  l  encre  sont,  en  tous  cas,  les  seuls  instruments 
qu'on  y  emploie;  tout  au  plus  j  joint-on  une  Table  de  loga- 
rithmes. 

Il  est  clair  qu'un  examen  de  ce  Ivpe  ne  saurait  servir  de  sanc- 
tion à  un  cours  de  Mécanique  rationnelle  el  expérimentale  sem- 
blable à  celui  dont  M.  Bouasse  nous  présente  le  modèle. 

Si  la  Mécanique  a  été  enseignée  comme  M.  Bouasse  veut  qu'on 
l'enseigne,   la    composition     écrite    du    certificat    de    Mécanique 
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rationnelle  ne  doit  plus  être  un  problème  de  Calcul  intégral.  C'est 
au  cours  de  Calcul  difTérentiel  et  intégral,  non  au  cours  de  Méca- 
nique, que  l'étudiant  doit  apprendre  à  intégrer  et  à  discuter  les 
équations  diftérentielles:  c'est  le  certificat  de  Calcul  différentiel 
et  intégral,  non  le  certificat  de  Mécanique,  qui  doit  contrôler  ses 
connaissances  à  ce  sujet. 

Si  donc  l'épreuve  écrite  comporte  une  question  à  résoudre, 
cette  question  devra  être  de  Mécanique,  non  de  Mathématiques;  ce 
qu'elle  contient  de  difficile  ne  devra  pas  se  rencontrer  en  un  pro- 
blème de  Calcul  intégral,  mais  ressortir  vraiment  à  la  Mécanique; 
ce  n'est  pas  par  la  discussion  d'une  intégrale  elliptique  ou  d'une 
équation  de  Riccali  qu'on  toisera  le  candidat;  on  recherchera 
quelle  est  son  habileté  à  découvrir  les  principes  de  Statique  ou 
de  Dynamique  qui  doivent  mettre  le  problème  en  équations,  à 
simplifier  ces  équations  en  tenant  compte  des  propriétés  phy- 
siques du  système  étudié  et  du  degré  de  précision  requis  dans 
le  cas  considéré;  on  lui  demandera  de  conduire  la  solution 
jusqu'aux  corollaires  que  l'expérience  peut  contrôler,  d'indiquer 
par  quels  procédés  et  avec  quelle  exactitude  ce  contrôle  se  peut 
faire. 

Profondément  changé,  donc,  sera  l'esprit  même  qui  dicte  le 
sujet  de  la  composition  écrite;  plus  profondément  modifiée  sera 
la  nature  de  l'exercice  pratique. 

Celui-ci,  en  efiet,  devra  vraiment  mériter  son  nom;  il  devra 
se  (aire  non  dans  une  chambre  avec  une  plume  et  du  papier, 
mais  dans  un  laboratoire  avec  des  appareils  et  des  instruments;  il 
devra  consister  à  vérifier  par  l'expérience  un  des  théorèmes  qui 
ont  été  démontrés  dans  le  cours  ou  à  mesurer  effectivement  une 
des  grandeurs  dont  traite  la  Mécanique  ;  il  sera  une  manipulation 
toute  semblable  de  forme  à  celle  qui  est  requise  pour  l'obtention 
du  certificat  de  Physique  générale. 

K. 

Or,  pour  qu'au  jour  de  l'examen  le  candidat  puisse  effectuer 
cette  manipulation,  il  faudra  qu'au  cours  de  Tannée  scolaire  il 
ait  accompli,  chaque  semaine,  une  manipulation  de  Mécanique; 
voilà  donc,  et  de   toute   nécessité,    l'enseignement   théorique   de 
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Mécanique  rationnelle  et  expérimentale,  qui  se  donne  en  des 
cours  et  conférences,  doublé  d'un  enseignement  pratique  qui  se 
doit  donner  au  laboratoire.  La  création  du  laboratoire  de  Méca- 
nique, des  manipulations  de  Mécanique  est  la  réforme  la  plus 
profonde  qu'exige  la  réalisation  du  plan  tracé  par  M.  Bonasse;  de 
toutes  celles  que  réclame  cette  réalisation,  elle  est  la  plus  essen- 
tielle, car,  à  vrai  dire,  elle  les  résume  toutes;  elle  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  Mécanique  cesse  d'être 
reléguée  parmi  les  Sciences  mathématiques  et  qu'elle  reprenne 
son  rang  de  Science  phvsique, 

A  l'installation  du  laboratoire  de  Mécanique,  à  l'organisation 
des  manipulations  de  Mécanique,  M.  Bonasse  attache,  comme  de 
juste,  une  extrême  importance.  Non  seulement,  d'un  bout  à 
l'autre  de  son  Livre,  il  décrit  les  instruments  et  les  méthodes  par 
lesquels  on  peut  vérifier  expérimentalement  bon  nombre  des 
théorèmes  qu'il  démontre,  mais  il  consacre  tout  un  chapitre,  le 
dernier,  aux  manipulations.  Il  définit  d'abord  l'esprit  dans 
lequel  doivent  êti^e  faites  les  manipulations  ;  de  cette  défini- 
lion,  extrayons  les  lignes  suivantes  ('),  que  l'on  ne  saurait  trop 
méditer  : 

«  Il  ne  s'agit  pas  le  moins  du  monde  de  créer  une  installation 
industrielle,  et  de  confondre  deux  choses  aussi  dissemblables 
c^u' expérimental  et  technique.  La  technique  n'est  pas  du  res- 
sort des  Facultés;  les  professeurs  de  Faculté  ne  réussissent 
guère  quand  ils  s'y  essayent;  ils  se  font  moquer  d'eux  par  les 
ingénieurs,  et  c'est  justice. 

y>  Nous  ne  devons  chercher  qu'à  traduire  en  expériences  les 
théorèmes  de  la  Mécanique  rationnelle  et  à  en  faire  comprendre 
les  énoncés. 

»  Une  manipulation  doit  impliquer  des  mesures  et  des  vérifi- 
cations. Regarder  im  phénomène  n'est  pas  une  manipulation;  il 
faut  en  varier  les  circonstances  et  que  les  résultats  se  traduisent 
par  des  graphiques  et  des  lois 

»  Pour  créer  un  laboratoire  d'enseignement  de  Mécanique,  il 
faut  de  l'argent,  mais  peut-être  moins  qu'on  ne  l'imagine.  Les  ap- 
pareils   les  plus    coûteux    sont   généralement    les    plus    inutiles. 

(')  H.  Douasse,  Op.  laud.,  p.  (J^)- 
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Laissons  de  côté  celte  prétention  à  la  précision  qui  ne  trompe 
personne.  Rappelons  cpie  les  résiiltiils  au  millième  ?>e.  comptent  en 
Phvsi(|iie.  N'imilons  |)as  ces  physiciens  qui  lobl  étalonner  leurs 
thermomètres,  leurs  règles...  au  Bureau  central  des  Poids  et 
Mesures,  quand  ils  pourraient  se  contenter  d'un  ihermomètn;  de 
cinq  francs  et  d'une  règle  en  bois  de  quarante  sous,  sans  nuire  en 
rien  à  la  précision  de  leurs  expériences.  Rappelons  que  l'industrie 
nous  livre  à  bon  compte  des  produits  remarquables,  fabriqués  par 
séries  avec  des  outillages  perfectionnés  pour  lesquels  elle  ne 
lésine  pas. 

»  N'ayons  pas  la  superstition  des  forces  énormes.  Ortains 
croient  que  les  phénomènes  ne  sont  nets  qu'avec  des  machines  de 
3o  chevaux  ou  des  vilesses  de  5oo  tours  à  la  seconde,  lis  prennent 
des  marteaux-pilons  pour  écraser  des  mouches —  » 

XI. 

M.  Rouasse,  nous  n'en  pouvons  plus  douter,  nous  convie  à  ac- 
complir, dans  l'enseignement  de  la  Mécanique  que  donnent  les 
Facultés,  une  révolution  très  profonde  qui  serait,  en  même  temps, 
une  réforme  très  bienfaisante.  Cette  réforme  est-elle  réalisable  ? 
Là  encore,  le  doute  n'est  plus  permis,  puisque  M.  Rouasse  nous  a 
donné  un  modèle  complet  du  cours  à  faire  et  des  manipulations  à 
installer.  Celte  réforme  se  fera-l-elle?  Hélas! 

Le  mal  qu'il  s'agit  de  guérir  est  difficilement  guérissable.  R 
consiste  essentiellement,  nous  l'avons  vu,  en  une  radicale  oppo- 
sition entre  le  sens  dans  lequel  se  sont  développées  la  Mécanique 
et  la  Physique,  et  le  sens  dans  lequel  a  été  dirigé  l'enseignement 
de  ces  deux  Sciences;  pendant  que  la  Mécanique  et  la  Physique 
se  compénétraient  d'une  manière  de  plus  en  plus  intime,  le  cours 
de  Mécanique  puremenr  rationnelle  et  le  cours  de  Physique  pure- 
ment expérimentale  s'éloignaient  l'un  de  l'autre  jusqu'à  se  perdre 
complètement  de  vue. 

Or,  ce  n'est  pas  là  un  mal  circonscrit,  un  vice  qui  soit  particu- 
lier à  la  Physique  et  à  la  Chimie;  la  maladie  est  générale  ;  partout, 
on  en  reconnaît  les  symptômes;  partout,  on  peut  constater  le 
même  disparate  entre  la  forme  à  laquelle  tend  la  Science  et  la 
forme  que  s'eflorce  d'acquérir  l'intelligence  des  savants. 
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Lorscfue  la  marée  descend,  au  long  d'une  côte  bordée  de  récifs, 
on  voit  d'abord  émerger  les  têtes  de  (juelques  roches;  ces  roches 
semblent  ensuite  s'élargir,  s'étaler  d'une  manière  graduelle  ;  les 
chenaux  qui  les  séparent  les  unes  des  autres  deviennent  de  plus  en 
plus  étroits,  de  moins  en  moins  profonds;  ils  se  réduisent  bientôt 
à  de  minces  (ilets  d'eau  et  finissent  par  disparaître,  tandis  que  les 
récifs  découverts  semblent  se  souder  les  uns  aux  autres;  une  large 
étendue  de  terre  f<;rme  se  montre  là  où  Ton  n'apercevait  tout 
d'abord  que  des  écueils  isolés. 

Une  vue  toute  semblable  se  déroule  sous  les  yeux  de  celui  qui 
contemple  les  [jiogrès  de  la  Science,  particulièrement  au  cours 
du  dernier  siècle.  Là  où  les  savants  qui  nous  ont  précédés  de  deux 
ou  trois  générations  n'apercevaient  que  des  sciences  disjointes  et 
sans  communication  les  unes  avec  les  autres,  nous  voyons,  nous, 
les  parties  d'une  même  science,  si  parfaitement  unies  les  unes 
aux  autres  que  nous  ne  savons  plus,  entre  elles,  tracer  aucune 
ligne  de  démarcation. 

Autrefois  distinctes,  la  Mécanique  et  la  Physique  se  sont  fon- 
dues l'une  en  l'autre;  par  la  découverte  de  la  Mécanique  chimique, 
elles  sont  venues  se  souder  à  la  Chimie;  par  les  synthèses,  la 
Chimie  organique  et  la  Chimie  minérale  se  sont  réunies  en  une 
science  uni(|ue.  Géométrique  par  l'étude  des  symétries;  physique 
par  tout  ce  qu'elle  emprunte  aux  théories  de  l'Electricité,  du  Ma- 
gnétisme, et  surtout  à  l'Optique  ;  chimique  lorsqu'elle  veut  deviner 
et  reproduire  les  conditions  où  se  sont  formés  les  minéraux  et  les 
roches,  la  Minéralogie  est  au  fondement  même  de  la  Géologie. 
Grâce  à  la  Paléontologie,  qui  pourrait  dire  où  finit  la  Géologie,  où 
commencent  la  Botanique  et  la  Zoologie?  Entre  ces  deux  dernières 
sciences,  qui  oserait  mettre  une  séparation  depuis  que  Claude 
Bernard  nous  a  appris  à  voir  les  phénomènes  de  la  vie  qui  sont 
communs  aux  animaux  et  aux  végétaux?  Et  si  la  Physiologie 
se  trouve  être  ainsi  unique  pour  les  deux  règnes,  n'y  a-t-il 
pas,  d'ailleurs,  par  l'intermédiaire  de  la  Chimie  biologique, 
continuité  entre  la  Physiologie  et  la  Chimie  organique?  Nos 
ancêtres  pouvaient  penser  que  la  Science  était  un  archipel  dont 
les  îles  seraient  à  jamais  séparées  par  d'infranchissables  bras  de 
mer;  nous  n'y  voyons  plus  qu'un  continent  d'une  parfaite  con- 
nexilé. 
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Pendant  que  la  Science  mai-chait  ainsi  de  la  tliversilé  vers 
l'unité,  l'intelligence  des  savants  subissait  une  évolution  de  sens 
tout  opposé;  cette  évolution  tendait  à  former  des  individus  de 
plus  en  plus  spécialisés  et  de  plus  en  plus  disparates. 

Assurément,  on  rencontre  encore  quelques  hommes  qui,  de  la 
Science,  ont  parcouru  de  vastes  contrées  et  qui  eu  ont  acquis  une 
connaissance  où  l'analyse  du  détail  s'harmonise  avec  la  synthèse  de 
Tensenihle.  Que  l'auteur  du  Cours  de  Mécanique  rationnelle  el 
expérimentale  soit  un  de  ces  hommes-là,  il  nous  l'a  prouvé  en 
rédigeant  les  six  volumes  de  ce  Cours  de  Physique  (')  qui  rejoint 
la  Mécanique  rationnelle  parla  Mécanique  physique,  la  Mécanique 
chimique  par  la  Thermodynamique,  la  Minéralogie  par  lElude 
des  symétries.  Mais  combien  trouverait-on  aujourd'hui  de  gens 
qui  fussent  capables  d'écrire  un  Traité  aussi  étendu?  Combien 
même  en  trouve-t-on  qui  soient  en  état  de  le  lire? 

Craignant  les  lointains  voyages  et  dédaigneux  des  connaissances 
géographiques  étendues,  chacun  demeure  en  son  champ  dont  il 
étudie  la  moindre  motte  de  terre  avec  la  vue  minutieuse  et  gros- 
sissante d'un  myope;  aussi  finit-il  par  prendre  son  lopin  pour  le 
monde.  Le  physicien  n'est  que  physicien,  le  chimiste  ne  connaît 
que  la  Chimie,  et  de  même  en  va-t-il  du  zoologiste,  du  botaniste 
et  du  géologue. 

Que  dis-je  !  Le  morcellement  du  sol  scientifif|ue  est  poussé 
beaucoup  plus  loin,  car  chacun  s'attache  à  ne  cultiver  qu'une 
infime  parcelle,  afin  de  pouvoir,  sans  grand  effort,  pousser  celte 
culture  jusqu'à  la  perfection  la  plus  méticuleuse.  Il  arrive  alors 
qu'on  rencontre  un  phy'sicien  qui  connaît  à  fond  les  aimants  et  un 
autre  qui  n'a  pas  de  pair  en  l'étude  des  diélectriques;  mais  on  les 
embarrasserait  également  si  Ton  demandait  au  premier  une  leçon 
sur  les  diélectriques  et  au  second  un  cours  sur  les  aimants;  tel  chi- 
miste est  rompu  à  tous  les  artifices  de  la  synthèse  des  sucres,  pour 
(jui  la  synthèse  des  matières  colorantes  est  un  mystère;  ce  zoolo- 
giste n'a  point  d'égal  en  l'art  de  classer  les  crustacés,  mais  il  con- 
fond une  fourmi  avec  un  termite;  la  compétence  de  ce  botaniste 

(')  H.  Douasse,  Cours  de  Physique^  i'"  Partie  :  Mécanique  physique; 
2«  Partie  :  Thermodynamique,  Théorie  des  ions;  3'  Partie  :  Électricité  et 
Magnétisme;  4°  Partie  :  Optique,  instruments;  5'  Partie  :  Électroptique; 
6*  Partie  :  Étude  des  symétries. 
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en  la  diagnose  des  mousses  est  reconnue  dans  le  monde  entier;  mais 
qu'il  n'aille  pas  recueillir  des  champignons,  il  risquerait  fort  de 
s'empoisonner. 

La  tour  de  la  Science  se  dresse  déjà  très  haut  dans  le  ciel,  et 
ses  lignes  laissent  deviner  une  harmonieuse  unité;  mais,  au  pied 
de  l'édifice,  les  ouvriers  s'épuisent  en  une  agitation  stérile  et 
désordonnée,  parce  que  leurs  langues  sont  confondues  ;  incapables 
de  s'entendre  et  de  concerter  leurs  efforts,  les  divers  corps  de 
métiers  gaspillent  l'habileté  de  leurs  compagnons  les  plus  experts 
en  des  travaux  dont  beaucoup  demeureront  sans  emploi  ;  les  char- 
pentiers continuent  d'équarrir  des  poutres,  les  maçons  de  tailler 
des  pierres  et  de  gâcher  du  ciment,  les  menuisiers  et  les  serruriers 
d'ajuster  des  pièces  de  bois  ou  de  fer;  mais  les  charpentiers  ne 
savent  ce  que  porteront  leurs  fermes  et  leurs  consoles;  les  ma- 
çons ignorent  commeni  leurs  matériaux  se  doivent  appareiller 
avec  la  charpente;  les  menuisiers  ne  se  soucient  pas  des  baies 
auxquelles  leurs  croisées  se  doivent  ajuster,  ni  les  serruriers  des 
portes  et  des  fenêtres  que  leurs  ferrures  doivent  garnir;  les  ou- 
vriers de  chaque  spécialité  travaillent  isolément,  fiers  de  la  dexté- 
rité avec  laquelle  ils  manient  leurs  outils  particuliers,  ignorants  et 
dédaigneux  de  ce  que  font  les  ouvriers  de  la  spécialité  voisine;  et 
tous,  charpentiers,  maçons,  menuisiers,  serruriers,  s'imaginent  à 
l'envi  qu'ils  suffisent,  à  eux  seuls,  à  l'achèvement  de  l'édifice;  il 
n'y  a  plus  d'architectes. 

Verrons-nous  le  jour  où  ces  milliers  de  mains  qui  exécutent 
trouveront,  pour  les  guider,  quelques  intelligences  qui  com- 
prennent ? 

Pierre  Duhem. 
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KILLLNG  (  W.)  i;nd  HOVESTADT  (  II.).  —  Handbucm  di:s  jiathematischen 
Unterrichts.  Erster  Band.  i  vol.  in-S,  vm-|")6  paj^es.  ^ 

Une  (les  conséquences  qui  semblent  ressortir  des  recherches 
nioflernes  sur  les  fondements  de  la  Géométrie  est  que  ce  genre  de 
spéculations  n'appartient  point  à  l'enseignement  élémenlaire  ;  cette 
conclusion  m'a  toujours  j>aru  fort  heureuse:  si  l'on  ne  peut,  dans 
un  pareil  enseignement,  aller  jusqu'au  bout,  il  convient,  lorsqu'on 
enseigne  la  Géométrie  à  des  enfants,  d'abandonner  toute  préten- 
tion à  une  logi(|ue  dont  la  rigueur  est  illusoire  ;  il  faut  se  contenter 
d'éveiller,  de  développer  et  de  préciser  l'intuilion,  illustrer  et 
éclairer  le  mieux  qu'on  peut  le  trésor  des  notions  et  des  propo- 
sitions dont  on  part  et  qu'on  admet;  une  fois  ce  trésor  constitué, 
il  ne  sera  plus  permis  de  puiser  adieurs  pour  les  démonstrations, 
et  c'est  alors  que  commencera  le  rôle  de  la  logique  déductive. 

En  jetant  les  jeux  sur  le  Livre  de  MM.  Killing  et  Hovestadt, 
en  parcourant  la  Préface  trop  légèrement  sans  doute,  en  lisant  la 
Table  des  matières,  je  nai  pu  me  défendre  d'un  sentiment  de  dé- 
fiance et  de  mauvaise  humeur;  n'était  le  nom  des  auteurs,  je  crois 
bien  que  j'aurais  laissé  là  leur  Livre;  j'aurais  eu  grand  tort,  et  je 
me  suis  convaincu  en  les  lisant  qu'ils  n'étaient  nullement  les  logi- 
ciens intransigeants  que  je  m'étais  figuré,  qu'ils  donnaient  des 
conseils  généraux  qui  sont  excellents  et  des  indications  particu- 
lières qui  peuvent  être  très  précieuses  pour  les  maîtres  auxquels 
ils  s'adressent.  C'est  [)Our  les  maîtres  en  efifet,  comme  le  titre  l'in- 
dique, que  leur  Livre  est  écrit,  non  pour  les  élèves;  ils  souhaitent 
avec  raison  que  les  maîtres  sachent  le  fond  de  la  science  qu'ils 
enseignent;  je  crois,  pour  ma  part,  que  celui  cjui  aura  le  mieux 
pénétré  cette  science  est  celui  dont  l'enseignement  sera  le  plus 
sage  et  le  plus  prudent;  celui-là  seul,  d'ailleurs,  sera  capable  de 
choisir  le  moment  convenable  pour  faire  entrevoir  à  quelques-uns 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2»  série,  t.  XXXIV.  (Juillet  1910.)  i.3 
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de  ses  élèves  les  perspectives  étranges  où  la  science  moderne  a  jelé 
une  lumière  inattendue.  MM.  Killing  et  Hovestadt  pensent  que  ces 
maîtres  n'ont  pas  souvent  le  loisir  et  le  moyen  d'étudier  dans  les 
Mémoires  originaux;  ils  ont  voulu  leur  venir  en  aide. 

La  première  Partie  de  leur  Livre  traite,  en  deux  cents  pages 
environ,  des  questions  fondamentales  de  la  Géométrie  :  après 
quelques  renseignements  historiques  sur  Euclide,  ils  développent 
les  cinq  groupes  d'axiomes  de  M.  Hilbert,  donnent  quelques  indi- 
cations théoriques,  historiques  et  bibliographiques  sur  les  géomé- 
tries  non  euclidiennes;  s'arrêtent  sur  les  concepts  de  droite  et  de 
gauche^  tant  dans  le  plan  que  dans  l'espace,  ainsi  que  sur  les  ques- 
tions concernant  les  aires  et  les  volumes  des  poljgones  ou  des  po- 
lyèdres. 

Un  Chapitre  est  consacré  aux  éléments  impropres  et  aux  élé- 
ments imaginaires,  que  les  auteurs  conseillent  de  n'introduire 
qu'en  Géométrie  analytique,  tin  autre  Chapitre  traite  des  problèmes 
de  construction. 

Quelques  remarques  générales  sur  la  Logique  servent  en  quelque 
sorte  de  transition  entre  la  première  et  la  seconde  Partie  :  les 
maîtres  peuvent  en  tirer  bon  parti,  non  pas,  sans  doute,  pour  faire 
une  ou  plusieurs  leçons  sur  ce  sujet,  mais  bien  pour  faire  observer 
à  leurs  élèves,  sur  des  exemples  concrets,  les  modes  de  raisonne- 
ment qui  reviennent  le  plus  fréquemment. 

Les  derniers  Cha|3itres  sont  consacrés  à  passer  en  revue  les  di- 
verses parties  de  l'enseignement  géométrique  élémentaire;  on  y 
trouvera  nombre  d'excellents  conseils.  J.  T. 


Festskrift  til  h. -G.  Zkutuen.  Fra  Ven.ner  og  Elever  i  Anledning  af 
HANS,  70  Aars  Fodselsdag  i5  Februar  1909.  Un  volume  in-8  de  i56  pages. 
Kobenhavn,  A. -F.  Host  et  Son. 

Cette  Publication  contient  uneépreuve  du  travail  mathématique 
fait  actuellement  en  Danemark.  Toutefois,  à  cause  de  l'occasion, 
les  sujets  géométriques  et  historiques  y  ont  obtenu  une  certaine 
prévalence. 
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A. -A.  Bjornbo  traite  des  Tables  trigonométriques  de  Al- 
Chivârizmi^  qu'il  communique  d'après  une  traduction  en  lalin, 
due  au  bénédictin  anglais  du  xii''  siècle,  Athelard  de  Balli,  et 
conservée  en  manuscrit  à  Oxford.  De  ces  Tables,  qui  sont  les  plus 
anciennes  Tables  trigonométriques  arabes  qu'on  connaisse,  l'une, 
(|ui  donne  les  sinus  des  arcs  dont  le  nombre  de  degrés  est  entier, 
est,  comme  le  montre  M.  Bjornbo,  construit  par  l'auteur  arabe  ou 
un  prédécesseur  arabe  ou  indien,  immédiatement  sur  la  Table  des 
chordes  dePtolémée.  Dans  l'autre,  M.  Bjornbo  voit  une  Table  des 
tangentes  (cotangentes)  in  statu  nascendi.  C'est,  en  elTet,  nne 
Table  des  ombres  d'une  bauteur  donnée  correspondant  aux  difTé- 
rentes  bauteurs  du  Soleil  ;  mais,  en  même  temps  que  l'auteur  arabe 
se  sert  de  cette  Table  dans  l'Astronomie,  il  renvoie  encore  à  l'usage 
des  Tables  des  sinus  pour  résoudre  les  problèmes  trigonomé- 
triques dont  la  solution  serait  donnée  immédiatement  par  la  Table 
des  omljres. 

S. -A.  Christenseiv  fait  un  aperçu  sur  V élude  des  éléments 
d'Euclide  en  Danemark  et  sur  l'usage  qu'on  en  a  fait  dans 
l'instruction. 

C.  Crozve  s'occupe  à' une  transformation  plane  faisant  cer- 
taines courbes  du  quatrième  ordre  et  du  genre  3  correspondre 
à  elles-mêmes.  M.  Jules  Petersen  avait  trouvé  les  conditions 
auxquelles  une  courbe  k:,  du  quatrième  ordre  doit  satisfaire  pour 
rencontrer  toutes  les  droites  d'un  faisceau  en  des  points  qu'on 
peut  déterminer  par  le  compas  et  la  règle.  Plus  tard,  M.  Croue  a 
résolu  la  même  question  dans  le  cas  où  les  droites  sont  tangentes 
à  une  conique.  A  présent,  il  j  substitue  les  tangentes  à  une 
courbe  de  la  troisième  classe  à  une  tangente  double.  A  cet  eftet,  il 
étudie  une  transformation  qui  fait  se  correspondre  d'une  manière 
involutoire  les  points  de  la  même  tangente  à  cette  courbe,  et  les 
courbes,  en  particulier  celles  du  quatrième  ordre,  que  cette  trans- 
formation fait  correspondre  à  elles-mêmes. 

Les  Remarcjues  sur  la  théorie  des  nombres  due  à  Fermât 


(')  Écrit  solennel  à  H. -G.  Zeuthen.  Publié    par  des    amis  et    des  élèves  à  l'oc- 
casion de  son  -0'  anniversaire,  le  i5  février  1909. 
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(jiii  font  la  contribution  de  J.-P.  Gram,  sont  le  Iruil,  (rnne  élude 
approfondie  de  cette  théorie,  telle  (pi'on  la  connaît  par  le  grand 
nombre  de  communications  éparses  dues  à  Fermât  sur  les  impor- 
tants résultats  qu'il  a  trouvés,  et  le  |)etit  nombre  de  commimica- 
tions  très  sommaires  sur  les  voies  (pii  Vy  ont  conduit.  En  profitant 
encore  des  dates  et  des  endroits  de  ces  communications,  et  surtout 
de  la  connexion  qui  existe  entre  leurs  dillérents  sujets,  M.  Gram 
cherche  à  retrouver  et  la  succession  chronologique  des  découvertes 
et  la  connexion  des  idées  qui  ont  guidé  Fermât,  cl  les  méthodes 
qui  ont  pu  être  à  sa  disposition  personnelle,  a  On  aurait  (ainsi 
M.  Gram  finit  son  article)  la  clefdu  cours  des  idées  qui  ont  guidé 
Fermât,  si  l'on  pouvait  reconsiruire  sa  propre  démonsiration  du 
théorème  sur  la  représentation  d  un  nombre  comme  somme  de 
nombres  figurés.   » 

Dans  AsJTspa-.  çpovt'.osç,  J.-L.  Heiberg  ajoute,  à  son  édition  du 
travail  d'.\rchimède  qu'il  avait  retrouvé  et  |)ublié  en  190",  quelques 
remarques  et  suppléments,  résultant  d'une  nouvelle  revision  du 
manuscrit  à  Gonstantinople.  Un  de  ces  siip[)lémeiits  a  constati''  la 
conjecture  de  M.  Heiberg,  (pie  la  découverte  du  volume  de  la 
sphère  est  antérieure  à  celle  de  la  surface. 

J.  Hjelmslev  écrit  d^ espaces  à  un  nombre  infini  de  dimen- 
sions. Les  postulats  au  moyen  desquels  il  définit  un  espace  à  un 
nombre  quelconque  de  dimensions  sont  des  généralisations  de 
ceux  dont  il  se  sert  dans  im  Mémoiri'  dans  les  Mathematisclie 
An/ialen,  t.  LXIV,  pour  construire  une  géométrie  plane  sans  faire 
usage  de  postulats  stéréométriques  ou  de  continuité,  et  indépen- 
damment de  la  question  du  |)arallélisme.  Une  géométrie  satisfaisant 
aux  postulats  généralisés  existe.  Soit,  en  effet,  M  un  ensemble 
donné,  U  une  opération  fonctionnelle  faisant  correspondre  aux 
éléments  a,  |^j,  ...,  x  de  M  les  nombres  réels  et  difterenls  de 
zéro  rt,  b,  ...,  A"  et  à  tous  les  autres  éléments  le  nombre  zéro. 
Appelons  o  l'opération  qui  fait  correspondre  zéro  à  tous  les  élé- 
ments de  -M,  U  +  V  l'opération  W  qui  a  la  propriété  que,  pour 
tout  élément  a,  U  (a) -}- V(a)  ^  Wf  a),  et  7tU,  où  n  est  un 
nombi'è  réel,  l'opération  V  ayant  la  propriété  que,  pour  tout 
élément  a,  V  (a)  = /i  U(aj.  Alors,    ces  opérations  fonctionnelles 


CUMPTIiS    UliNlJUS  Kl"   ANALÏriES.  i8i 

seront  les  points  d'un  espace  dont  le  nombre  de  dimensions  aura  la 
même  puissance  que  ^1.  Une  droite  sera  définie  par  «U  +  (i  —  «)  V 
où  a  prend  toutes  les  valeurs  réelles,  un  plan,  etc.,  d'une  manière 
semblable.  L'auteur  s'occupe  ensuite  de  la  géométrie  projective  de 
son  espace,  des  collinéalions  et  des  conditions  nécessaires  pour  les 
déterminer.  Suggéré  par  les  recherclies  de  Hilbert  sur  les  formes 
(luadratiques  à  un  nombre  infini  de  variables  et  leurs  applications 
aux  équations  intégrales,  il  étudie  en  particulier  l'espace  euclidien 
à  un  nombre  dénombrable  de  dimensions  qui  est  formé  des  fonc- 
tions réelles  et  où  la  distance  de  deux  points  'f  (^)  et  '\{^x^  est 
déterminée  par 

/••2  =    /     y-^ix) —  '\{x  )\- dx. 

^  a 

et  il  remarque  qu'un  grand  nombre  des  résultats  trouvés  dans  ce 
domaine  par  voie  analytique  s'expliquent  géométriquement  d'une 
manière  très  simple. 

J.-L.-W.-V.  Jensen  donne  àeuy^  contributions  à  la  théorie  des 
fractions  continues.  La  première  contient  l'expression  du  numé- 
rateur du  convergent 

bo^  bi-h  t>i-r-.  .  ■—  bn 
que  voici  : 


A,/.».../., 


bi 


bn-l  J    \  ba 

OÙ  les  ).   prennent,   indépendamment  entre  eux,    toutes   les  trois 
valeurs  i ,  i  zt  |  /y  '(). 

Dans  l'autre,  M .  Jeiisen  parvient  aux  théorèmes  suivants  sur  la 
convergence  d'une  fraction  continue  dont  les  numérateurs  a, ,  «o,  ... 
sont  I,  les  dénominateurs  />,,  h^.  ...  des  nombres  complexes. 
Si  S|6v|  est  convergent,  et  si  6,,  b^,  ^j,  ...  se  trouvent  dans  un 
semi-plan  ou  sur  sa  droite  limite  passant  |)ar  o,  tandis  que 
^2,  ^4,  b(,^  ...  se  trouvent  de  la  même  manière  dans  le  semi-plan 
symétrique  au  premier  par  rapport  à  l'axe  réel;  si  encore,  dans  le 
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cas  où  />!  se  trouve  sur  sa  droite  de  limite,  il  existe  au  moins  une 
valeur  de  p  pour  laquelle  hp^  ^/?+(  se  trouvent  du  côté  intérieur 
de  leiiis  liniilcs  respectives,  alors  la  fraction  alternera  entre  deux 
valeurs  finies. 

Si  i'|/>v|  est  divergent  et  b^^  b^,  ^5,  ...  se  trouvent  dans  un  sec- 
leur  infini  au  sommet  o  et  à  l'angle  tz — î,  où  z  a  une  valeur  posi- 
tive arbitrairement  petite,  tandis  que  feoj  ^4?  ^o>  •  •  •  se  trouvent 
dans  le  secteur  symétrique  au  premier  |)ar  rapport  à  l'axe  réel;  si 
encore,  dans  le  cas  où  ^,  =:  o,  il  existe  au  moins  une  valeur  de  p 
pour  la(|uelle  bpy^o^  ^p  +  t  7^0  •  ^'ors  la  (raction  continue  sera 
convergente. 

C  JuEL  s'occupe  de  problèmes  à  un  nombre  infini  de  solutions, 
ou  bien  de  problèmes  qui  auront  une  infinité  de  solutions  dans  le 
cas  où  ils  en  ont  une.  La  considération  générale  appliquée  par 
M.  Hurwitz  à  la  plupart  des  problèmes  très  différents  de  cette 
nature  ne  s'applique  pas  immédiatement  aux  polygones  de  Pon- 
cel'ît  dans  le  cas  le  plus  général,  celui  où  les  polygones  sont  ins- 
crits à  une  conique  et  circonscrits  à  une  suite  de  coniques  d'un 
faisceau  auquel  aussi  la  première  conique  appartient.  M.  Juel 
donne  une  nouvelle  démonstration  générale  du  théorème  de  Pon- 
celet  en  transformant,  au  moyen  d'opérations  stéréométriques,  le 
problème  en  un  problème  relatif  à  une  courbe  du  troisième  ordre. 
Après  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  stéréométrique 
analogue  dont  il  s'est  occupé  autrefois,  il  démontre  enfin  le  théo- 
rème algébrique  suivant  : 

Un  système  d'équations 

à  des  coefficients  complexes  étant  donné,  il  est,  en  général,  impos- 
sible de  le  transfoiiner,  par  l'introduction  de  nouvelles  variables 
cogrédienles,  en  un  autre  à  coefficients  réels;  mais,  si  ce  problème 
a  une  solution,  il  en  aura  une  infinité  qui  sont  essentiellement 
différentes,  c'est-à-dire  telles  cjue  pour  les  obtenir  il  ne  suffit  pas 
d'ajouter  une  transformation  réelle.  Le  théorème  analogue  a  lieu 
pour  n  variables. 

Dans  un  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  du  mouve- 
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ment  relatifs  O.  Rracii  se  sert  d'un  système  de  coordonnées  qui 
satisfont  idenlif|tiemenl  aux  équations  de  condition  pour  réduire 
les  équations  du  mouvement  à  la  seconde  forme  de  Lagrange.  Il 
réussit  aussi  à  les  réduire  à  la  forme  de  Haniillon  au  moyen  de  la 
transformation  de  Poisson. 

Pour  point  de  départ  à' une  démonstration  de  C existence  des 
classes  de  nombres  de  Cantor,  J.  Mollerup  prend  le  lemme 
suivant  :  un  ensemble  dénomhrable,  étant  ordonné  d'une  manière 
arbitraire,  aura  ou  un  élément  dernier  ou  un  sous-ensemble  dernier 
(sans  éléments  subséquents)  du  type  to.  [1  démontre  ensuite  que 
les  propriétés  qui  définissent  la  seconde  classe  de  nombres  sont 
complètes,  de  sorte  que  chaque  élément  ayant  ces  propriétés  se 
fait  conslruire  des  éléments  donnés  (o  et  i),  et  que  par  conséquent 
les  propriétés  n'admettent  pas  des  éléments  idéaux.  En  effet,  la 
deuxième  classe  de  nombres  de  Cantor  (du  type  ù)  est  formée  de 
la  manière  suivante  :  nous  prenons  du  continu  un  sous-ensemble 
M  du  type  to,  qui  sera  suivi  d'un  nouvel  ensemble  du  même  type. 
Tout  l'ensemble  est  suivi  d'un  ensemble  semblable  d'éléments  nou- 
veaux; chaque  ensemble  dénombrable  formé  de  cette  manière 
sera  suivi  d'un  ensemble  semblalde.  Soit  maintenant  a  un  élé- 
ment idéal,  c'est-à-dire  que  a  satisfasse  aux  mêmes  lois  que  les 
éléments  construits,  sans  pouvoir  être  construit  lui-même.  Alois, 
quant  à  l'ordonnance,  a  peut  être  comparé  aux  éléments  cons- 
truits, et  l'ensemble,  M^,  des  éléments  précédents  est  dénombrable 
et  peut  être  ordonné  d'après  le  type  (o.  En  y  évitant  des  éléments 
idéaux,  on  aura  un  sous-ensemble  M^a-  Si  l'on  reprend  l'ordre 
originaire,  My^  deviendra  M^^j  qui,  étant  dénombrable,  aura 
ou  un  dernier  élément  ou  un  sous-ensemble  dernier  du  type  oj. 
Selon  le  principe  de  formation,  M^^^  sera  suivi  d'un  élément,  qui 
doit  être  a.  Cet  élément  n'est  donc  j)as  idéal. 

Maintenant,  on  établit  sans  difficulté  pour  les  ensembles  du 
type  ù  les  mêmes  théorèmes  qui  sont  fondamentaux  pour  ceux  du 
type  Cl),  par  exemple  le  principe  de  l'induction  complète  et  le 
théorème  correspondant  au  lemme  précédent. 

Pour  démontrer  ensuite  l'existence  des  classes  suivantes  de 
nombres  de  Cantor,  il  est  nécessaire  de  faire  l'hypothèse  suivante  : 
étant  donné  un  ensemble   bien    ordonné    d'éléments  distincts,  il 
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existe  toujours  un  ensemhlc  semblable  d'élémeiils  nouveaux,  lous 
dislincls  entre  eux, 

N.  NiELSEN  communique  des  contributions  à  une  théorie  géné- 
rale des  développements  en  séries  suivant  des  jonctions  sphé- 
riques  de  seconde  espèce  qui  ont  été  indiqués  par  Franz 
Neumann.  Il  généralise  de  la  manière  suivante  le  développement 
que  Neumann  a  donné  pour  exprimer  le  produit  de  deux  fonctions 
sphériques  :  une  fonction  y(,r),  analytique  partout  au  dehors  de 
lelllpse 

«'  "v'  -a 

a  -r- 1         a  "^ 

\ 
et  représentée  au  dehors  dn  cercle  |:r|  ^  (aH-  i)"  par  la  série 

f{x)  =  «o-T-  <^i  ar-'-i-  Ui  x---~ .  .  ., 
est  développable  en  une  série  de  la  forme 

n=  ce 

'    '"  n  —  0 

OÙ    (^^■P(x)    désigne    la    fonction    sphérique    généralisée    définie 
pour  X  >  I  par 

0  0  ^-  I 

^  ^        .rP+21'  ^  /(  I  r,  (,  _  0  — /i  —  ij  T'" 

n  —  0 

et  les  coefficients  A  sont  déterminés  par 


<: 


(—  l)T(t^  -4-  p-4-  rt  —  /■)  -l'i-^r 


^n=    7,  j-p — ■ ; «/.    -. 

/•  =  o 

L  auteur  exprime  encore   une   fonction   analytique   à  l'intérieur 
d'une  courbe  par  une  série  suivant  des  fonctions 

G,i{x  )  —  X"  F  (a.  ~  n,  ^  H-  2«,  '(  -{-  in,  x  ). 

E.  ScHOu  prend  h;   point  de   départ   d'une  contribution   à   la 
solution  du  problème  d^ inversion  de  Jacobi  dans  les  Vorlesun- 
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sren  iiber  die  Théorie  der  AbelscJien  Transcendenlen  de 
Weierslrass(  Wevke^  t.  IV)  et  élublil  le  ihéorèine  suivant,  exprimé 
au  moyen  des  notalions  de  cet  Ouvrage.  Si 


^=  2^  I        n^(3:,7)f/^,      [3  =  1,2, 


UR  = 


et  si  nous  posons 
et 


Px'^d'i),         a.  ^  =  I,  2,  .  .  .,  p 


Ox  -^  a-        ^a  a- 

x  =  i 
i.p  ^^^  i^ 

—S\ii^(a-b.)'--^  Up( xy) p.^r^(u,—  f  H.{xy)dx-we) 


et  si  nous  désignons  par  l{{xy)  une  intégra nde  arbitraire  de 
la  première  espèce,  alors  la  fonction  rationnelle  en  {xy) 


1  {xy,  a-cb-)  = 


\i{xy) 

aura  des  zéros  du  premier  ordre  aux  points  [x\  yi), 
{^iyi):  •  •  ••>  ( Xç  Yç)  et  n^ aura  pas  d^ autres  zéros  qui  soient  indé- 
pendants de  («ti  ^t)- 

E.  Valentiner  discute  la  situation  des  points  de  rebrousse- 
ment  d'une  courbe  de  sixième  ordre.  Cette  situation  est  soumise 
à  des  conditions  s'il  y  a  |)Ius  de  six  de  ces  points.  Sept  points 
dont  les  six  se  trouvent  sur  une  conique  sont  des  points  de 
rebroussement  de  deux  courbes  du  sixième  ordre.  Si  une  telle 
courbe  en  a  encore  un  biiitirme,  les  huit  jjoints  de  rebroussement 
se  trouveront  par  couples  sur  (jualre  droiles  d  un   faisceau. 

C'est  en  s'occupant  des  transformations  linéaiies  qui  trans- 
forment une  courbe  du  Iroisième  ordre  en  flle-mème,  que  H.  Va- 
LEivTiAEu  est  conduit  à  chercher  la  détermination  des  polygones 
à  la  fois  circonscrits  et  inscrits  à  une  courbe  du  troisième 
ordre,  i.es  sommets  d'un  lel   polygone  sont  les  points  où  se  con- 
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fondeiil  tous  les  points  d'intersection  avec  une  autre  courbe. 
Quant  aux  triangles,  l'auteur  trouve  que  par  trois  points  d'in- 
flexion, ([ui  ne  sont  pas  situés  sur  une  droite,  on  peut  faire  passer 
trois  coniques  dont  les  autres  points  d'intersection  sont  des  som- 
mets de  triangles  circonscrits  et  inscrits.  Une  transformation 
du  troisième  ordre  transformant  la  courbe  en  elle-même  établira 
une  interversion  soitentre  les  trois  triangles  qu'on  détermineainsi, 
soit  entre  les  côtés  de  chaque  triangle.  L'auteur  en  tire  une  déter- 
mination algébrique  des  triangles.  Ensuite,  il  en  trouve  une  pour 
les  quadrilatères. 


MELANGES. 


SUR  LES  VALEURS  DE  LA  FONCTION  DE  GREEN 
DANS  LE  VOISINAGE  DU  CONTOUR; 

Par  m.  Paul  LÉVY. 


La  fonction  de  Green  g^  relative  à  un  contour  G  peut  être  con- 
sidérée comme  suffisamment  connue  lorsque  la  différence 

;•  étant  la  distance  des  points  A  et  B,  est  holomorphe.  Il  n'en  est 
plus  de  même  lorsque  A  et  B  tendent  vers  un  même  point  du  con- 
tour. Il  peut  être  utile,  dans  ce  cas,  d'avoir  quelques  indications 
sur  l'allure  de  la  fonction  g  et  de  ses  dérivées. 

1.  Pour  la  fonction  de  Green  elle-même,  il  n'y  a  pas  de  difficulté. 
Appelons  H  le  point  du  contour  le  plus  lapprocbé  de  A,  A'  le 
symétrique  de  A  par  rapport  à  H,  /■'  et  d  les  distances  BA'  et  AH. 
Supposons  connus  deux  cercles  de  rayons  R   et  R',  tangents  au 
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contour  C  en  H,  l'un  inlérieuremenl,  l'autre  extérieurement,  et 
tout  entiers,  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur  à  ce  contour.  Si  R' 
n'est  pas  nul  et  que  d  soil  assez  petit,  A'  est  certainement  intérieur 
au  contour,  même  si  celui-ci  n'est  pas  convexe.  Alors  la  fonction 


(I)  loSr 


considérée  comme  fonction  de  B,  a  pour  valeurs  extrêmes  à  l'inté- 
rieur de  G  celles  de  log—  sur  G  qui   sont  comprises   entre  la  plus 

grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  fonction  sur  les  cercles 
considérés.  On  a  ainsi  : 

Si  A  tend  vers  un  point  P  du  contour  dans  le  voisinage  duquel  la 
courbure  soit  finie,  d  tend  vers  zéro,  et,  H  tend;int  vers  P,  on  peut 
trouver  une  limite  inférieure  à  R  et  R'.  Il  résulte  alors  des  inéga- 
lités (.2)  que  la  différence  (i)  tend  vers  zéro,  et  cela  uniformément 
quel  que  soit  le  point  B,  donc  même  si  ce  point  tend  aussi  vers  P. 
Si  P  est  un  point  singulier  du  contour  G,  mais  qu'il  existe  deux 
nombres  positifs  k   et  A"',  tels   qu'à  tout  point  A  voisin  de  P  on 

puisse  faire  correspondre  un  point  A',  pour  lequel  —  reste  compris 

entre  k  et  k'  quand  B  décrit  le  contour,  alors  l'expression  (i)  reste 
comprise  entre  logA'  et  logA"'.  Les  nombres  k  et  A"'  existent  certai- 
nement si  P  est  un  |)oint  anguleux  à  tangentes  distinctes,  ou  une 
pointe  dirigée  vers  l'extérieur. 

Les  résultats  précédents  ramènent  l'étude  de  la  fonction  de  Green 

à  celle  de  log  — •  On  voit  ainsi,  en  appelant  0   la   plus  petite  des 

distances  des  points  A  et  B  au  contour  G,  que  la  fonction  de  Green 
est  infinie,  finie  et  difiérente  de  zéro,  ou  1res  petite  en  même  temps 

que--  Dans  le   voisinage  d'un  point  anguleux,  la  première  partie 

de  cet  énoncé  reste  exacte;  il  en  est  peut-être  de  même  de  la  se- 
conde, mais  cela  ne  résulte  pas  de  notre  raisonnement. 

2.   Désignons  par  D^y  et  D^/  des  dérivées  d'ordres  respectifs /? 


P  lUi  i\l  I  È  K  l<:    l'AUlIK. 


ol  n'  de  la  foiiclioii  f  par  lappoit  ;iiix  coordonnées  du  jjoinl  A. 
Coininençons  par  déinoiilrer  <|iie,  si  Tnii  au  moins  des  nombres  n 
et  n'  n'est  pas  nul,  on  a 

(3)  |DAD^,?i^|<-^, 


A  élanl  une  eonslanle  indépendante  des  points  A  et  \). 

Cela  est  facile  à  vérifier  dans  le  cas  où  C  est  nn  cercle.  Si  nous 
disons  fju'une  courbe  est  continue  jusqu'à  l'ordre /«  quand  les  cooi- 
données  d'un  point  de  la  courbe  sont  des  fonctions  d  un  même  pa- 
ramètre admettant  des  dérivées  finies  et  continues  jusqu'à  l'ordre  /?, 
on  voit  aisément  par  une  transformation  conforme  que  l'inéga- 
lité (3)  s'applique  à  un  contour  quelconque,  si  l'un  au  moins 
des  points  A  et  B  est  assujetti  à  ne  s'approcher  que  des  arcs  du 
contour  (]ui  sont  continus  jusqu'à  l'ordre  n  -\-  n' . 

Nous  pouvons  maintenant  trouver  une  limite  supérieure  de  la 
différence 

(4)  DaD,j^-;^-DaD',^-;; 

g'  étant  la  fonction  de  Green  relative  à  une  courbe  C  qui  passe  par 
H  et  a  en  ce  point  un  contact  d'ordre  n  -\-  n'  -+-  i  avec  G  (si  n'  ^=  o 
on  peut  dans  tout  ce  qui  suit  remplacer  n' -\-  i  par  n'). 

Supposons  que  le  contour  G  se  déforme  d'une  manière  continue 
de  manière  à  venir  coïncider  avec  (7.  f-.a  différence  (4)  peut  être 
regardée  comme  l'intégrale  de 

(5)  oDAD,,ç-i^  =  -i:J^(DA.^i')^(D;,^«)3«rf5 


M   désignant  un  point  d'un   des  contours  considérés,  s  l'arc  HM, 

d_ 
dn 


on  la  distance  du   point  M  au  contour  infiniment  voisin,  et -r—  la 


dérivée  suivant  la  normale  au  point  M. 

On  sait  qu'on  [)eut  obtenir  une  limite  supérieure  indépendante 
de  B  de  la  valeur  absolue  de  rinté^rale 


/ 


4-(y)Bê'l)f(^)ds, 


dn 
si  l'on  connaît  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de y"(.v^  et 
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de  ses  dérivées  par  rapport  à  s  jusqu'à  Tordre  /?'+  i  .  Nous  sommes 

donc  ramenés  à  chercher  une  telle  limite  nouro/?  -7-  (D.  '^î")  et  ses 

'  f//i  ^       '-  ' 

dérivées  par  rapport  à  .v  jusqu'à  l'ordre  /?' +  i . 

Supposons  (pie  C  et  C  et  tous  les  contours  iiitermédiaiics  aient 
en  F[  un  conl;icl  d'ordre  /? -)-/?.' -|- i ,  c'est-à-dire  cpie  0//  soit  au 
plus  de  l'ordre  de  i;i-andeur  de  .s'"''""'+-  rpiand  .v  est  1res  petil.  Siippo- 

(/'i-i-l   o/i 

sons  de  plus  que         ^,_^^    soit  au  plus  de  l'ordre  de  grandeur  de  .s"+' , 

ce  qui  d'ailleurs  résulte  de  l'hypothèse  précédente  si  les  conlours 
considérés  sont  continus  dans  le  voisinage  de  H  juscpià  l'ordre 
/?  +  /?' +2.  Ahjrs  en  tenant  compte  de  riu(''galité  (3)  en  y  rem- 
plaçant B  par  M  et  de  ce  (pie  -— r  reste  cerlaineuieut  fini  quand  M 
est  (pielconque  sur  C  (;t  \  voisin  de  }[  sur  la  normale  à  C  eu  11,  on 
trouve  aisément  la  limite  supérieure  cherchée  pour  0/?  -—  (D.  "V) 

et  ses  dérivées,  et  par  suite  pour  la  différence  (4  ),  fpiel  (pie  soit  le 
point  B. 

Dans  ce  qui  |)récède,  A  est  assujetti  à  rester  sur  une  même  normale 
au  conlour.  Si  A  tend  d'une  manière  quelconque  vers  un  point  V 
du  contour,  H  tendra  vers  P  et  pour  chaque  position  de  H  on  peut 
définir  une  courbe  telle  que  C.  Les  résultats  précédents  subsistent 
sans  modification. 

On  sait  (pie  des  transformations  conformes  permettent  de  dé- 
duire du  cercle  des  courbes  pour  lesquelles  on  connaîtra  la  fonc- 
tion de  Greeii.  Si  I  on  considère  un  arc  du  contour  c  continu  jus- 
qu'à l'ordre  /i  -\-  n!  -\-  'i.-,  on  pourra  facilement  pour  chaque  point  11 
de  cet  arc  définir  wuç.  telle  courbe  ayant  en  11  un  contact  d'ordre 
/i  +  /i'-l-  1  avec  C.  On  peut  donc  (brmer  eftectivement  une  fonc- 
tion représentant  D^DÎj^i^  avec  une  erreur  finie,  quand  A  reste 
dans  une  aire  intérieure  à  C  ou  dans  le  voisinage  de  I  arc  consi(.léré, 
ei  quand  B  est  quelconque  à  l'intérieur  de  C. 

Nous  |)Ouvons  même  dans  un  cas  j)articulier  obtenir  un  résultat 
plus  précis.  Supposons  (pie  D^  1,'^  soit  nui  (piand  A  est  en  11.  Dans 

l'inégalité  (3)  remplaçons  B  par  M  et  D  par  --^  D,  -—  désignant  la 

dérivée  suivant  la  normale  AH,  et  intégrons  Tinégalité  ainsi  écrite 
quand  A  déciil  cette  normale  à  partir  de  11.  En  observant  que, 
dans  ces  conditions,  A.M  est  au  moins  de  l'ordre  de  grandeur  dci', 
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nous  ohlcnODS 

En  raisonnant  avec  celte  inégalité  comme  nons  l'avons  fait  avec 
l'inégalité  (3),  et  en  supposant  que  C  ait  un  contact  d'ordre 
n  -\-  n'  -\~  1  avec  C,  nous  trouvons  que  la  différence  (4)  tend  vers 
zéro  quand  A  tend  vers  H  en  suivant  la  normale  AH,  et  cela  uni- 
formément, quel  que  soit  le  point  B. 

Si  les  coordonnées  sont  des  coordonnées  curvilignes,  il  peut 
arriver  que  D\i?f,  représente  quand  A  vient  en  H  une  dérivée  prise 
suivant  le  contour  C,  et  alors  s'annule  pour  tout  point  H  voisin 
de  P.  Il  n'j  a  pas  de  difficulté  dans  ce  cas  si  A  tend  vers  P  d'une 
manière  quelconque.  Par  les.  formules  de  transformation  de  coor- 
données, on  peut  passer  au  cas  de  coordonnées  quelconques.  On 
voit  ainsi  que  si  D^^  est  tel  queD^^B  s'annule  quel  que  soit  B  quand 
A  est  en  P,  pour  les  contours  G,  C  et  pour  les  contours  intermé- 
diaires, la  différence  (4)  tend  vers  zéro  quand  A  tend  vers  P  d'une 
manière  quelconque,  et  cela  uniformément,  quel  que  soit  le 
point  B. 

Les  résultats  précédents  s'étendent,  par  une  méthode  analogue, 
au  cas  de  l'espace,  et  aussi,  avec  quelques  modifications,  à  la  fonc- 
tion de  jNeumann  et  aux  autres  fonctions  de  la  Physique  mathéma- 
tique. 
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Jules  TANNERY. 


La  plupart  de  nos  lecteurs  connaissent  déjà  le  cruel  malheur  qui 
vient  de  nous  atteindre.  Jules  Tannerj,  notre  ami  fidèle,  notre 
collaborateur  dévoué,  nous  a  été  enlevé  par  un  mal  subit  dans  la 
nuit  du  jeudi  lo  au  vendredi  ii  novembre  dernier.  Nous  repro- 
duisons plus  loin  le  discours  que  M.  Emile  Picard,  Président  de 
l'Académie  des  Sciences,  a  prononcé  le  lundi  i4  novembre,  en 
ouvrant  la  Séance  de  l'Académie;  celui  que  M.  Painlevé  avait 
prononcé  la  veille  à  la  salle  des  Actes  de  l'École  Normale,  devant 
les  élèves  de  celte  Ecole  où  Jules  Tannery  nous  avait  succédé 
en  1881  comme  Maître  de  Conférences,  où  il  était  Direcieur  des 
Etudes  scientifiques  depuis  i(S84.  D'autres  témoignages  viendront 
<e  joindre  à  ces  premiers  lénioigiiagcs  d'alFection,  de  respect, 
d'admiration  et  de  reconnaissance.  Dès  à  présent,  nous  tenons  à 
rappeler  ce  que  fut  T;innery  pour  ce  jouiiial  qui  va  bientôt  finir 
sa  quarantième  année  d'existence,  A|)rès  Jules  Houël,  on  peut 
dire  que  Tannery  en  a  été  le  vérilable  fondateur.  Est-il  besoin 
de  rappeler  ici  les  tiavaux  de  toute  nature  qu'il  y  a  insérés,  ces 
innombrables  articles  qui  remplissaient  quelquefois  un  numéro 
tout  entier,  écrits  d'une  plume  si  alerte  el  dans  une  langue  si 
excellente,  où  une  bienveillance  foncière  et  inépuisable  savait  si 
bien  s  allier  à  l'espril  et  à  la  finesse  du  ■^ens  crilique?  (-omme  son 
frère  Paul,  auprès  de  qui  il  va  repos-  r,  Jules  Tannery  était  un 
lettré  et  un  philosophe  en  même  temps  qu'un  mathématicien. 
Nos  successeurs  ne  reverront  plus,  nous  le  craignons,  des  aptitudes 
si  variées,  des  talents  si  divers  réunis  dans  la  même  personne,  el 
à  un  degré  aussi  élevé. 

G.  D. 


Bull,  des  Sciences  matliern.,  i*  série,  l.  XXX1\'.  (Août  1910.) 
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Discours  de  M.  Emile  Picard, 

Président  de  l'Académie  des  Sciences. 

Messieurs, 

l^'Académio,  si  éprouvée  de|)uis  quelques  mois,  vient  d'êlre 
fiappée  de  nouveau.  M.  Tannery,  qui  assistait  il  j  a  huit  jours  à 
notre  séance,  en  apparence  plein  de  santé,  est  mort  presque  subi- 
tement vendredi  malin,  à  l'âge  de  soixante-deux  ans.  Il  avait  été 
nommé  membre  libre  de  l'Ac^adémie  en  1907,  en  remplacement 
de  Brouardel. 

C'était  une  figure  singulièrement  originale  cl  attachante  que 
celle  de  Jules  Tannerv.  Entré  en  1866  à  l'Ecole  Normale,  il  [no- 
fessa  quelque  temps  dans  les  lycées  et  débuta  dans  la  .Science 
par  quelques  travaux  intéressants  sur  les  équations  différentielles 
linéaires  et  sur  diverses  (juestions  d'Algèbre,  mais  il  résolut  vite  de 
se  consacrer  à  la  Philosophie  scientifique,  à  la  critique  et  à  ren- 
seignement. C'est  de  ce  côté  que  le  portait  son  esprit  profond  et 
subtil,  qui  aimait  les  discussions  sur  les  principes  des  sciences,  et 
particulièrement  sur  ceux  des  Mathématiques.  Son  enseignement 
à  l'Ecole  Normale  le  força  bientôt  à  réfléchir  sur  les  fondements 
de  l'Analyse  mathématique,  et  c'est  de  là  que  sortit  son  Ouvrage 
Introduction  à  la  théorie  des  fonctions,  doni  il  nous  présentait, 
il  y  a  trois  semaines,  la  seconde  édition  en  deux  volumes,  et  dont 
le  principal  objet  est  de  montrer  comment  on  peut  fonder  l'Ana- 
lyse sur  la  seule  idée  de  nombre  entier. 

D'autres  Ouvrages  fuient  encore  publiés  par  Tannery,  comme 
son  grand  Traité  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  en  col- 
laboration avec  M.  Molk,  ses  Leçons  sur  l'Analyse  et  l' Algèbre, 
l' Arithmétique^  où  l'on  relrouve  le  souci  d'une  minutieuse  rigueur. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  critique  philosophique  ou  scientifique 
qu'apparaît  pleinement  le  talent  de  notre  confrère.  11  avait  débuté 
de  bonne  heure  dans  cette  voie  par  un  article  sur  la  Loi  de  Fechner, 
qui  fit  jadis  quelque  bruit  parmi  les  amis  de  la  Psycho-Physique. 
11  y  montrait  l'inanilé  de  cette  prétendue  proportionnalité  de  la 
sensation  au  logarithme  de  l'excitation,  y  vovant  seulement  une 
délinilion  de  la  sensation.  Citons  encore  ses  articles  sur  1  Infini 
niatliéinalique  qui  joue  un   rôle  si  important,  depuis  les  travaux 
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de  Georges  Cantor,  dansh^s  mémoires  de  certains  maihémaliciens. 
Je  ne  dois  pas  oublier  son  magistral  travail  sur  le  Rôle  du  nombre 
dans  les  sciences,  auquel  il  tenait  beaucouji,  et  où  il  avait  mis  le 
plus  de  lui-même  ;  c'est  une  élude  d'un  large  idéalisme,  oîi  il 
discute  les  conditions  de  l'accord  entre  la  théorie  et  l'expérience, 
et  où  il  nous  parle,  je  cite  ici  ses  propres  expressions,  de  ces 
inquiétudes  que  nous  cultivons  sous  le  nom  de  Philosophie. 

Une  grande  |)arlie  du  labeur  scieiitili(pie  de  Tannery  fut  consa- 
crée au  Bulletin  des  Sciences  nialliématiques.  Les  analyses  qu'il 
a  faites  des  Ouvrages  et  des  Mémoires  récents  sont  innombrables 
et  d'une  rare  pénétration.  Elles  ne  sont  pas  toutes  signées,  mais 
on  ne  peut  s'y  tromper,  car  elles  portent  sa  marque  si  personnelle. 
En  les  réunissant,  on  aurait  un  tableau  fidèle  d'une  partie  impor- 
tante du  mouvement  mathématique  dans  ces  vingt-cinq  dernières 
années. 

Dans  les  écrits  de  Tannery,  la  forme  n'est  pas  moins  remar- 
quable que  le  fond.  Son  style  était  bien  à  lui.  Quelle  finesse  et 
quel  esprit,  avec  çà  et  là  une  ironie  discrète  et  des  traces  d'un 
scepticisme  plus  apparent  peut-être  que  réel.  C'était  vraiment  un 
lettré.  Il  eût  pu  jadis  entrer  dans  la  Section  des  Lettres  de  l'Ecole 
Normale  ;  sa  carrière  n'eût  pas  été  moins  brillante. 

Est-il  besoin  ici  de  parler  de  l'homme  ?  Aucun  de  nous  n'oubliera 
le  spirituel  causeur,  l'aimable  confrère  dont  le  commerce  avait 
tant  de  charme.  iSous  pensons  aussi  en  ce  moment  à  M'"^  Tannery, 
à  ses  enfants  et  à  sa  famille,  frappés  si  brutalement  par  ce  coup 
inattendu.  Qu'ils  veuillent  bien  recevoir  l'expression  de  notre 
svmpathie  et  de  nos  profonds  regrets. 

Discours  de  M.  Painlevé. 

Messieurs, 

L'homme  dont  il  nous  faut  aujourd'hui  nous  séparer  pour  jamais 
a  été  pendant  plus  d'un  quart  de  siècle  l'âme  vivante  de  celte 
Ecole  Normale  Sciences  à  laquelle  il  s'était  voué  tout  entier.  Pour 
toutes  les  générations  de  jeunes  savants  qui  se  sont  succédé  dans 
cette  maison,  il  n'a  pas  été  seulement  un  maître  intellectuel,  il  a 
été  un  guide  moral,  un  confident,  un  ami.  Son    esprit  était  ouvert 
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à  leurs  conceplioiis  et  à  leurs  rêves  scientifiques,  son  eœur  à  leurs 
trislesses.  Et  si  tous  n'ont  jias  eu  la  joie,  qui  fut  une  des  grandes 
de  ma  vie,  d'entrer  avec  lui,  durant  des  années,  dans  une  intimité 
chaque  jour  plus  alïectueuse  et  plus  complète,  je  suis  sûr  que  tous 
aujourd'hui  partagent  notre  insurmontable  émotion:  cette  nuit-là, 
où  mouiut  Jules  ïannerv,  chacun  d'eux  a  senti  qn'il  subissait  une 
perte  irréparable  et  cpi'en  brisant  trop  tôt  ce  merveilleux  instru- 
ment de  pensée,  la  Nature  commettait  comme  un  meurtre  incom- 
préhensible. 

El  ce  qui  peut  accroître  encoie  notre  douleur,  c'est  de  songer 
que,  malgré  l'étendue  et  la  profondeur  de  ses  ouvrages,  malgré  les 
pages  belles  et  parfaites  qu'il  nous  laisse,  ce  qu'il  y  eut  de  plus 
rare  et  de  plus  précieux  dans  sa  personnalité  vivra,  certes,  en 
noire  souvenir,  mais  disparaîtra  avec  ceux  qui  l'ont  connue.  Tandis 
que  le  poète  et  l'artiste  se  réjouissent  au  soleil  dans  le  monde 
brillant  des  formes  et  des  ap|)aiences,  ce  grand  méditatif  a  plongé 
dans  ces  régions  ohscures  et  mvstérieuses  où  baignent  les  racines 
profondes  des  réalités,  où  s'entremêlent  leuis  secrètes  correspon- 
dances ;  il  a  fait  sien  cet  empire  abstrait  du  nombre^  où  les  choses, 
dépouillées  de  couleurs,  de  reliefs  et  comme  désincarnées,  laissent 
apparaître  leurs  lois  essentielles  et  immuables.  Et  c'est  parce  que 
ses  jeux  gaidaient  en  quelque  sorte  le  reflet  des  spectacles  con- 
templés, cju'il  émanait  de  lui  comme  un  rayonnement.  Si  pleine 
d'enseignements  et  de  suggestions  que  fût  sa  parole,  on  sentait  que 
V inexprimable  la  débordait.  Lui  aussi,  en  mourant  pouvait  mettre 
un  doigt  sur  sa  bouche  et  dire:  «  Le  reste  est  silence.  » 

On  a  écrit  de  Litiré  qu'il  fut  un  saint  laïque,  Jules  Tannerv  fut 
un  saint  intellectuel.  Par  l'intensité  de  la  méditation,  par  le  scru- 
pule passionné  de  la  pensée,  il  a  atteint  jusqu'à  la  peileclion.  C'est 
pourquoi  sa  vie  fut  si  harmonieuse,  son  désintéressement  si  absolu, 
son  cœur  si  large  ;  c'est  pourquoi,  malgré  sa  tendresse  vigilante  pour 
les  siens  —  dont  je  ne  veux  lien  dire,  car  il  est  des  sentiments  qu'on 
ne  doit  même  effleurer  à  certaines  heures  —  il  savait  garder  tant 
de  place  aux  fils  intellectuels  que  chaque  année  nouvelle  lui  ame- 
nait ici. 

Et  comment  ne  pas  rappeler  la  tranquille  intrépidité  dont  il  fit 
preuve,  lui.  le  philosophe  épris  de  silence,  quant  les  circonstances 
publiques  lui  en  firent  un  devoir.  Celte  triste  matinée  évoque  en 


COMPTAS  RENDUS  ET  ANALYSES.  197 

moi  invinciblement  une  autre  malinée  de  novembre  iSg'^j,  il  y  a 
treize  ans,  quand  il  ni'entreleiiait  pour  la  première  fois  de  la 
gi'ande  crise  morale  qui  commençait  pour  notre  pajs. 

Son  opinion  était  faite,  et  il  essaya  ce  jour-là  de  me  convaincre 
sans  y  réussir  entièrement.  Et  je  n'ai  pas  oublié  l'angoisse  que 
j'éprouvais  en  traversant  le  vestibule  familier  de  l'Ecole,  à  la 
pensée  que,  pour  la  première  fois  et  dans  un  tel  débat,  je  n'étais 
pas  immédiatement  en  communion  de  conscience  avec  lui. 

El  lorsqu'un  peu  peu  plus  lard  je  lui  disais  que  pour  défendre 
la  justice,  on  doit,  s'il  le  faut,  résister  à  la  violence  par  la  violence, 
de  quel  accent  il  répondait  :  «  Non!  non!  jamais  de  violence  ». 
Pour  lui  la  Justice  devait  marcher  sereine  au  travers  des  épreuves, 
confiante  dans  son  éternité. 

Messieurs,  nous  accompagnerons  tout  à  l'heure  jusqu'à  sa 
dernière  demeure  la  dépouille  mortelle  de  notre  maîtieetde  notre 
ami,  mais  sa  pensée  vivra  en  nous  comme  une  flamme  intérieure, 
et,  dims  les  heures  de  défaillance,  nous  évoquerons  celui  dont 
toute  la  vie  (ut  une  aspiration  vers  les  vérités  idéales  et  sereines 
et  comme  une  longue  méditation  sous  les  étoiles. 
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TANNERY  (Jlles).  —  I>troductiox  a  l\  théorie  des  fonctions  d'une 
VARIABLE.  Deuxième  édilion,  Tome  II,  i  volume  grand  in-oclavo  de 
477  pages.  Paris,  Hermann,  rue  de  la  Sorboane. 

Le  Tome  deuxième  de  la  seconde  édition  porte  en  sous-litre  : 
Intégrales  définies.  Développements  en  séries.  Langage  géo- 
métrique. Fonctions  de  variables  imaginaires,  avec  une  Note 
de  M.  Hadamard.  Toute  la  partie  rpii  se  rapporte  aux  fonctions  de 
deux  variables  réelles  et  aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire 
a  été  ajoutée  dans  la  seconde  édition  :  je  me  limiterai  au  compte 
rendu  de  celte  partie.  Pour  donner  une  idée  de  l'esprit  dans  lequel 
elle  est  traitée,  il  me  paraît  nécessaire  d'entrer  dans  quelques 
détails  sur  les  analyses  approfondies  qui  sont  exposées  méthodi- 
quement dans  le  Chapitre  intitulé  :  Langage  géométrique. 
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1.  L'élude  des  t"or)clions  de  deux  variables  est  grandeineiil  faci- 
lilée  par  l'emploi  du  langage  géométrique  et  des  figures  do  géométrie 
plane.  Mais  il  est  indispensable  d'expliquer  ce  langage  géométrique 
et  de  lui  donner  une  signilicalion  purement  numérique.  On  recon- 
nait  ensuite  (|ue,  tout  en  prétendant  rester  dans  le  pur  nombre,  il 
est  permis  d'invoquer  les  théorèmes  de  la  géométrie  [)lane  et  de 
s'aider  des  figures  qui  l<ur  correspondent. 

Et]  parlant  des  résultats  les  plus  simples  de  la  géométrie  analv- 
lique  plane,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  définir  :  points,  distances, 
droites,  vecteurs,  côté  gauche  et  côté  droit  d'un  vecteur,  égalité 
de  deux  figures  planes,  angle  de  deux  vecteurs,  orientation  de  cet 
angle,  inlérieur  dun  angle,  inlérieur  d'un  leclangle,  d'un  cercle, 
décomposition  d'un  rectangle  en  rectangles  [partiels. 

Un  grand  nombre  de  définitions  et  de  propositions  relatives  aux 
suites  et  aux  ensembles  de  points  sur  un  axe  s'étendent  immédia- 
tement aux  suites  et  aux  ensembles  de  points  dans  le  plan.  On 
définit  pour  le  plan  :  ensemble  borné,  écart  d'un  ensemble,  point 
d'accumulation;  ensemble  clos,  dérivé,  parlait,  ("routière  d'un 
ensemble.  Si,  à  chaque  point  d'un  ensemble  (E),  on  fait  corres- 
pondre un  nombre,  on  dit  qu'on  a  défini  une  fonction  dans  Ten- 
semble  (E).  On  étend  sans  peine  à  une  pareille  fonction  la  notion 
de  continuité,  en  considérant  un  point  d'accumulation  de  l'en- 
semble (Ej  qui  fait  partie  de  l'ensemble  (E). 

De  même,  à  tout  point  A  d'un  ensemble  (<^b),  on  peut  faire  cor- 
respondre un  point  B  et  dire  que  le  point  B  est  une  fonction  es  (A) 
du  point  A  déterminée  dans  l'ensemble  (A,)  et  la  notion  de  conti- 
nuité s'étend  encore  d'elle-même  à  une  pareille  fonction  ;  le  cas 
le  plus  intéressant  est  celui  où  l'ensemble  (-Â.)  est  clos,  où  les 
images  de  deux  points  distincts  sont  toujours  distinctes  et  où  la 
fonction  cp(ol>)  est  continue  dans  l'ensemble  (X). 

Les  formules 

y  =  ki\       "'  =  '  =  '■'• 

oùcp(^),  '^  {t)  désignent  des  fonctions  continues  dans  l'intervalle 
(^Oî  t\\  définissent  un  ensemble  parfait  de  |)oinls.  11  convient  de 
ne  pas  employer,  sans  des  restiictions  nouvelles,  le  nom  (\e  courbe 
pour  désigner  un  tel  ensemble  qui  peut  être  d'une  nature  très  com- 
pliquée (comme  le  montrent  des  exemples  indiqués  par  Pcano). 
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On  emploie  ici  le  mol  de  lien.  Le  lien  esL  simple  quand  il  ne  pré- 
sente pas  de  point  double.  Un  lien  est  fermé  si  son  origine  coïncide 
avec  son  extrémité  ;  nn  lien  fermé  est  simple  si,  exception  faite  du 
point  qui  est  à  la  fois  l'origine  et  l'extrémité,  le  lien  n'a  pas  de 
point  qui  corresponde  à  deu\  valeurs  distincres  de  t  de  l'inter- 
valle (^0?  ^1  )• 

Soient  P  un  point  fixe,  M  un  point  variable  d'un  lien  (T)  donnés 
par  les  valeurs  Q  et  <  du  paramètre  et  A  un  point  extérieur  au  lien, 
on  peut  définir  Tangle  (AP,  A.M)  comme  une  fonction  continue 
de  t  s'annulant  pour  ^^0;  on  désigne  cet  angle  parla  notation 
[f).  t\^.  Lorsque  le  lien  (ï)  est  fermé,  les  valeurs  extrêmes  ^0  t't  ;, 
doniiaMl  le  même  |)oinl.  le  quotient 

-^—  =  n 

}.  ~ 

est  un  entier  posilil',  nul  ou  né-atif  :  n  est  l'ordre  du  point  A  par 
rapport  au  lien  (  T  1.  Si  par  un  point  c  d'un  lien  fermé  on  peut 
mener  une  droite  que  le  lien  traverse,  on  peut  trouver  sur  celte 
droite,  aussi  près  qu'on  veut  du  point  c,  des  points  dont  les  ordres 
diffèrent  d'une  unité. 

Il  importe  d'avoir,  pour  les  systèmes  à  deux  variables,  une 
notion  qui  tienne  le  même  rôle  que  la  notion  d'intervalle  pour  une 
seule  variable.  A  ce  point  de  vue,  on  introduit  une  notion  très 
générale,  due  à  \A  eierstrass,  celle  de  continuiim. 

Par  exemple,  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  un  triangle,  à 
l'exclusion  d'un  nombre  fini  de  ces  points,  est  un  continuum  dont 
la  fronlièie  est  constituée  par  le  contour  du  triangle  et  par  les 
points  exclus.  En  juxtaposant  des  continuums  ayant  pour  contour 
un  lien  fermé  simple,  on  peut  former  des  continuums  dont  la  consi- 
dération est  importante  pour  la  ibéoiie  de  certaines  lonctions. 

M.  Jordan  a  démontré  que  tout  lien  fermé  simple  (  T)  partage 
le  plan  en  deux  continuums  distincts,  l'un  extérieur  à  (ï_),  1  autre 
intérieur.  M.  Tannerv,  adoptant  une  voie  suivie  par  M.  Ames, 
démontre  cette  proposition  en  se  limitant  au  cas  où  le  lien  lermé 
simple  peut  être  décomposé  en  un  nombre  fini  de  liens  partiels 
dont  chacun  est  défini  |)ar  des  formules  telles  que 

y  =  fix)  {x,i%x%Xi). 
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f{x)  ci  'jf^v)  désignant  des  fonctions  conlimies  dans  les  inler- 
valles  corres|iondants. 

D'autres  propositions  à' Analysis  silns,  d'un  usaj;e  liés  fré- 
quent et  qui  paraissent  inluilives  sur  des  figures  simples,  doivent 
être  démontrées  avec  rigueur,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  gé- 
néral el  arilhinéti(|ue  qui  est  celui  de  I  auteur.  On  en  fait  une 
application  à  la  (pieslion  de  reconnaître,  au  moyen  d'un  in. lice,  si 
de\\\  éfpialions  en  ic,  j^ 

ont  des  solutions  dans  l'ensenible  formé  |)ar  les  |)oints  d'un  con- 
tinuum  et  de  sa  liontière. 

En  partant  de  la  notion  de  lien  el  en  faisant  d<;s  r<!sl  ridions  (pii 
sont  introduites  métliodiquenient,  on  arrive  à  la  définition  précise 
d'une  courbe  :  on  réserve  le  nom  de  courbe  aux  liens  qui  peuvent 
être  décomjiosés  en  un  nondjre  fini  d'arcs  élémentaires 

répondant  aux  conditions  sinvantes  :  les  fonctions  'j(^)  et  '■!>(^) 
admettent  dans  l'intervalle  (a,  |j)  des  dérivées  continues  C5'(^), 
•h'  (  t)  et  la  fonction  -^-7-^ —  est  ou  croissante,  ou  décrois->aule  pour 
toute  valeur  de  L  intéri<"ure  à  l'intervalle  (a,  [ii). 

Il  est  facile,  après  ces  précisions,  de  définir  un  domaine  ni  -+-  • 
fois  connexe. 

2.  Les  propositions  d' Analysis  siliis  (pii  précèdent  se  irou\(ut 
généralisées  dans  une  Noie  de  M.  Hadamard  placée  à  la  lin  du 
Volume  et  qui  a  pour  titre  :  Sur  quelques  applications  de  C indice 
de  Kronecker ;  j'indique  brièvement  de  suite  les  cpiestious  posées 
et  quelques-uns  des  résultats  établis  dans  cette  Note. 

Après  des  généralilés  sur  les  vaiiélés  et  les  surfaces  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  iM.  Hadamard  définit  Vordre  d'un  point 
par  rapport  à  une  surface,  au  mojen  de  l'intégrale  multiple 
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éleniliie  à  loiite  la  surlace  (S)  et  dans  laquelle  /•  désigne  la  qnan- 
lilé  positive 

/•  =  ^x'\  -r- . . . -t-  a-;-; 

pend;int  que  //,,  ...,  M„_(  sont,  dans  chaque  élément,  les  coor- 
données du  point  paramétrique  rangées  ronformément  à  l'orien- 
tal ion  de  l'élément  (orientation  définie  par  les  signes  de  certains 
déterminants)  :  on  démontre  (piOn  a 

I  =  w  K„. 

K„  désignant  une  conslante  numéricpie  qui  dépend  de  n  seul  (par 
exenq)ie  K3^4'^)  t;t  o)  un  entier  positif,  nid  ou  négatif;  (o  s'a|)- 
pelle  Vordre  de  l'origine  par  rapport  à  la  surface  (S).  L'ordre  d'un 
point  quelconque  («,,  ...,  a„)  non  situé  sur  (S)  s'obtient  en 
remplaçant,  dans  l'inlégiale  midtiple,  o', ,  ...,  Xn  par  (j7, — a,),  ..., 
(x,i  —  a„). 

L'indice  d'un  système  de  fonctions  f {,-..■,  /,i  de  x^,  ...^x,i 
sur(S)  <'St  l'ordre  de  l'origine  par  rapport  à  la  surface  (S)  qu'on 
su|)pose  être  le  lieu  du  point  dont  les  coordonnées  sont  ^"1,  ...,f„. 

Si  (S)  est  la  frontière  d'un  volume  (V)  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions et  si  les  équations 

/,  =  o,         . . . ,        /«  =  o 

n'ont  aucune  solution  commune  à  Tintérieur  de  (V),  l'indice  du 
système  de  fonctions  /', ,  ..../"„  considéré  sur  (S)  est  nul. 

A  celle  considéialion  de  l'indice  se  rattache  le  théorème  de 
Scliœntliess   permettant   de   reconnaîtie    si    les   équations    en    x^, 

X-2^   . . . ,   X,j  , 


fni^U    ■  ■■,  ^u)  =  X„, 


admettent  une  solution  dans  un  volume  donné  de  l'espace  à  n  di- 
mensions, |)iiis  des  théorèmes  de  Brouwer  sur  une  ti^anslormation 
parfaite  et  continue  d'une  S|)hère  en  elle-même,  dans  l'espace 
à  n  dimensions.  La  portée  de  ces  théorèmes  apparaît  hien  dans 
les   iiidicalions  que  donne  M.  Hadaniard. 

3.  A])iès  l'élude  approfondie,  faite  par  M.  Tannerj,  des  ensem- 
bles de  points,  des  fonctions  de  points,  linlroduction  à  la   théorie 
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des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  |)eut  être  rendue  entière- 
ment rigoureuse. 

Elle  débute  par  un  exposé  du  calcul  des  quantités  imaginaires 
fait  en  considérant  les  restes  de  polynômes  entiers  en  «par  rapport 
à  f'-f-  I.  L'étude  des  fonctions  analytiques  est  préparée  par  des 
exemples  :  fonctions  rationnelles,  fonctions  algébriques  simples. 
Après  les  généralités  sur  les  séries  (ou  les  produits  infinis)  dont 
les  termes  (ou  les  facteurs)  sont  des  séries  entières  en  x,  on  remar- 
quera la  définition  du  prolongement  analytique,  celle  d'une  fonc- 
tion analytique  au  sens  de  Weierstrass. 

Ces  généralités  permettent  d'étendre  aux  variables  imaginaires 
la  définition  et  les  propriétés  d'un  grand  nombre  de  fonctions  dune 
variable  réelle  :  on  l'explique  en  détail  pour  (i  -f-o:)",  e^ ,  log.r, 
les  fonctions  circulaires  ou  hyperboliques  et  les  fonctions  inverses 
de  celles-ci,  en  insistant  sur  les  précautions  nécessitées  par  les 
coupures.  Les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  r(x) 
servent  d'introduction  au  théorème  de  Weierstrass  sur  les  fonc- 
tions entières  et  au  ihéorème  correspondynt  de  Mitlag-Leftler  sur 
les  fonctions  méromorphes  dont  on  a  di'lini  les  discontinuités.  Des 
applications  sont  faites  à  cot.r  et  à  la  fonction  ^  {x^)  de  Weierstrass. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  dérivées  et  aux  intégrales 
de  fonction  d'une  variable  imagiiiau'C.  La  définition  de  la  dérivée 
d'une  fonction  déterminée  dans  un  ensemble  (E)  de  nombres  ima- 
ginaires a  besoin  d'être  précisée,  dans  le  cas  où  l'ensemble  (  E)  est 
constitué  par  un  continuum  et  par  la  frontière  de  ce  continuum, 
principalement  pour  les  points  pris  sur  la  frontière.  Il  en  est  de 
même,  dans  le  cas  où  l'on  consideie  un  lien  j™  = 'j;  (^) -}- f  6  (^) 
continu  dans  (E)  etla  fonction  complexe  de  i,  F(j?)  =  <I>(^)  -l-/^-'(^), 
qui  cories|Jond  à  ce  lien. 

La  définition  d  une  intégrale  imaginaire 

f  f{x)dx 

est  donnée  en  ne  supposant  que  la  continuité  de  la  foncliony  (x) 
dans  un  domaine  qui  comprend  la  courbe  ((>).  Le  cas  o\\f{x)  est 
la  dérivée  d'une  fonction  connue  F  (^)  est  traité  minutieusement 
et  la  façon  dont  s  introduisent  les  cou[)ures  est  explupiée  sur  des 
exemples.  On  approfondit  la  démonstration  donnée  par  M.  Goiirsat 
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(lu  llléorème  fondamental  de  Cauchy  el  les  constk|iiences  classiques 
de  ce  théorème.  On  démontre,  d'après  M.  Painlevé,  la  proposition 
sjiivante  : 

Soit  (A)  un  domaine  simple  et  (F)  le  continiium  intérieur;  si 
les  fonctions  u,  (x),  ...,  w„(.r),  ...  admettent  des  dérivées  en 
tout  |)oint  de  (A)  et  si  dans  ce  domaine  la  série 

(U)  llx{x  )  ^  U<>{X  )  -i-  .  .  .  -r-  U,t{x)  -T-.  .  . 

est  uniformément  convergente,  la  somme  y(.r)  de  celte  série  est 
une  fonction  régulière  en  tout  point  de  (F);  ses  dérivées  succes- 
sives sont  les  sommes  des  séries  obtenues  en  prenant  les  dérivées 
premières,  secondes,  . . .  des  termes  de  la  série  (u). 

Enfin,  en  supposant  que  la  série  'Sun  converge  normalement 
dans  le  domaine  (A  ),  c'est-à-dire  qu'on  ait  |  Un{x)\  <C  ««,  ««étant 
un  nombre  positif,  teime  général  d'une  série  convergente,  on 
montre  que  le  produit  infini 

[l  —  »,(  J-  l]  [l  —  Uiix)]  .  .  .  [l  H-  U„(X)]  .  .  . 

est  une  fonction  régulière  en  tout  point  de  (F);  on  définit  avec 
|)récision  le  logarithme  de  ce  produit  et  la  dérivée  de  ce  loga- 
rithme. 

4.  Comme  conclusion,  on  reconnaîtra  que  cet  Ouvrage  complété 
comme  il  vient  de  l'être  par  des  additions  relatives  aux  ensembles 
de  points,  à  V A nalysis  sitiis^  aux  définitions  et  aux  propriétés 
fondamentales  des  fonctions  dune  variable  imaginaire,  est  une 
parfaite  Introduction  à  l' Analyse  de  notre  temps.  11  est  possible 
(pron  soit  obligé,  pour  des  études  aussi  approfondies,  de  lenvover 
souvent  à  des  livres  :  c'est  une  raison  de  plus  de  remercier  ceux 
qui  apportent  à  la  préparation  de  ces  livres,  avec  un  sens  si  affiné 
de  1  Analyse,  une  si  scrupuleuse  conscience. 

Ce  compte  rendu  était  déjà  composé  quand  on  a  appris  la  mort 
de  M.  Tannery.  Je  voudrais  seulement  ici  diie  la  tristesse  et  les 
regrets  profonds  de  quelques-uns  de  ses  plus  anciens  élèves 
et  amis.  E.  Lacour. 


2o4  PI{EiMIÈHli   PAIMIli. 


LEBON  CE.).  —  Savants  du  jour  :  Hemu  Poincaré;  viii-8o  pages,  1909. 
(ïASTON  Darboux:  viii-72  pages,  1910.  Emile  Picard;  viii-80  pages,  1910. 
Paris,  Gaulliier-Villars. 

Celle  belle  piiblicalion  n'est  pas  seulenienl  agréable  à  feuilleter, 
elle  sera  extrêmement  utile  :  les  renseignements  qu'elle  contient 
sont  garantis  par  la  parfaite  conscience  de  l'auleur,  qui  a  certai- 
nement soumis  tous  les  points  douleux  à  chacun  des  savants  dont 
il  voidait  parler. 

Chaque  \  olume,  luxueusement  imprimé,  dans  le  format  grand 
in-8°,  sur  papier  de  Hollande,  contient  le  portrait  en  héliogravure, 
la  notice  biographicpie  ;  la  liste  des  grades,  des  titres,  des  fondions  ; 
enfir),  la  liste  des  Notes,  Mémoiics  cl  Ouvrages  du  savant  auquel 
il  est  consacré.  Dans  la  dernière  lisle,  les  travaux  sont  classés  sous 
des  rubriques  générales  ;  chaque  classe  comporte,  s'il  y  a  lieu,  des 
subdivisions  ;  pour  chaque  tiavail,  on  trouve  tous  les  renseignements 
bibliogra|)lii(|ues,  l'indication  des  comptes  rendus  et  analyses,  et, 
parfois,  quelques  lignes  de  commentaire.  En  outre,  lorsque 
quelque  savant  autorisé  a  eu  l'occasion  de  porter  un  jugement  sur 
quelque  Ouvi-age  particulièrement  important  ou  sur  un  ensemble 
de  travaux,  M.  Lebon  nous  a  conservé  les  points  essentiels  de  son 
rapport,  de  son  discours  ou  de  sa  critique. 

Par  exemple,  la  seclion  du  Volume  sur  M.  Poincaré,  qui  a  pour 
litre  :  Analyse  mathématique^  contient,  après  un  extrait  du 
rapport  de  M.  Gustave  Rados  sur  le  prix  Bolyai,  l'énumération  de 
i44  ^olfs  ou  Mémoires,  dont  98  pour  l'Analyse  pure,  28  pour 
l'Analyse  appliquée  à  la  Géon)étrie. 

J^'arlicde  biogra|jhique  sur  M.  l^oincaré  est  formé  par  un 
exlrail  du  discours  prononcé  par  M.  Frédéric  Masson,  en  le 
lecevant  à  l'Académie  française.  11  contient  beaucoup  de  (ails 
inléi-essanis,  de  détails  curieux  et  d'anecdotes,  dont  quelques-unes 
sont  jîlaisanles.  M.  Masson  est  rompu  à  la  méthode  historique; 
j'imagine  que,  pour  M.  Poincaré,  comme  pour  Napoléon,  il  a 
soigneusement  vérifié  et  critiqué  les  sources. 

Les  Notices  sur  MM.  Darboux  et  Picard  sont  sobres,  objectives 
et    m'ont    paru    1res    exactes,  pour    ce    que   je    connais   des  deux 
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savants  :  Tanteiirna  pas  crainl  de  dire  quelques  mois  du  caraclèie 
de  ceux  donl  il  parlait  ;  il  l'a  fait  avec  tact. 

Voici  eu  quels  termes,  M.  Darboux  a  préseuléà  TAcadémie  des 
Sciences  le  Volume  sur  M.  Picard  : 


«  Comme  les  Volumes  précédents,  celui-ci  se  recommande  par 
une  abondance  dans  les  renseignemeu ts  de  toute  nature  qui  feront 
de  la  Collection  de  M.  E.  I^ebon  le  guide  le  [)lus  précieux  pour  les 
futurs  historiens  de  la  Science. 

«  J'y  signalerai  plus  particulièrement  la  charmante  Noiice 
biographique  qui  ouvre  le  Volume.  Elle  nous  fait  connaître  la 
jeunesse  de  M.  Emile  Picard,  ses  premières  études  et  ses  succès, 
puis  ses  découvertes  et  les  principaux  incidents  de  sa  belle  carrièi-e 
scientifique.  Elle  insiste,  comme  il  convient,  sur  les  incursions 
que  notre  Pré>ident  a  faites  dans  le  domaine  de  la  philosophie  des 
sciences  et,  plus  particulièrement,  sur  le  beau  Rapport  fpiil  fut 
amené  à  écrire  en  1900  sur  l'ensemble  du  progrès  scientifique,  à 
la  demande  du  Commissaire  général  de  l'Exposition  universelle 
internalionab',  notre  confrère  Alfred  Picard.  » 

M.  Darboux  a  parfaitement  raison  de  dire  que  la  Notice  sur 
M.  Picard  est  charmante,  mais  celle  sur  M.  Darboux  ne  l'est  pas 
moins. 

Les  Volumes  de  M.  Lebon  nous  donnent  une  idée  nette  du 
savant  dont  ils  parlent  et  des  résultais  de  leur  activité  scientifique 
au  moment  où  ils  ont  paru.  Précieux  pour  les  amis  de  ces  savants, 
indispensables  aux  historiens  de  la  Science,  ils  seront,  dès  à  pré- 
sent, très  utiles  à  ceux  qui  veulent  se  mettre  au  courant  d'un  sujet 
ou  en  faire  la  bibliographie. 

Souhaitons  qu'ils  deviennent,  à  ce  dernier  point  de  vue,  1res 
incomplets,  et  que  M.  Lebon  ait  à  rédiger,  pour  chacun,  quelque 
long  suj)plément  et  même  un  supplementum  supplementi  chro- 
nicoruni. 

En  attendaiil,  il  n'a  qu'à  continuer  l'œuvre  si  bien  commencée. 

J.  T. 


2o6  ]•  REM  1ÈRE  PARTIE. 


HAERFFER  (A.).  —    Die   Puob.leme   vox   IIansen   und  Snellils.    io  pages 
iii-8;  Leipzig,  Teubiier,  1910. 

Le  problème  deSnellius  est  résolu  dans  les  Traités  de  Trigomé- 
trie  Irançais  sous  le  nom  de  problème  de  la  carte.  Quant  au  pro- 
blème de  Hansen,  il  consiste,  étant  donnée  une  base  AB,  à  déter- 
miner un  couple  fie  points  P,  Q  connaissant  APB,  AQB.  BPQ, 
AQP.  L'auteur,  en  supposant  connues  les  coordonnées  rectangu- 
laires des  points  A,  B,  montre  comment  on  peut  calculer  les 
coordonnées  des  points  P,  Q  ;  il  explique  aussi  comment  on  doit 
procéder  (|uand,  pour  déterminer  les  points  P,  Q,  on  se  donne, 
non  pas  seulement  deux,  points  A,  B,  mais  bien  n -\-  i  points  et 
qu'on  a  observé  les  angles  de  façon  à  pouvoir  former  2  n  équations 
du  premier  dei^ré  analogues  aux  deux  équations  qu'on  obtient 
dans  le  premier  cas  considéré.  J.  T. 


BOEH.M  (K.).  —  Ellu'tiscue  Flnktionen.  Zweiter  Theil  :  Théorie  der 
ELLU^TisciiEX  INTEGRALE.  Umkehrproblkm.  1  vol.  iii-8  ( dc  la  Samiuliuig 
Schubert):  vin-i8o  pages.  Leipzig,  G.-J.  Goschen,  1910. 

Le  Bulletin  (')  a  rendu  compte  du  premier  Volume  des 
Elliplische  Funktionen  de  M.  Karl  Boehm.  L'auteur  a  eu  la 
coquetterie  de  rédiger  le  second  Volume  de  manière  qu'il  se 
suffise  à  peu  [)rès  à  lui-même  et  soit  ainsi  presque  indépendant 
du  premier.  Le  sous-titre  :  Intégrales  elliptiques  et  inversion 
indique  bien  l'objet  du  Volume  ;  après  avoir  étudié  les  intégrales 
elliptiques  au  point  de  vue  de  leurs  points  critiques,  de  leur 
classification  et  de  leur  réduction,  l'auteur  étudie  spécialement 
l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  les  figures  sur  lesquelles 
la  fonction  \/  J\^-)  ou  l'intégrale  de  première  espèce  correspon- 
dantes sont  iinivoques,  les  intégrales  prises  le  long  d'une  courbe 
fermée,  le  passage  des  coupures,  les  modules  de  périodicité  ;  il 
montre  ensuite,  par  l'élude  de  l'équation   différentielle  (Cauchy, 

{')  T.  XXXII,,  1908,  p.  3i6. 
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Bilot  el  Bouquet  et  Picard),  comment  l'inversion  de  l'intëi;rale  de 
premirie  espèce  se  fait  au  moyen  d'une  fonction  elliptique  du 
second  oidre  ;  il  s'attache,  en  particulier,  au  cas  où  les  points 
d'embranchement  sont  réels  ;  il  étudie  les  formes  normales  de 
Weierstrass  et  de  Legendre,  montre  comment  s'y  ramènent  les 
intégrales  elliptiques  générales  et  termine  enfin  par  un  clia|)itre 
sur  le  théorème  d'Abel,  d'où  sont  déduits  les  théorèmes  d'ad- 
dition. 

Telles  sont,  brièvement  résumées,  l<s  matières  traitées  par 
M.  Boelim.  Il  y  a  assurément  bien  de  quoi  remplir  180  pages  et 
l'auteur  a  eu  raison  de  ne  pas  vouloir,  dans  un  aussi  court  volume, 
avoir  l'air  de  s'occu{)er  de  la  théorie  des  (onctions  modulaires,  de 
la  transformation  ou  des  applications.  J.  T. 


WEBER  (Henri)  und  WELLSTEIN  (Joseph).  —  Encyclopadie  der  KlExMentar- 
mathematik;  ein  Handbuch  fur  Lclirer  und  Sludierende  in  drei  Banden. 
ErsLer  Band  :  Elemeittare  Algcbra  und  Analysis;  driUe  Auflage.  i  volume 
in-8,  \viii-53i  pages.  Leipzig,  B.-G.  Teubner,  1909. 

Nous  avons  déjà,  en  1905,  rendu  un  compte  détaillé  du  contenu 
de  cet  excellent  Ouvrage.  Le  voici  parvenu  à  sa  troisième  édition, 
à  peu  près  tels  que  l'avaient  conçu  ses  deux  auteurs.  Nous  nous 
bornerons  donc  à  renvoyer  nos  lecteurs  à  l'analyse  que  nous  avons 
déjà  donnée,  en  nous  applaudissant  du  succès  d'une  production 
qui  est  appelée  à  élever  le  niveau  de  l'enseignement  mathématique 
élémentaire.  J.  G. 


PASCAL  (E.).  —  Repertorium  der  moheren  .MathExAiatik,  zweile  vollig 
umgearbeilete  Auflage  der  deulsclien  Ausgal)p,  unLer  Milwirkung  zahlreichen 
Mallienialiker,  herausgegeben  von  P.  Epsteln  und  H.-E.  Timerding.  Ersler 
Bind  :  Analysis.  Zweitc  Auflage.  Eisle  Ilallle  :  Algebra,  Differential-  und 
Intej^ralrechriung.  i  volume  in-8,  xv-5.^.7  pages.  Leipzig  el  Berlin,  B.-G. 
Teubner,  1910. 

Nous  avons  à  diverses  reprises  appelé  l'attention  de  nos  lecteurs 
sur  le  Repevioriam  que  nous  devons  au  savant  professeur  de 
l'Université  de  Naples.  11  nous  suffira  donc  de  signaler  celte  non- 
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velle  édilion  d'une  de  ses  parties  les  plus  iinporlaiiles  qui,  exécutée 
sous  la  direction  de  M.  Paul  Epstein,  contient  différents  chapitres 
écrits  par  MM.  H.  Hahn,  A.  Lœwj,  Tiiuerding  et  P.  Epstein. 

J.  G. 


PASCAL  (E.).  —  Repertorium  der  hohericn  Mathematik,  zweite  voUig 
umgearbeilete  Aiiflage  der  deutschen  Ausgabe,  uiiler  Mitvvirkiing  zahlreicher 
Mathemaliker,  herausgegeben  von  P.  Epstein  et  H.-E.  Timerding.  Zweiler 
Band  :  C.eometrie.  Zweite  Auflage.  Ersle  Halfte  :  Gruiullagen  undebene  Géo- 
métrie. I  volume  iii-8,  xvi-534  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teiibner, 
1910. 

Il  nous  suffira  de  même  de  signaler  cette  nouvelle  édition  dont 
les  différents  chapitres  ont  été  écrits,  sous  la  direction  de  M.  Timer- 
ding, par  MM.  J.  Mollerup,  H.  Liebmann,  Timerding,  Heffter, 
Guareschi,  Dehn,  Dingeldey,  Berzolnii,  Giraud,  Ciani,  Wro- 
leitiier  et  Liebman.  J.  G. 


GOURSAT.  —  Cours  d'Anai.vse  mathématique.  Deuxième  édilion,  t.  I;  i  vol. 
grand  in-8  de  645  pages.  Paris,  Gauthier-Villars. 

Cette  seconde  édilion  présente  des  perfectionnemenls  nom- 
breux et  très  intéressants.  La  suppression  de  questions  mainte- 
nant traitées  dans  les  cours  de  Mathématiques  spéciales  (intégra- 
tion des  fractions  rationnelles,  courbure  ei  développées  des  courbes 
planes...)  a  permis  de  n'augmenter  que  d'une  trentaine  de  pages 
le  premier  Volume  consacré  tout  entier  aux  fonctions  de  variables 
réelles.  En  dehors  des  additions,  d'une  sobriété  voulue,  qui 
introduisent  des  questions  nouvelles  (comme  les  équations  inté- 
grales indiquées  sur  un  exem[)le,  les  déterminants  d'ordre  infini. ..), 
on  verra,  à  chaque  instant,  une  démonstration  classique  remplacée 
par  une  autre  plus  simple,  ou  plus  intuitive,  ou  se  rapportant  à 
des  hvpothèses  plus  générales,  et  à  propos  des  notions  les  plus 
abstraites  et  des  discussions  les  plus  minutieuses  on  retrouvera 
avec  plaisir  la  précision  rigoureuse  des  Livres  de  M.  Goursat. 

Au    début   de   l'Ouvrage    se    trouvent    maintenant    réunies    les 
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propriétés  générales  des  fondions  continues  ainsi  que  les  notions 
empruntées  à  la  théorie  des  Ensembles.  On  suppose  que  le  lecteur 
connaît  la  définition  des  nombres  irrationnels,  la  théorie  des 
opérations  algébriques  et  Tapplication  des  nombres  à  la  mesure 
des  grandeurs;  mais  on  reprend  en  détail  les  définitions  relatives 
aux  Limites,  aux  Cou|)ures,  à  la  liorne  supérieure,  à  la  plus  grande 
des  limites  d'un  Ensemble,  la  Condition  de  Cauchv  pour  la  con- 
vergence d'une  suite  infinie. 

Après  les  généralités  sur  les  fonctions  continues  et  des  exemples 
de  discontinuité,  on  introduit  les  fonctions  à  variation  bornée  de 
M.  Jordan  et  1  on  établit  que  toute  fonction  continue  à  variation 
bornée  est  la  difTérence  de  deux  fonctions  continues  et  croissantes. 
On  donne  une  définition  analytique  précise  d'une  Courbe  continue 
en  écartant  les  cas  complif|ués  comme  ceux  qui  ont  été  signalés 
par  M.  Peano. 

Pour  la  démonstration  de  la  formule  de  Ta\Ior,  on  part  de  la 
remarque  à  peu  près  évidente  que  la  fonction  de  x 

<p(^)  =f{x)  -fia)  -  (.r  -  a)/'(a).  .  .-  ^^'^^^''ia) 

admet  a  comme  racine  multiple  d'ordre  n  +  i  ;  la  fonction  auxi- 
liaire à  la(pu-lle  on  applirpie  n  (ois  le  théorème  de  Rolle  est  la 
fonction  de  .r 

ç(x)  — C(^  —  a)"+', 

C  désignant  une  constante  choisie  de  façon  que  la  l'onction  auxi- 
liaire s'annule  pour  x  =  ù. 

Dans  le  c;is  de  deux  variables,  on  donne,  d'après  une  remarque 
de  M.  Hedrick,  la  formule 

f(x-\-h,y^k)  —  f{x,y) 

=  /'/i(^  +  e  A,  jK  +  >t)  -T-  kf^{x,  y-^^k)         (o  <  6  <  I), 

9  étant  le  ujènie  dans  les  deux  termes. 

La  définition  de  la  convergence  uniforme  d'une  série  dont  les 
termes  sont  fonctions  de  x  est  analjsée  avec  soin,  justifiée  par 
des  exemples.  On  remarquera  la  façon  naturelle  dont  M.  Goursat 
établit  l'existence  de  la  dérivée  d'une  fonction  définie  par  une 
série  quand  la  série  des  dérivées  est  uniformément  convergente; 
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la  déinonstralion  ne  suppose  pas  que  les  dérivées  des  termes  de  la 
proposée  sont  des  fonctions  conlinues. 

Le  résultat  relatif  à  la  dérivée  d'une  st'-rie  peut  être  énoncé  sous 
la  forme  suivante  (avantageuse  en  particulier  pour  les  intégrales 
uniformément  convergentes)  :  Si  une  fonction  de  x^  fix-,  '^)i  con- 
tinue, admettant  une  dérivée  /'{x,n)  dans  un  intervalle  {a^  b) 
tend  vers  une  limite  F  (a?)  quand  l'entier  n  augmente  indéfiniment 
et  si  la  dérivée /' (57, /i)  tend  uniformément  vers  une  limite  <I>(a^) 
dans  le  même  intervalle,  on  a 

¥'{x)  =  ^(x). 

La  définition  d'une  intégrale   /     f[x)dx[â\\  sens  de  Riemann) 

est  rattachée,  comme  dans  la  première  édition,  aux  sommes  S  et  s 
de  M.  Darboux 

S  =  M,(a7i  —  a)-\-. .  .-I-  Mn{b  —  Xn^i), 
s  =  mi{xi  —  a)  H-.  .  .-t-  m,i(b  —  Xn-i), 

Mi  et  /72,  désignant  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure  de  la 
fonction /(j?)  dans  l'intervalle  partiel  (.r/_, ,  a-/),  mais  en  insistant 
davantage  sur  le  rôle  de  ces  sommes  S  et  5  :  on  montre  d'abord 
que  les  sommes  S  et  5  tendent  respectivement  vers  des  limites 
I  et  I'  quand  le  nombre  des  intervalles  partiels  augmente  indéfini- 
ment de  façon  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro  et  la  condition 
d'intégrabilité  s'énonce  ensuite  :  Pour  que  /(x)  soit  intégrable 
dans  l'intervalle  («,  b),  il  faut  et  il  suffit  que,  étant  donné  un 
nombre  positif  arbitraire  £,  on  puisse  trouver  une  division  de 
l'intervalle  (a,  b)  telle  que  la  différence  S  —  s  soit  inférieure  à  s. 
Des  simplifications  ou  des  extensions  sont  indiquées  dans  des 
notes  pour  les  démonstrations  classiques  sur  ce  sujet  important. 

L'aire  d'une  courbe  plane  est  définie  d'une  façon  très  générale. 
On  a  montré  qu'une  courbe  fermée  sans  point  double  divise  le 
plan  en  deux  régions,  un  domaine  intérieur  et  une  région  exté- 
rieure. Attribuer  une  aire  au  domaine  D  revient  à  admettre  le 
postulat  suivant  :  Il  existe  un  nombre,  et  un  seul,  qui  est  plus 
grand  que  tout  nombre  mesurant  l'aire  d'un  domaine  polygonal 
quelconque  contenu  dans  D,  et  plus  petit  que  tout  nombre 
mesurant  l'aire  d'un  domaine  polygonal  quelconque  contenant  D. 
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L'existence  d'un  nombre  unique  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 
tions est  établie  rigoureusemeutdans  l'hypothèse  suivante  :  £  étant 
un  nombre  positif  donné,  on  peut  trouver  un  domaine  polygonal  P 
renfermant  D  et  un  autre  domaine  polygonal  p  contenu  dans  D, 
tels  que  la  tlififérence  A  —  a  des  aires  de  P  et  de  /?  sont  inférieure 
à  £.  Pour  les  domaines  définis  d'une  façon  plus  générale,  on  renvoie 
aux  Leçons  sur  les  Théories  générales  de  l'Analyse  de  M.  Baire. 

Le  calcul  d'une  intégrale  double  se  ramène  au  calcul  de  deux 
intégrales  sirnples  prises  successivement.  La  démonstration  de  ce 
théorème  est  simplifiée  ici,  pour  le  cas  d'un  champ  quelconque, 
en  considérant  une  fonction  qui,  dans  un  rectangle,  admet  des 
lignes  de  discontinuité  tout  en  restant  bornée. 

Les  propriétés  des  intégrales,  à  limite  infinie,  uniformément 
convergentes,  sont  déduites  des  propriétés  des  séries  uniformé- 
ment convergentes,  mais  à  l'aide  de  théorèmes  qui  dispensent  de 
former  chaque  fois  une  série  auxiliaire.  C'est  de  cette  façon  qu'on 
étend  aux  intégrales  à  limite  infinie  les  règles  de  dérivation  et 
d'intégration  sous  le  signe  f. 

Le  Chapitre  sur  les  séries  entières  a  reçu  des  additions.  L'exis- 
tence de  la  dérivée  d'une  fonction  représentée  par  une  série 
entière  résulte  de  théorèmes  généraux  sur  la  dérivation  des  séries. 
Il  peut  être  commode,  dans  certains  cours,  d'avoir,  pour  établir 
cette  existence,  une  démonstration  directe  et  plus  élémentaire; 
celle  qui  est  donnée  ici  est  à  la  fois  très  simple  et  très  claire. 
C'est  surtout  pour  les  séries  entières  à  plusieurs  variables  que  des 
développements  nouveaux  ont  été  introduits,  notamment  à  propos 
de  la  région  de  convergence  d\ine  telle  série. 

A  propos  des  séries  trigonométriques  la  limite,  pour  n  in(ini,de 
I  inlés:rale 

est  obtenue  plus  simplement,  par  une  application  convenablement 
[)réparée  du  second  théorème  de  la  Moyenne. 

On  obtient  les  conditions  de  Dirichlet  comme  conditions  suffi- 
santes pour  qu'une  fonction  soit  développable  en  série  de  Fourier; 
puis  on  fait  remarquer  que  ces  conditions  ne  sont  pas  nécessaires; 
on  en  donne  diverses  extensions  et  l'on  insiste  sur  le  développement 


212  PREMIÈRI*:    l'AKIIE. 

d'une  fonction  en  série  de  la  forme 

/(a:)  =  Au(po-4-  Aicp,-f-.  .  .-H  A„o„-l-.  . ., 

les  A  désignant  des  constantes  et  les  fondions  o  des  fonctions 
orthogonales  dans  nn  intervalle  (a,  b)^  c'est-à-dire  satisfaisant 
aux  conditions 

.b 

o,„ <^ii  dx  =  0         (m  ^  n). 


f 


Une  application  très  simple  est  faite  au  cas  où  les  fonctions  cp,^ 
sont  les  polynômes  de  Legendre. 

Il  s'en  faut  que  j'aie  signalé  tous  les  perfectionnements  intro- 
duits dans  ce  premier  Volume.  De  plus,  en  prenant  ainsi  succes- 
sivement les  Chapitres,  je  "n'ai  pu  donner  l'idée  de  l'enchaînement 
des  théories  et  de  l'unité  de  l'ensemble  qui  s'aperçoivent  encore 
mieux  dans  la  nouvelle  édition.  Le  second  Volume  de  cette  édition 
doit  paraître  prochainement;  il  sera  sans  doute  suivi  d'un  Iroisième 
Volume  consacré  à  des  théories  nouvelles,  comme  les  équations 
intégrales.  Ces  deux  Volumes  sont  attendus  avec  un  intérêt  qui 
se  comprend  bien.  E.    Lacour. 


BURALI-FORTI  (C.)  el  MARCOLONGO  (R.).  -  Éléments  de  Calcul 
VEcroRiKL,  avec  de  nombreuses  applications  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique 
et  à  la  Physique  malliématiiiue.  Ouvrage  traduit  de  l'ilaiien  par  S.  Lattes. 
I  volume  iii-8,  vii-229  pages.  Paris,  Hermann  et  fils,  1910. 

L'édition  italienne  de  ce  livre  ne  remonte  qu'à  iÇ)og;  elle  con- 
stitue le  premier  Traité  italien  sur  la  méthode  vectorielle.  Je  ne 
connais  guère  de  Livre  français  ajant  pour  objet  cette  méthode, 
dont  personne  ne  conteste  l'intérêt  et  l'utilité,  dont  les  physiciens 
proclament  la  nécessité  (  '  )  ;  c'est  dire  que  l'élégante  traduction  que 

(  '  )  Le  bulletin  (1898,  p.  aSo)  signale  toutefois  le  premier  Volume  d'un  Livre 
de  M.  Nédela  intitulé  :  Le  calcul  vectoriel  et  ses  applications  en  Mécanique,  que 
je  ne  vois  pas  figurer  au  Catalogue  de  M.  Gauthier-Villars.  La  Vektoranalysis  de 
Gibbs  et  Wilson  {Bulletin,  1902,  p.  21)  est  bien  connue.  Parmi  les  Ouvrages 
allemands,  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  signalent  les  Élemente  der  Vector- 
analysis  de  M.  Biicherer  {Bulletin,  1906,  p.  i3),  V Einfiihrung  in  die  Vector- 
analysis  de  »\L  Cans  {Bulletin,  igoS,  p.  3iS;  1910,  p.  36),  les  Vorlesungen  iiber 
die  Vektorrechnung  de  M.  Jahnke  {Bulletin,  igoS,  p.  3i8),  la  Vektoranalysis  de 
M.  \'aienliner  et  celle  de  M.  W.  von  Igiialowski  {Bulletin,  1909,  p.  252). 
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M.  Latlès  vient  de  donner  de   l'Ouvrage  de  MM.  Biirali-Forli   et 
Marcolongo  sera  sûrement  bien  accueillie. 

Le  Livre  est  court;  si  l'on  fait  abstraction  de  l'Appendice  el  des 
Notes,  mais  en  comprenant  les  diverses  applications,  il  ne  comporte 
que  1-3  pages;  les  démonstrations  sont  simples,  elles  sont  assez 
détaillées  pour  être  aisément  suivies  ;  quant  aux  applications,  celles 
qui  n'apprendront  rien  au  lecteur  le  familiariseront  avec  la  méthode 
et  lui  en  montreront  l'élégance,  d'autres  le  convaincront  que  les 
éléments  qu'introduit  cette  méthode  sont  vraiment  dans  la  nature 
des  choses. 

Si  la  librairie  française  est  pauvre  en  livres  spécialement  consa- 
crés à  rAnalvse  vectorielle,  celle-ci  a  cependant  pénétré  dans  l'en- 
seignement. Il  n'y  a  guère  d'étudiant  ayant  suivi,  dans  nos  Univer- 
sités, les  cours  d'Analyse  et  de  Mécanique  rationnelle  qui  ne  sache 
(sans  s'en  douter)  ce  que  sont  un  produit  scalaire  et  un  produit 
vectoriel,  le  gradient  d'une  fonction  de  point,  le  tourbillon  ou  la 
divergence  d'un  vecteur  fonction  de  point  et  même,  au  moins 
dans  certains  cas,  l'opération  nahla;  qui  ne  sache  aussi  les  propo- 
sitions fondamentales  concernant  ces  objets;  mais,  le  plus  souvent, 
il  ignore  qu'il  sait  tout  cela,  parce  qu'on  n'a  pas  prononcé  devant 
lui  les  noms  que  je  viens  de  rappeler,  qu'on  ne  lui  a  pas  parlé  de 
notations,  qu'on  a  négligé  quelques  rap|H'ochements  désirables.  Et 
:,!,  en  laissant  de  côté  les  objections  que  MM.  Burali-Forti  et  Mar- 
colongo apportent  à  cette  définition,  on  lui  disait  qu'un  quaternion 
est  l'ensemble,  soumis  à  certaines  règles  de  calcul,  d'un  nombre 
et  d  un  vecteur,  il  n'aurait  pas  besoin  de  beaucoup  plus  d'un  quart 
d'heure  pour  apprendre  ces  règles.  Bien  entendu,  ce  n'est  pas  à  si 
bon  compte  que  notre  étudiant  [)énétrera  dans  la  théorie  des  nom- 
bres complexes  et  deviendra  habile  à  manier  l'Analyse  vectorielle. 

C'est,  dans  bien  des  cas,  ce  défaut  d'habileté,  ce  manque  d'ha- 
bitude à  se  servir  d'un  outil  commode,  qui  le  gênera  davantage  :  le 
Livre  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  lui  rendra  un  signalé 
service  en  lui  permettant  d'acquérir  cette  précieuse  habitude  avec 
un  minimun  d'eftorts. 

Ces  efforts  trouveront  d'ailleurs  une  récompense  immédiate, 
dont  il  appréciera  diversement  le  prix,  suivant  la  tournure  de  son 
esprit  ;  je  veux  parler  de  la  satisfaction  qu'il  éprouvera  à  savoir 
que  l'analyse  vectorielle  est  une  branche  autonome  des  Malhéma- 
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tiques,  qu'on  peut  inlroduiie  directement;  d'une  façon  fort  simple, 
tous  ces  éléments  qu'il  faut  bien,  de  toutes  façons,  reconnaître  et 
distinguer,  parce  qu'ils  sont  dans  la  nature  des  choses,  qu'ils  se 
retrouvent  dans  les  diverses  parties  des  Mathématiques,  que  leur 
importance  apparaît  d'autant  mieux  qu'on  pénètre  davantage  dans 
l'étude  de  la  Géométrie,  de  la  Mécanique  ou  de  la  Physique,  parce 
qu'il  est  souvent  avantageux  de  raisonner  directement  sur  ces  élé- 
ments, sans  l'intermédiaire  des  coordonnées,  et  que  leurs  pro- 
priétés donnent  la  véritable  raison  de  certaines  transformations 
analytiques,  qu'on  risque,  autrement,  d'admirer  sans  les  com- 
prendre. 

Je  dois  dire  un  mot  du  langage  et  des  notations  des  auteurs.  On 
sait  que  M.  Burali-Forti  attache,  avec  raison,  la  plus  grande  impor- 
tance à  la  question  des  notations,  et  qu'il  a  quelque  peu  bataillé 
pour  les  siennes,  dans  les  Rendicontl  du  Cercle  de  Palerme  et 
dans  V Enseignement  mathématique.  Il  serait  assurément  bien 
désirable  qu'on  en  finît  avec  cette  question  des  notations  :  j'incline- 
rais volontiers,  pour  ma  part,  vers  celles  de  Gibbs  (  '  )  ;  mais  il  faut 
bien  reconnaître  qu'elles  n'ont  point  pénétréen  Allemagne,  etpuis, 
M.  Burali-Forti  voit,  dans  l'introduction  du  signe  X  pour  indiquer 
le  produit  extérieur,  un  manque  de  respect  à  la  mémoire  de 
Grassmann  qui  se  servait  de  ce  signe  pour  indiquer  le  produit 
intérieur.  Que  les  grands  hommes  sont  donc  encombrants, 
avec  le  respect  qu'on  leur  doit  après  leur  mort,  d'autant  qu'ils 
ont  été  plus  méconnus  pendant  leur  vie!  M.  Burali-Forti 
prendra  donc  le  signe  X  avec  la  signification  que  lui  a  attribué 
Grassmann;  c'est  pour  lui  le  signe  A  qui  signifiera  la  multiplica- 
tion extérieure.  A  part  ce  changement,  ses  façons  d'écrire  sont 
assez  analogues  à  celles  de  Gibbs.  En  fait  de  mots  nouveaux,  je 
signale  l'expression  rotationnel  pour  signifier  ce  que  les  auteurs 
anglais  et  quelques  auteurs  allemands  désignent  par  ciirlei  la  plu- 
part des  auteurs  français,  à  la  suite  de  M.  Appell,  j)ar  tourbillon: 
m'est  avis  que  le  mot  tourbillon  ayant  à  peu  près  droit  de  cité  en 
France,  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  auraient  bien  pu  autoriser 
M.  Lattes  à  s'en  servir. 

Une  règle  sur  laquelle  il  me  semble  bien  facile  de  faire  l'accord 

(')  Voir  Bulletin,  1902,  p.  21. 
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est  celle  qui  consiste  à  ne  pas  employer  avec  la  même  signification 
les  mois  segment  et  vecteur:  dans  le  vecteur,  il  y  a  un  sens; 
V origine  el  V extrémité  ne  \onen\.  pas  le  même  rôle;  le  mot  seg- 
ment n'implique  aucunement  l'idée  de  sens.  11  y  aurait  grand  béné- 
fice à  faire  pénétrer  celle  règle  dans  renseignement:  en  France, 
elle  choquerait  quelques  habiludes,  mais  ce  serait  l'affaire  de  quel- 
ques années,  loulefois,  à  mon  avis,  on  perdrait  une  grande  partie 
de  ce  bénéfice  à  ne  pas  vouloir  em[)lover  le  mot  vecteur  toutes  les 
fois  qu'il  s'agit  d'une  figure  particulière,  d'une  portion  de  droite 
limitée  par  deux  |)oinls  à  laquelle  on  allribue  un  sens  déterminé, 
à  ne  pas  vouloir  regsrder  une  force  comme  un  vecteur,  parce 
qu'une  force  a  un  point  d'application.  Très  heureusement,  à  mon 
avis,  les  lecteurs  français  du  livre  de  MM.  Burali-Korti  el  Marco- 
longo,  habitués  depuis  le  Ivcée  à  ap|)eler  vecteur  la  figure  (') 
formée  par  la  porlion  de  droite  (|ui  va  d'un  point  déterminé  A  à 
un  point  déterminé  B,  après  avoir  lu  une  phrase  qu'ils  interpréte- 
ront en  se  disant  qu'une  telle  figure  se  représente,  d'après  Grass- 
mann,  par  la  notation  B  —  A,  après  avoir  lu  la  définition  de  l'éga- 
lité de  deux  vecteurs,  qu'ils  connaissent  déjà,  ne  s'arrêteront  pas 
trop  à  cette  formule  «  un  vecteur  est  y\n  élément  géomélrique 
abstrait  caractéiisé  par  les  éléments  géométriques  concrets  :  lon- 
gueur, direction  el  sens  »  ;  ils  se  figureront  qu'ils  savent  tout  cela 
s'ils  lisent  la  note  de  la  page  suivante,  où  les  auleurs  démontrent 
qu'un  vecteur  ne  possède  pas  de  position  déterminée;  après  un 
petit  moment  d'étonnement,  ils  se  diront  que  cela  est  en  note,  que 
cela  n'a  donc  pas  grande  importance,  qu'il  vaut  mieux  passer  outre, 
aller  de  l'avant,  apprendre  ce  qu'ils  ne  savent  pas:  ce  que  faisant, 
ils  auront  l'occasion  d'être  très  satisfaits. 

La  façon  de  penser  de  MM.  Burali-Forli  el  Marcolongo,  si  je  la 
comprends  bien,  est  dominée  par  une  manière  d'envisager  Végalité 
qui  me  paraît  trop  étroite  elsur  laquelle  je  demande  la  permission 
de  m'arrèter  un  |)eu. 

On  peut,  disent-ils,  donner  avec  Leibnitz  un  sens  absolu  et  universel  au 
signe  — . 


(  '  )  Si  l'on  adopte  celte  définition,  il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  dire  qu'un 
vecteur  est  un  segment  auquel  on  attribue  un  sens;  c'est  la  définition  per  genus 
et  dijjferenliam. 


2i6  PREMIERE   PARTIE. 

(i).  —  «  ^,  ^  étant  des  éléments  queIconf|nes,  on  a  x  =  y  dans  le  seul 
cas  où  toute  propriété  de  x  est  aussi  propriété  de  y.   » 

Et,  puisque  une  «  propriété  de  x  »  peut  toujours  s'ex-primer  logiquement 
par  l'affirnialion  «  x  est  un  élément  d'une  certaine  classe  u  »,  l'énoncé 
précédent  prend  la  forme  : 

(i).  —  «  x=y  dans  le  seul  cas  où  toute  classe  u  qui  contient  x  con- 
tient aussi  y.  » 

Cel;i,  et  M.  Burali  y  insiste  avec  raison,  c'est  la  définilion  de 
l'identité  ;  mais  je  ne  pense  pas,  connue  il  (ait,  que  celle  identité 
là  soit  l'égalité,  telle  qu'on  la  considère  en  Mathématiques.  Au  point 
de  vue  où  il  s'est  placé,  il  ne  peut  y  avoir  deux  ohjels  distincts  qui 
soient  égaux,  car  s'ils  son-t  distincts,  c'est  qu'il  y  a  quelque  pro- 
priété qui  les  distingue,  qui  n'est  pas  la  mênie  chez  l'un  et  chez 
l'autre.  Je  crois  bien  que  c'est  là  la  laçon  de  penser  de  M.  Burali- 
Forti  ;  pour  lui,  il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler,  de  vecteurs  dif- 
férents qui  soient  égaux;  il  y  a  un  seul  et  même  vecteur,  qui  est  ce 
qiiil  y  a  de  commun  à  ce  (|ue  d'autres  appellent  des  vecteurs 
équipoUeiils  ;  c'est  probablement  ce  qu'il  entend  en  disant  qu'un 
vecteur  est  un  élément  géométrique  absti-ait  et  ne  peut  avoir  une 
position  déterminée.  Je  n'insiste  pas  sur  la  sorte  d'incorrection 
qu'il  j  a  alors  à  parler  de  vecteurs  (au  pluriel  )  égaux  ;  m;n"s  je  crois 
qu'il  esl  inutile  de  créercet  élément  géométrique  abstrait,  commun 
à  toutes  les  figures  particulières  égales,  qu'il  est  plus  naturel  de 
regarder  l'égalité  comme  une  propriété  d'élénients  concrets  qui, 
tout  en  restant  distincts,  peuvent  très  bien  être  égaux  ;  et  j'imagine 
f|ue  c'est  ainsi  que  font  la  plupart  des  inathénialiciens.  L'identité 
est  une  notion  dont  il  me  semble  impossible  de  sortir:  je  ne  suis 
pas  sûr  qu'il  soit  permis  de  parler  d'un  objet  qui  reste  identique  à 
lui-même.  En  tant  que  je  le  considèie  à  cet  instant,  est-il  le  même 
fjue  lorsque  je  le  considérerai  au  moment  où  je  terminerai  cette 
phrase?  Devant  la  pure  identité,  il  n'y  a  qu'à  s'abîmer  eu  silence. 
Au  lieu  de  cette  identité,  de  cette  égalité  absolue,  il  esl  parf'ailc- 
menl  légitime,  à  mon  avis,  de  considéier  des  égalités  relatives,  qui 
ne  seront  pas  les  mêmes  relations,  suivant  les  points  de  vue  où  l'on 
se  placera  :  je  trouve  commode  et  conforme  à  la  nature  des  choses 
de  distinguer,  comme  le  foui  certains  auteurs,  les  vecteurs  libres 
qu'on  peut  subsliluerles  uns  aux  autres  lorsqu'ils  sont  équipollents; 
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les  vecteurs  glissants  qu'on  peut  substituer  les  uns  aux  autres 
lorsqu'ils  sont  équipollenls  et  portés  par  une  même  droite,  les 
vecteurs  qui  ont  un  point  d'application  déterminé  :  suivant  ces 
dislinclions,  il  y  aura,  si  Ion  veut,  trois  sortes  d'égalité,  et  cette 
égalité  ne  se  réduira  à  Tidenlité  que  dans  le  dernier  cas  ;  il  suffit 
de  prévenir  et  de  s'entendre,  et  je  crois  inutile  d'inventer  à  ciiaque 
fois  un  mol  nouveau  et  un  signe  nouveau  :  on  le  lera  si  l'on  craint 
quelque  confusion.  Contrairement  à  l'opinion  de  M.  Hurali-Forti, 
je  regarde  comme  légitime  d'envisager  comme  une  sorte  d'égalité 
toute  relation  clairement  conçue  ou  définie,  entre  des  objets  dis- 
tincts ou  non,  qui,  pour  employer  son  langage,  est  «  réflexible, 
symétrique  et  transitive  ».  Et  la  similitude,  dira-l-il?  Mais  sans 
doute,  la  similitude  est,  si  l'on  veut,  une  sorte  d'égalité,  et  bien 
d'autres  iransformalions  encore,  formant  des  groupes,  sont  des 
sortes  d'égalité  relativement  aux  propriétés  qu'elles  laissent  inva- 
riantes. .Suivant  qu'il  sera  commod(r,  on  emploiera,  ou  non,  le 
signe  =  pour  désigner  ces  relations.  Et  qui  n'emploie  pas  le  mot 
égal  avec  des  siguilications  dilFérentes  ?  Qui  tromperais-je  en 
disant  que  deux  vecteurs  égaux  (équipollents)  sont  deux  figures 
géométriques  égales  (susceptibles  de  coïncider)  mais  (|ue  deux 
portions  de  droite  qu'on  doit  regarder  comme  des  figures  égales 
parce  qu'elles  peuvent  coïncider,  ne  sont  pas  pour  cela  des  vec- 
teurs égaux  ? 

Je  m'excuse  de  cette  longue  digression  ;  le  sujet,  sans  doute,  est 
intéressant,  nuiis  il  n'importe  guère,  je  l'ai  déjà  dit,  à  la  valeur  du 
Livre  de  MM.  Buiali-Forti  et  Marcolongo  comme  livre  d'enseigne- 
menl  :  il  est  seulement  touché,  puis  un  peu  développé,  dans  deux 
notes,  l'une  au  bas  d'une  des  piemières  pages,  l'autre  à  la  fin  du 
Livre;  ces  deux  notes  m'ont  donné  le  désir,  auquel  je  me  suis  laissé 
aller,  de  dire  ce  que  je  pense;  mais  elles  ne  sont  nullement  essen- 
tielles au  corps  de  l'Ouviage  des  savants  italiens. 

J'ai  déjà  dit  qu'ils  représentaient  par  la  notation  B  —  A  le  vec- 
teur déterminé  |)ar  les  deux  points  A,  B  ;  à  ce  point  de  vue,  un 
vecteur  apparaît  comme  la  particularisation  d'une  de  ces  formes 
géométriques,  dont  on  doit  la  considération  à  M.  Peano,  et  qui 
tiennent  un  rôle  essentiel  dans  celte  intéressante  Introduction  à 
laGéoniétrie  différentielle  suivant  la  méthode  de  Grassmann, 
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que  M.  Biirali-Forli  nous  a  donnée  il  v  a  une  douzaine  d'an- 
nées ('). 

Les  auleurs  reviennent,  dans  le  Cliapilre  II,  sur  la  forme  du 
premier  ordre  dont  l'élude  revient  à  celle  du  calcul  barycenlrique 
de  Mobius  et,  dans  l'Appendice,  sur  la  théorie  i,'énérale  (p.  i8o- 
198).  L'Appendice  contient  aussi  une  dizaine  de  pages  sur  les 
quaternions. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  deux  l*arties  :  le  titre  de  la  première, 
Opérations  et  fonctions  vectorielles^  en  dit  assez  l'objet;  la 
seconde  Partie  est  consacrée  aux  a[)plications  :  les  trois  premiers 
Chapitres  comportent  les  applications  les  plus  classiques  à  la  Géo- 
métrie, au  Calcul  intégral,  à  la  Mécanique  ;  je  crois  bon  de  donner 
tout  au  long  la  Table  des  malières  des  trois  derniers  Chapitres  : 
elle  donnera  au  lecteur  quelque  idée  de  lulilité  actuelle  du  Livre 
de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo. 

IV.  Applications  à  VHydrodynarnique.  Equations  rie  l'équilibre  et  du 
mouvement.  Mouvement  tourbillonnaiie.  Potentiel  des  vitesses. 

V.  Applications  à  la  théorie  des  corps  élastiques  isotropes.  Formules 
préliminaires.  Formules  de  Betti  pour  la  divergence  et  le  rotationnel  du 
déplacement.  Formules  de  M.  Somigliana. 

VI.  Applications  à  V ElecLrodynamique .  Potentiels  retardés.  Equations 
de  Maxwell-Hertz,  dans  l'électrodynamique  des  corps  au  repos.  \'ecteur 
radiant  et  théorème  de  Povntiiig.  Intégrales  des  équations  de  Herlz- 
]\lax\vell.  Equations  de  Lorentz.  J.  T. 


Sir  WILLI.\M  THOMSON,  baron  KELVIN.  —  Mathematical  and  phvsical 
Papers,  t.  IV  :  Hydrodynamics  and  gênerai  Dynamics,  arraiiged  and 
revised  with  brief  annotaiions  by  Sir  Joseph  Lak.mor.  1  volume  in-8,  xvi- 
563  pages.  Cambridge  University  Press,  1910. 

Ce  nouveau  Volume  des  œuvres  de  lord  Kelvin  est  un  recueil 
de  84  Mémoires  publiés  depuis  quarante  ans  et  se  rapportant  à 
l'hydrodynamique,  à  la  théorie  des  marées,  à  la  théorie  des  ondes 
et  à  la  Dynamique  générale.  Le  nom  de  Fauteur,  celui  du  savant  si 
distingué   et  si    compétent   qui,    sur   Tinvitation   de   lady  Kelvin, 

(')  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1897.   Voir  l'analyse  détaillée  que  \t  Bulletin 
en  a  donnée  (t.  XXII,  1898,  p.  281  ). 
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s'est  chargé  des  Iravaux  de  coordination,  de  classement  et 
d'annotation,  nous  dispensent  d  insister  beaucoup  sur  Tintérêt 
présenté  par  ce  nouveau  Volume,  qui  contient  quelques-uns  des 
Mémoires  les  plus  originaux  et  les  plus  suggestifs  de  l'illustre 
physicien  mathématicien.  On  nous  annonce,  et  nous  accueillerons 
avec  joie,  un  cinquième  Volume  qui  traitera  de  la  thermodyna- 
mique, de  la  |)hysique  cosmique  et  géologique,  de  l'électrodj- 
namique  et  de  l'électroljse,  de  la  théorie  moléculaire  et  cristalline, 
de  la  radioactivité  et  de  la  théorie  des  électrons.  S  il  estlraité  avec 
autant  de  soin  ([iie  les  \oliiines  précédents,  il  sera  encore  le  bien- 
venu. G.   IJ. 


GINO  LORIA.  —  Spezielle  algebraische  und  transzendente  ebene  Kurven. 
Théorie  ixd  Geschichte.  Âiitorisierle  nach  dem  italienischen  maniiskript 
bearbeitele  doustche  Ausgabe  von  F.  Schutte.  Erster  Band  :  Die  Alge- 
braisclien  Kurven.  i  volume  in-8,  xxviii-488  pages,  avec  i4  planches.  Leipzig 
et  Berlin,  B.-G.  Teubner,  1910. 

En  igo3,  nous  signalions,  avec  tous  les  éloges  qu'elle  mérite,  la 
première  édition  de  cet  Ouvrage  qui  venait  combler  une  véritable 
lacune.  Dans  le  court  espace  de  temps  qui  s'est  écoulé  depuis, 
aucune  découverte  fondamentale  n'est  venue  nécessiter  un 
remaniement  com|jlet  de  l'exposition.  Mais  les  auteurs  ont  cru 
bon  de  la  partager  en  deux  Volumes,  et  ils  nous  donnent  aujourd  hui 
le  premier,  consacré  à  la  théorie  des  courbes  algébriques.  Bien 
des  améliorations  de  détail  ont  été  pourtant  apportées  au  lexte 
primitif.  Les  plus  importantes  se  rapportent  aux  courbes  du 
cinquième  ordre,  un  peu  négligées  dans  la  première  édition.  Sous 
sa  forme  nouvelle,  I  excellent  livre  de  M.  Gino  Loria  continuera 
à  rendre  tous  les  services  qu'en  attendait  le  public  mathématicien. 

J.  G. 
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STURM  (^Cii.).  —  CotRS  d'Analysk  de  l'École  Polytechnique,  revu  el 
corrigé  par  Emile  Prouliet  et  augmenté  de  la  Théorie  élémentaire  des 
FONCTIONS  elliptiques  par  //.  Laurent,  i  \''  édition  revue  et  mise  au  courant 
du  nouveau  programme  de  la  licence  par  A.  de  Saint  Germain.  i  volumes 
in-8,  xxii-564  pages  et  x-657  pages.  Paris,  Gauthier-VIllars,  1909. 

Rajeuni  et  mis  au  point  par  M.  de  Saint- Germain,  le  Cours 
d' A nalyse  de  l  Ecole  Polytechnique  poursuit  sa  marche  triom- 
phale el  voit  chaque  année  augmenter  le  nombre  de  ses  éditions. 
En  1888,  nous  rendions  compte  de  la  neuvième  édition.  Nous 
voici  arrivés  à  la  quatorzième.  Un  tel  succès  dispense  de  toute 
analyse.  Certes,  on  ne  trouve  pas  dans  le  Traité  de  Sturm  cer- 
taines théories  auquelles  les  modernes  attachent  beaucoup 
d'importance,  peut-être  parce  qu'elles  sont  récentes;  mais  par 
sa  clarté,  par  sa  simplicité  attirante,  un  tel  Livre  est  de  nature 
à  augmenter,  pour  le  grand  profit  de  la  Science,  le  nombre  des 
adeptes  du  Calcul  infinitésimal.  Xous  nous  sommes  laissé  dire 
que  Foucault,  à  qui  l'on  doit  tant  de  belles  découvertes  méca- 
niques inspirées  par  la  plus  fine  Géométrie,  avait  voulu  s'en  tenir, 
pour  touttîs  ses  connaissances  mathématiques,  au  vieux  Traité  de 
Lacroix.  Qu'aurait-ce  été  si,  comme  il  arrive  ici,  ce  vieux.  Traité 
avait  été  rajeuni  par  uu  professeur  clair,  éprouvé  et  solide  tel  que 
M.  de  Sainl-Germain  !  G.  J. 


BI.WCHI  fLuiGi).  —  Lezioni  di  Geomktria  DiKFKnKNziALi:.  Vol.  III  :  Theoria 
délie  tra'iformazioni  délie  sujjerfîcie  applicabili  sulle  qiuidriche.  i  volume 
in-8,  v-35i  pages.  Pise,  E.  Sjjoerri,  1909. 

Ce  Volume,  que  l'auteur  publie  comme  un  complément  à  ses 
Lezioni  di  Geonietria  differenziale,  est  consacré  tout  entier  à 
l'étude  des  surfaces  applicables  sur  la  siii  lace  générale  du  second 
degré.  11  contient  une  exposition,  à  la  fois  simplifiée  et  complétée, 
des  belles  recherches  que  l'auteur  a  présentées  à  l'Académie 
des  Sciences,  qui  ont  été  couronnées  par  elle  c-t  insérées  dans 
le  Tome  XXXIV  des  Mémoires  des  savants  étrange/s. 

Cette    question    des    surfaces    applicables    sur    les    quadriques 
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générales  a  été  posée  peu  à  peu.  L'étude  des  surfaces  à  courbure 
conslanle  se  confond  avec  celle  des  surfaces  applicables  sur  une 
quadrique  particulière,  la  spbère,  réelle  ou  imaginaire  ;  après 
que  les  travaux  de  M.  Darhou\  ont  fait  connaître  toutes  les 
surfaces  a[)plicables  sur  le  paraholoïile  de  révolution  et  sur  cer- 
tains paraboloïdes  avant  des  relations  particulières  avec  le  cercle 
de  l'infini,  le  problème  des  surfaces  applicables  sur  des  quadriques 
a  été  envisagé  dans  toute  sa  généralité.  On  connaît  les  importants 
travaux  que  MM.  Guichard  et  Bianchi  ont  publiés  successivement 
sur  ce  beau  sujet  d'étude.  Il  est  difficile,  et  l'équation  aux  dérivées 
partielles  dont  il  dépend  n'a  pu  être  intégrée  dans  toute  sa 
généralité.  Mais  ici,  comme  dans  beaucoup  d'autres  théories  de 
la  géométrie  infinitésimale,  on  a  pu  constituer  des  méthodes  de 
récurrence  qui,  lorsqu'on  connaît  une  solution  particulière,  per- 
mettent d'en  déduire  une  infinité  de  solutions  nouvelles.  Chez 
M.  Guichard  et  chez  M.  Bianchi,  ces  méthodes  se  présentent  sous 
une  forme  tout  à  fait  différente.  Chez  M.  Bianchi,  elles  sont  de 
nature  à  mettre  en  évidence  un  fait  cjui  a  un  grand  intérêt  philo- 
sophique, en  associant  dans  la  même  recherche  la  Géométrie  infi- 
nitésimale et  la  Géométrie  analytique,  les  propriétés  des  surfaces 
homofocales  et  celles  des  transformations  des  surlaces  applicables 
sur  les  quadriques.  Ici,  comme  en  Analyse,  ce  sont  les  imaginaires, 
franchement  introduites,  qui  éclairent  toute  la  théorie. 

J.  G. 


CZUBER  (E.  ).  —  Wahrscheinlichkeitsrecunung  und  uire  Anwendung  alf 
Fehlerausgleichung  StatistikundLebensversicherung.  Zweite  Auflagein 
zwei  Bandeii.  Ersler  Band.  fKa/irsc/ieinlic/ikeitst/ieorie,  Fclilerausgleichung^ 
KoUektWmasslchre.  1  volume  in-8,  x-410  pages,  avec  18  figures,  1908.  — 
Zweiler  Band  :  Mathematische  Stalistik.  Matltematische  Grundlagen  der 
Leben.wersichcrung.  i  vohiine  in-8,  x-408  pages  avec  34  figures.  Leipzig  et 
Berlin,  B.-G.  Teubner,  1910. 

En  190.3,  nous  rendions  compte  de  l'Ouvrage  si  intéressant  de 
M.  Czuber.  Bien  accueilli  à  la  fois  par  les  géomètres  et  par  les 
techniciens,  ce  Traité  a  été  promptement  épuisé.  La  nouvelle  édi- 
tion que  nous  présente  l'infatigable  éditeur  de  Leipzig  sera  accueil- 
lie avec  grande  faveur.  Comme  la  précédente,  elle  se  distingue  par 
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le  soin  tout  parliculier  avec  lequel  l'auteur  a  su  allier  à  la  tliéorie 
pure  les  ap])lic;itions  les  plus  essentielles  du  (Calcul  des  probabilités. 
Quelques-unes  d'entre  elles  ont  reçu  dans  la  nouvelle  exposition  des 
développements  étendus  sur  lesquels  il  convient  d'ajjpeler  l'atten- 
tion de  nos  lecteurs.  D.  J. 


BARBliTTE  (E.).  —  Les  sommes  de  p  puissances  distinctes  égales  a  une 
^jièrae  PUISSANCE.  In-4,  xii-i54  pages.  Liège,  Vaillaut-Carmanne  et  Gnuse, 
1910. 

Nous  ferons  connaître  suffisamment  l'objet  de  cet  opuscule  en 
donnant  la  liste  des  sujets  traités  [)ar  l'auteur  et  sur  lesquels  il 
apporte  fréquemment  des  vues  originales. 

Sommation  des  puissances  semblables  des  x  premiers  nombres 
entiers.  —  Les  sommes  de  nombres  distincts  égales  à  un  nombre; 
forme  générale  des  nombres  composés;  décomposition  des  nom- 
bres en  facteurs;  méthodes  par  soustraction,  par  division,  [)ar 
extraction  des  racines.  —  Les  sommes  de  carrés  distincts  égales 
à  un  carré,  résolution  de  l'équation  y-  +  ^-  =  .r-;  identités  ma- 
giques. Les  sommes  de  yo"^'"«^  puissances  distinctes  égales  à  une 
^leme  puissance;  les  cubes,  les  quatrièmes  puissances,  les  cin- 
quièmes puissances.  —  Les  nombres  polygonaux,  les  sommes  de 
^lemes  puissances  distinctes  de  n  nombres  polygonaux  de  11  côtés 
égales  à  une  p"=™^  puissance  d'un  nombre  polygonal  de  n  côtés. 
—  Sommation  des  puissances  semblables  des  a::  premiers  nombres 
polygonaux  de  11  côtés.  —  Table  des  oooo  premiers  nombres 
triangulaires.  J.   G. 


CO.MBEBIAC  (G.).  —  Les  actions   a  distance,  i  volume 
de  la  Collection  Scientia^  88  pages.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1910. 

Les  lignes  suivantes,  que  nous  extrayons  de  l'Avertissement, 
donneront  au  lecteur  une  idée  juste  de  ce  qu'a  voulu  faire  l'auteur  : 

«  L'Analyse  mathématique  a  obtenu,  dans  l'étude  des  actions 
exercées  par  les  fluides  en  mouvement,  certains  résultats  particu- 
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lièrement  simples  et  susceptibles  de  fournir  tout  au  moins  des 
indications  très  suggestives  -,  ces  questions  ont  fait  l'objet  de  tra- 
vaux matliématiques  publiés  à  l'étranger,  mais  qui  n'ont  pas  été 
traduits  en  français.  Cet  Ouvrage  a  pour  objet  d'exposer  le  bilan 
de  ces  résultats  en  les  établissant  par  les  moyens  les  plus  directs. 
Leur  intérêt  ne  [)eut  que  s'accroître  au  moment  où  l'Electroma- 
gnétisme  semble  pronietire  de  projeter  quelque  clarté  sur  les  pro- 
priétés intimes  de  la  matière. 

))  Les  problèmes  traités  se  rapportent  aux  actions  qui  s'exercent, 
par  l'intermédiaire  d'un  fluide  incompressible,  entre  des  s|)hères 
puisantes  ou  animées  de  mouvements  de  translation,  entre  des 
corpuscules  coni|)ressibles  et  entre  des  anneaux  infiniment  déliés. 
On  trouvera  également  une  discussion  des  analogies  et  des  diver- 
gences fpii  existent  entre  certains  phénomènes  hydrodynamiques 
et  les  faits  princi|iaux  de  l'Electiodynamique  et  enfin  quelques 
considérations  sur  les  etlets  de  l'élasticité  des  fluides.    « 

L'auteur  a  em|)loyé  systématiquement  les  notations  tirées  de 
l'Analyse  vectorielle  ou  de  la  théorie  des  quaternions.  Trois  pages 
lui  ont  suffi  pour  expliquer  ces  notations.  J.  ï. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  CARRUS. 

M.  Haag,  dans  le  numéro  d'avril  1910  du  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  à  propos  d'une  démonstration  de  Joseph  Ber- 
trand, cite  une  proposition  qui  serait  erronée  d'un  Mémoire  que 
j'ai  fait  paraître  dans  le  Journal  de  VEcole  Polytechnique. 

Je  pensais  que  M.  Haag  aurait  fait  état  des  observations  sui- 
vantes répondant  aux  remarques  qu'il  m'avait  soumises  : 

Ma  conclusion  relative  aux  périsphères  de  M.  L.  Lévy  n'était 
pas  absolue  et  était  soumise  aux  restrictions  faites  au  début  de 
ma  démonstration  :  hypothèse  d'une  normale  à  la  surface  paral- 
lèle à  la  translation. 
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J'ajoutai  que  si  mon  attention  avait  été  attirée  du  côté  des  tra- 
jectoires singulières  signalées  par  M.  Haag  (cas  qui  a  échappé  à 
J.  Bertrand  et  à  bien  d'autres  ensuite  qui  ont  employé  le  même 
mode  de  démonstration  et  utilisé  les  mêmes  conclusions),  j'aurais 
indiqué  qu'il  fallait  admettre  encore  que  la  trajectoire  considérée 
ne  fût  pas  une  trajectoire  singulière.  Cela  revient  tout  simplement 
à  supposer  que  le  point  cV incidence  de  la  normale  est  un  point 
ordinaire  de  la  surface  considérée. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  il  est  impossible  de  rien  tenter  contre  le 
raisonnement  suivant  :  Si  MN  est  la  direclion  de  la  tratislation,  la 
surface  p,  qui  passe  par  une  ligne  de  courbure  C  et  qui  doit  couper 
orthogonalement  la  surface  ç-,  contient  l'élément  de  normale  MM, 
à  la  surface  p.  Au  point  .M,  la  surface  o^  passe  par  la  nouvelle 
position  de  C  et  doit  couper  orthogonalement  la  nouvelle  surlace  p 
(déduite  de  la  précédente  par  simple  translation  MM,).  La  nor- 
male en  M,  étant  encore  MN,  celte  même  surface  p,  contient 
l'élément  de  normale  M,  M2  de  MN,  et  ainsi  de  suite.  La  surface  p, 
contient  la  normale  MN  tout  entière. 

L'exemple  que  M.  Ha;ig  indique  sur  les  arêtes  de  rebroussement 
des  développables  engendrées  par  les  normales  à  une  même  sur- 
face ne  porte  alors  pas.  Si,  pour  simplifier  les  vues,  on  prend  les 
courbes  parallèles  à  une  courbe  donnée,  elles  admettent  comme 
trajectoires  ordinaires  les  droites  normales  à  toutes  les  courbes. 
Elles  admettent  bien  comme  trajectoire  singulière  la  courbe  enve- 
loppe de  ces  normales,  mais  celte  courbe  est  le  lieu  des  points  de 
rebroussement  de  toutes  les  courbes  parallèles  :  elle  ne  |jasse  donc 
que  par  des  points  singuliers  des  courbes  données. 

En  résumé,  il  eût  suffi  que  j'ajoute  au  début  de  ma  démonstra- 
tion les  mots  suivants  en  italique  :  «  Supposons  qu'on  puisse 
mener  à  la  surface  une  normale  parallèle  à  la  direclion  de  la 
translation  et  que  le  point  d'incidence  soit  un  point  ordinaire 
de  la  surface. ...    » 

Je  conviens  d'ailleurs  que  ces  restrictions  auraient  réduit  la 
portée  de  ma  conclusion  et  que  bien  des  cas  pouvaient  alors  lui 
échapper.  S.  Carrus. 


COMPTKS    KliNDUS    l-T    ANALYSES. 

coMPTi:s  iii:M)Us  kt  analyses 


NATORP  (P.)-  —  LilE   LOGISCHEN  GrI  NDLAGEX  OER  EXAKTEN   WlSSEXSClIAFTEN. 

I  volume  in- 1 6,  xx-4i6  pages.  Leipzig,  Teubner,  igio.  ( CoUec\\on  fP'ixsen- 
scliaft  und  Hypothèse). 

Le  Livre  de  M.  Nalorp  est  un  Livre  de  pure  philosophie  :  on 
me  pardonnera  donc  si  je  me  borne  à  l'annoncer.  Les  siijels  que 
traite  l'auteur,  d'une  façon  savante  et  élevée,  avec  de  nombreux 
l'enseignements  histonqiiL's  et  bibliographiques,  sont  d";iilleursde 
ceux  (|ui  intéressent  essentiellement  les  mathématiciens  :  ils  trou- 
veront dans  ce  Livre  des  études  critiques  sur  les  idées  <le  quantité, 
de  qualité,  de  modalité;  sur  le  nombre  et  le  calcul,  l'infini  et  la 
continuité,  le  temps  et  l'espace,  la  substance  et  l'énergie,  la  masse, 
la  conservation  de  l'énergie  et  de  la  masse;  sur  la  doctrine  de 
M.  Lorentz,  etc. 

L'Ouvrage  de  M.  Panl  Nalorp  est  le  Tome  XII  d'une  très  inté- 
ressante collection  que  publie  la  maison  Teubner  sous  le  titre 
Wissenschaft  und  Hypothèse.  Le  premier  Volume  paru  dans 
celte  collection  est  la  traduction  de  La  Science  et  l' Hypothèse  de 
M.  H.  Poincaré,  qui  se  trouve  avoir  ainsi  donné  son  nom  à  toute 
la  collection.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  ce  Volume  est  suivi 
de  la  traduction  de  La  Valeur  de  la  Science  et  qu'il  sera  suivi  de 
Science  et  Méthode.  On  a  traduit  aussi  Science  et  Religion  de 
M.  Emile  Boutroux. 

Parmi  les  Livres  de  cette  collection  qui  intéressent  particulière- 
ment les  mathématiciens,  je  citerai  la  seconde  édition  du  Livre  bien 
connu  de  M.  Max  Planck  sur  le  Principe  de  la  conservation  de 
Vénergie,  l'étude  critique  et  historique  de  M.  Bonoler  sur  la 
Géométrie  non  euclidienne^  le  Flux  et  le  Reflux,  les  Phéno- 
mènes analogues  du  système  solaire  de  M.  G. -H.  Darwin,  les 
Fondements  de  la  Géométrie  de  M.  Hilbert,  les  Problèmes  de  la 
Science  de  M.  Enriques.  J.  T. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  XXXIV.  (Septembre  1910.)  16 
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Encyclopédie  des  Sciences  mathé.matiques  pikes  et  appliquées.  Édilion 
française  rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande,  sous  la  direction  de 
Jules  Molk.  Paris,  Gauthier-Villars;  Loipziy:,  Teubncr. 

Le  Bulletin  a  parlé  à  plusieurs  reprises  de  l'édition  française 
de  l'Encyclopédie.  A  mesure  que  la  publication  s'avance  on  est 
frappé  de  ce  qu'ont  fait  les  savants  français  pour  compléter  et  tenir 
au  courant  l'œuvre  entreprise  par  tous  ceux  qui  ont  collaboré  à 
l'édition  allemande.  Cette  publication  marche  maintenant  avec 
rapidité;  M.  Jules  Molk  verra  la  récompense  de  la  peine  qu'il  se 
donne.  L'impression  des  trois  Tomes  consacrés  aux  Mathéma- 
tiques pures  est  très  avancée,  puisque,  même  pour  le  troisième, 
les  éditeurs  commencent  à  tirer  les  bonnes  feuilles.  Celle  des 
quatre  Volumes  qui  forment  le  Tome  I  est  presque  terminée.  Je 
rappelle  les  matières  traitées  dans  ce  Tome  I  et  les  noms  des 
collaborateurs  : 

Le  Volume  I,  consacré  à  l'Arilhméti(|ue,  contient  les  articles 
suivants  :  Pi incipes  fondamentaux  de  l^ Arithmétique^  exposé 
d'après  M.  Schubert,  par  J.  Tannerj  et  J.  Molk  ;  Analyse  combi— 
natoire  et  théorie  des  déterminants^  exposé  d'après  E.  ÏNetto, 
par  H.  Vogt  ;  Nombres  irrationnels  et  limites,  Algorithmes 
illimités,  exposé  d'après  A.  Pringsheim,  par  J.  Molk  ;  Nombres 
complexes,  exposé  d'après  J.  Studj,  par  E.  Cartan;  Algorithmes 
illimités  des  nombres  complexes,  exposé  d'après  A.  Pringsheim, 
par  M.  Fréchet  ;  Théorie  des  ensembles,  exposé  d'après 
A.  Schœnfliess,  par  R.  Bairc  ;  Sur  les  groupes  finis  discontinus, 
exposé  d'après  H.  Burkhaidt,  par  Vogt.  Ce  Volume  contiendra 
plus  de  600  pages,  on  achève  l'impression  du  dernier  article. 

Le  Volume  H  est  consacré  à  l'Algèbre.  L'article  de  M.  JNetlo, 
Sur  les  fonctions  rationnelles,  exposé  par  M.  Le  Vavasseur,  avec 
la  collaboration  de  MM.  J.  Riirschak,  J.  Molk  et  H.  ^  ogt,  est 
teiininé  ;  l'impression  de  l'article  de  M.  G.  Landsbeig,  Pro- 
priétés générales  des  corps  et  des  variétés  algébriques,  exposé 
par  M.  Kiiischak,  s'achève  ;  21  feuilles  de  ce  Volume  sont 
tirées. 

Le  Volume  III  {Théorie  des  Nombres)  contient  les  devw 
articles    suivants,   entièrement    terminés  :  Propositions   élémen- 
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taires  de  la  théorie  des  nombres^  exposé  d'après  P.  Bachmann, 
par  Ed.  Maillet  ;  Théorie  aritliinétique  des  formes^  d'après 
K.  Th.  Valilen,  par  E.  Cahen. 

Le  Volume  \W  {^Calcul  des  probabilités^  théorie  des  erreurs^ 
applications  diverses)  contient  les  articles  suivants  :  Calcul  des 
probabilités^  exposé  d'après  E.  Czuber,  par  J.  Le  Pioux;  Calcul 
des  différences  et  interpolation^  exposé  d'après  D.  Selivanof  et 
J.  Bauschinger,  par  H.  Andojer  ;  Théorie  des  erreurs^  d'après 
J.  Bauschinger,  par  H.  Andojer  ;  Calcul  numérique^  d'après 
H.  Melimke,  par  M.  d'Ocagne  ;  Statistique^  exposé  d'après 
L.  Borlkiewicz,  par  F.  Oitramare.  L'impression  du  dernier 
article  s'achève;  3o  feuilles  du  Volume  sont  tirées. 

Passons  au  Tome  II,  consacré  à  l' Analyse.  Il  contiendra  cinq 
Volumes. 

Le  premier  article  du  Volume  I  :  Principes  fondamentaux  de 
la  théorie  des  fonctions,  exposé  d'après  A.  Pringsheim,  par 
J.  Molk,  est  terminé. 

Quatre  feuilles  du  premier  article  du  Volume  II  :  Analyse 
algébricjue,  exposé  d'après  A.  Pringsheim  et  G.  Faber,  par 
J.  Molk,  sont  tirées. 

Dans  le  Volume  III,  l'article  de  M.  Painlevé  :  Existence  de 
[^intégrale  générale^  détermination  d'une  intégrale  particu- 
lière par  ses  valeurs  initiales,  est  entièrement  paru  ;  celui  de 
M.  Vessiot  :  Méthodes  d'intégration  élémentaires,  étude  des 
'écjuations  différentielles  ordinaires  au  point  de  vue  formel^ 
s'achève. 

Quatre  feuilles  sont  tirées  de  l'article  de  M.  Pincherle,  S ui'  les 
équations  et  opérations  fonctionnelles^  qui  commencera  le 
Volume  V. 

Un  article  de  M.  Enriqiies,  Sur  les  principes  de  la  Géométrie, 
ouvrira  le  Volïime  I  du   l'ouie  IIL  Quatre  feuilles  sont  déjà  tirées. 

Je  puis  ajouter  que  le  travail  relatif  aux  Volumes  consacrés  à  la 
Mécanique,  à  l'Astronomie,  à  la  Physique  mathématique  est  vive- 
ment poussé.  De  nombreux  articles  sont  en  placard.  Il  j  a  là,  de 
la  part  des  éditeurs,  des  savants  qui  collaborent  à  cette  œuvre 
considérable,  de  M.  Molk  qui  prépare  tout,  un  effort  méritoire  : 
leur  récompense,  à  tous,  sera  dans  la  certitude  qu'ils  auront  d  avoir 
contribué  à  la  constitution,  au  développement,  à  la  diffusion  de  la 
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Science  inalhémalique  et  d'avoir  apporté  une  aide  incomparable  à 
tous  ceux  qui  voudront,  soit  étudier  à  fond  un  point  particulier, 
soit  a(;(|uérir  des  vues  d'ensemble  qui  permettent  les  rapproche- 
inenl  féconds  et  les  progrès  ultérieurs.  J.  T. 


A.NMJAIRK    POUR    l'aN    1911    PIBLIK    PAR   LE    BuRKAU    DES    LONGITUDES    aveC  deS 

Notices  scientifiques,    i  volume    in-i8,    vii-64  r  pages.  .Notices  A  :  29    p., 
B  :  18  p..  C  :  i3  |)..  D  :  11  p..  E  :  5i  p.  Paris,  Gaulliier-Villars,  ign. 

Le  Bureau  des  Longitudes. institué  par  la  Convention  nationale 
(loi  du  -  messidor  an  III;  aa  juin  l'jgS),  se  compose  de  treize 
membres  titulaires,  .savoir:  trois  membres  de  l'Académie  des 
Sciences,  cinq  astronomes,  trois  membres  appartenant  au  dépar- 
lement de  la  Marine,  un  membre  appartenant  au  dépaitemcnt  de 
la  Guerre,  un  géographe;  d'un  artiste  ayant  rang  de  titulaire;  de 
trois  membres  en  service  extraordinaire;  d'un  membre  adjoint  et 
de  deux  artistes  adjoints.  En  outre,  vingt  correspondants  sont  ins- 
tituée près  du  Bureau  des  IjOngitudcs,  dont  tlouze  peuvent  être 
choisis  parmi  les  savants  étrangers.  (Décrets  des  i5  mars  18-4» 
3o  avril   1889  et  i4  mars  1890). 

Son  bureau,  nommé  chaque  année  par  décret  du  Président  de 
la  République,  se  compose  d'un  président,  d'un  vice-président 
et  d'un  seciétaire,  choisis  parmi  ses  membres  titulaires. 

Le  Buieau  des  Longitudes  rédige  et  publie,  annuellement  et 
trois  années  à  l'avance,  la  Connaissance  des  Temps,  à  l'usage  des 
astronomes  et  des  navigateurs,  et,  depuis  1889,  un  Extrait  de  la 
Connaissance  des  Temps  à  l'usage  des  écoles  d'hydrographie  et 
des  marins  de  commerce.  11  rédige,  en  outre,  des  Annales  •Axn'rix 
qu'un  Annuaire  qui,  aux  termes  de  l'article  IX  de  son  règlement, 
doit  être  «  propre  à  régler  ceux  de  toute  la  République  «. 

Il  est  insiilué  en  vue  du  perfectionnement  des  diverses  branches 
de  la  Science  astronomique  et  de  leurs  applications  à  la  Géogra- 
phie, à  la  JNavigation  et  à  la  Phvsique  du  globe,  ce  qui  comprend  : 
i"  les  améliorations  à  introduire  dans  la  construction  des  instru- 
ments astronomiques  et  dans  les  méthodes  d'ol)servation,  soit  à 
terre,  soit  à  la  nier;  2"  la  rédaction  des  instructions  concernant  les 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  229 

ctiides  sur  l' A..stronoiiiie  plivsiqiie,  sur  les  marées  et  sur  le  inagné- 
tisine  lerreslre;  3"  1  iiulicalion  el  la  |)iéparalion  des  missions  jnj^ées 
p.w  le  Bureau  utiles  au  progrès  des  connaissances  actuelles  sur  la 
<ii;ure  de  la  Terre,  la  Physicpie  du  globe  ou  l'Astronomie;  4"  l'avan- 
cement des  théories  de  la  Mécanique  céleste  et  de  leurs  applica- 
tions; le  perfectionnement  des  Tables  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des 
planètes;  5°  la  rédaction  et  la  publication,  dans  ses  Annales,  des 
observations  astronomiques  importantes,  commnniquées  au  Bureau 
par  les  voyageurs,  astronomes,  géographes  et  marins. 

Sur  la  demande  du  Gouvernement,  le  Bureau  des  Longitudes 
donne  son  avis  :  1°  sur  les  questions  concernant  l'organisation  et 
le  service  des  observatoires  existants,  ainsi  que  sur  la  fondation  de 
nouveaux  observatoires;  2°  sur  les  missions  scientifiques  confiées 
aux  navigateurs  chargés  d'expéditions  lointaines. 

U Annuaire,  dont  la  publication  rentre  dans  les  attributions  du 
Bureau  des  Longitudes,  parut,  pour  la  première  fois,  en  1796;  il 
se  rap|)ortait  à  l'an  V  (1796-1797). 

Depuis  1900,  toutes  les  dates  et  heures  sont  exprimées  en  temps 
•civil  moyen  compté  de  o*^  à  24''  à  partir  de  minuit;  la  concordance 
avec  l'ancienne  division  est  indiquée  sur  une  Table  imprimée  sur 
papier  bleu  en  lête  de  V Annaire. 

Conformément  aux  nouvelles  disjiositions  adoptées  en  1904,  le 
présent  Annuaire  contient  des  Tableaux  détaillés  relatifs  à  la 
Métrologie,  aux  Monnaies,  à  la  Géographie  et  à  la  Statistique, 
ainsi  qu'à  la  Météorolot;ie,  et  ne  contient  pas  en  revanche  de  don- 
nées physiques  et  chimiques.  Ce  sera  le  contraire  ponvV Annuaire 
de  1912,  qui  donnera  les  Tableaux  se  rapportant  à  la  Physique  et 
à  la  Chimie,  mais  ne  coiiliendra  pas  ceux  relatifs  à  la  Géographie 
el  Statistique,  etc.,  figurant  dans  le  présent  V^olume.  La  même 
alternance  sera  observée  les  années  suivantes. 

Partie  astronomique.  —  En  vertu  du  même  principe,  on  a 
inséré,  dans  le  présent  Annuaire.,  les  Tables  pour  le  calcul  des 
altitudes  par  le  baromètre,  les  parallaxes  stellaires,  les  étoiles 
doubles  dont  l'orbite  a  été  calculée,  les  étoiles  doubles  spectro- 
scopiques,  les  mouvements  propres,  et  enfin  la  spectroscopie  stel- 
Jaire,  que  M.  de  Gramonl  a  remaniée  entièrement.  Mais  on  a 
su|)primé  les  cadrans  solaires,  la  physique  solaire  et  le  Tableau  des 
petites  planètes;  toutes  ces  matières  seront  développées  en   1912. 
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Les  éléments  des  grosses  planètes  et  ceux  de  la  Lune  otU  été 
ramenés  à  1900;  on  a  ajouté  les  termes  séculaires.  M.  Scliulhof  a 
donné  une  Note  très  détaillée  sur  les  comètes  apparues  en  1909  et 
en  particulier  sur  la  comète  de  Hallej.  Mais  il  a  fallu  renoncer  à 
continuer  les  Tableaux  relatifs  aux  étoiles  variables,  dont  le  nombre 
s'accroît  d'une  manière  trop  rapide. 

Partie  géographique  et  statistique.  —  MM.  Levasseur  et 
March  ont  mis  à  jour  l'ensemble  des  Tableaux  se  rapportant  à  la 
géographie  statistique,  dont  les  données,  puisées  en  grande  partie 
aux  sources  officielles  les  plus  récentes,  offrent  un  résumé  aussi 
exact  que  possible  de  la  géographie  statistique  des  divers  pavs.  Le 
Tableau  des  positions  géographiques  contient  maintenant  tous  les 
chefs-lieux  d'Etats  ou  de  gouveinemenls.  On  a  ajouté,  pour  l'Eu- 
rope :  1"  la  population  par  âge  et  par  sexe  des  différents  Etats 
pour  1900;  2°  un  Tableau  des  naissances,  mariages  et  décès  pour 
1900.  Dans  la  partie  réservée  à  la  France,  il  a  été  ajouté  :  1"  un 
Tableau  de  la  superficie  et  de  la  population  depuis  1801;  2"  le 
mouvement  de  la  population  depuis  1801;  3°  la  population  par 
âge  et  par  sexe  d'après  les  recensements  de  i85i  à  1901.  On  y 
trouve  aussi  le  mouvement  de  la  population  de  l'Algérie  et  de  la 
Tunisie,  et  la  progression  de  la  population  des  villes  d'Algérie. 

Monnaies.  Poids  et  Mesures.  —  La  partie  relative  aux  mon- 
naies a  été  refondue  |)ar  M.  Rocques-Desvallées.  Les  Tableaux 
ont  été  revus  et  tenus  à  jour. 

Dans  la  Métrologie,  on  trouvera  les  poids  et  mesures  du  Japon 
et  ceux  de  la  Chine  (décret  du  29  août  1908).  Il  a  été  ajouté  auss-i 
une  Note  sur  le  carat  métrique.,  obligatoire  en  France  à  partir 
du  i^""  janvier  191  i. 

Météorologie.  —  On  a  ajouté  deux  Tableaux  :  i"  température 
mensuelle  à  Paris  de  i85i  à  191  o;  2''hauteur  mensuelle  de  la  pluie 
tombée  à  Paris  de  i85i  à   1910. 

Notices.  —  Note  sur  la  XVl^  Conférence  de  L^ Association 
géodésique  internationale,  par  ^L  H.  Poincaré. 

U éclipse  de  Soleil  du  \~  cnril  1912,  par  M.  G.  Bigourdan. 
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Notice  nécrologique  sur  M.  Bouquet  de  la  Grye,  par  M.  H. 
Poincaré. 

Discours  prononcés  par  MlVI.  Poincaré  et  Baillaud  aux  funé- 
railles de  M.  P.  Gautier.  J.   G. 


THIELE  (D"^  T.-X.\  —  Interpolationsrechnung.  In-4",  xii-ijj  pages. 
Leipzig,  B.-G.  Teubner,  1909. 

Les  applications  numériques  des  Malhémaliques,  tant  dans  la 
ihéorie  des  assurances  que  dans  le  calcul  astronomique,  furent 
Tobjet  des  travaux  du  regretté  professeur  danois.  Ce  dernier  Livre 
consacre  quelque  deux  cents  pages  à  un  sujet  essentiel  sur  lequel 
il  a  été  peu  écrit;  et  pourtant,  au  point  de  vue  arithmétique,  le 
calcul  d'interpolation  occupe  une  place  analogue  à  celle  de  la 
Trigonométrie  aux  côtés  de  la  Géométrie. 

Interpoler,  comme  le  dit  Thiele,  c'est  lire  entre  les  lignes  d'un 
tableau  numérique.  Plusieurs  versions  seraient  possibles  ;  mais 
des  conditions,  qu'impose  la  nature  des  choses,  permettent  de 
fixer  des  règles  précises  qui  mènent  au  but.  L'Ouvrage  se  divise 
en  quatre  Parties,  substantielles,  fournies  d'exemples  et  de 
schémas. 

L  Les  Livres  où  l'ou  tiaile  de  l'interpolation  se  bornent  en 
général  à  considérer  des  arguments  en  progression  arithmétique. 
C'est  alors  les  différences  de  la  fonction  qui  interviennent.  Thiele 
inlioduil    svslématiquement    les    différences    divisées    (dividirte 

Differenzen),  ' 7-.  A  et  Bêlant  les  mêmes  fonctions  d'arguments 

'a  —  b  " 

quelconques  a  et  h.  On  est  ainsi  conduit  à  la  formule  de  Newton, 
avec  son  reste,  qui  est  la  base  du  calcul  d'interpolation.  Les  argu- 
ments sont-ils  égaux,  c'est  l'a|)parilion  des  dérivées,  puis  la  for- 
mule de  Ta\lor.  La  résolution  des  équations  algébriques,  l'inté- 
gration d'équations  du  second  ordre  s'effectuent  au  moyen  de 
tableaux  à  arguments  quelconques;  et  cela  justifie  la  considération 
des  différences  divisées.  D'ailleurs  la  marche  des  différences  dans 
les  tableaux  à  arguments  équidistanls  oblige  à  resserrer  l'inLcrvalle 


23 >.  PREMIÈRE   PARTIR. 

à  (le  cerlalnes  places,  et  il   y  a  intérêt  à  savoir  former  un  scliénia 
UMi(|iie   convenant  à  toute  l'étendne  du  calcul. 

Les  erreurs  des  données  étant  connues,  l'auteur  détermine  l'er- 
i-eui-  du  résultat  de  rinlerpolatiou,  ainsi  que  l'ordre  des  différences 
aii(|uel  il  convient  d'arrêter  les  opi'ralions.  Mais  bien  que  les  dif- 
férences  divisées  d'aucun  ordre  ne  soient  constantes,  on  a  dû 
négliger  dans  la  confection  du  tableau  le  reste  de  la  formule  de 
Newton;  l'influence  du  reste  impose  l'étude  de  la  convergence 
des  séries  d'interpolation,  convergence  de  calculateur  qui  n'est 
point  la  convergence  du  géomètre,  et  sur  laquelle  on  revient  à  la 
liii  (in  Livre.  Enlin  il  y  a  lien  de  s'occuper  de  l'unicité  de  la  solu- 
tion tirée  d'un  tableau,  question  que  l'auteur  lamène  à  l'étude  de 
la  convergence  d'une  certaine  série.  L'application  à  la  fonction 
exponentielle  des  principes  établis  précédemment  illustre  la 
théorie. 

l[.  La   seconde  Partie  est  consacrée  au  calcul  s_)mbolique.    Le 

point  de  départ  est  le  symbole  E"  dont  le  sens  se  traduit  par  l'éga- 

lilc 

E"^/(x)  =f{T  --  n). 

L'auteur  définit  les  0|)érations  arithmétiques  auxquelles  se  sou- 
mettent C(^s  sjndîoles  ainsi  que  certaines  fonctions  de  ces  symboles. 
On  trouve  en  ces  pages,  sous  une  écriture  condensée,  de  nom- 
breuses formules  de  calcul.  C'est  assurément  la  partie  la  plus 
originale  et  la  plus  profonde  de  l'Ouvrage,  et  I  on  sent  que  Thiele 
a  pi'is  plaisir  à  l'écrire.  Le  plaisir  du  lecteur  ne  va  pas  sans  un  peu 
de  peine,  car  il  se  trouve  en  présence  d'une  abondance  de  signes 
nouveaux,  combinaisons  de  traits,  de  cercles,  de  carrés,  de 
triangles. 

III.  La  re[)résenlation  de  Newion,  (aile  pour  les  fonctions  ration- 
nelles enlières,  s'est  étendue  aux  séries  convergentes.  Mais  elle 
ne  satisfait  pas  à  certains  tableaux  niiméri(]ues  dans  les  limites 
duqu(d  se  trouveraient  des  arguments,   pôles  de  la  fonction. 

Pourianl  la  formule  de  Newton  est  si  commode,  qu'il  ne  faut 
l'abandonner  qu'à  toute  extrémité  ;  et  'Lhiele  expose  les  artifices 
qu'il  convient  demplojer  pour  assnjeltir  les  données  à  entrer  dans 
son  cadre  :  diminution  de  l'intervalle  des  arguments,  changement 
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dt'  \iinable,  cliangeinciit  de  fonction.  Mais  si  la  forme  analytique 
de  la  fonction  à  interpolei'  est  totalement  inconnue,  tous  ces 
moyens  peuvent  échouer  et  l'on  s'adresse  alors  à  un  procédé  d'une 
grande  sou|)lesse  sinon  d'une  grande  précision  :  V interpolation 
graphique. 

l^arallèlement   à    une    lliéorie  de    l'interpolation    fondée   sur    la 

notion  de  différence  divisée  "■ r'   l'auteur  en  bâtit  une   avant 

•^  a  —  b  ^ 

pour    matériaux    les     différences    récipioques    (reziproke    Dif- 

feren/en),  —. --•  Les  dillérences  des  divers  ordres  se  mettent  sous 

^    A  —  n 

forme  de  cpiotients  de  déterminants.  L'interpolation  par  cette  mé- 
thode conduit  aux  fractions  continues  ;  elle  convient  aux  fractions 
rationnelles  comme  la  formule  de  Newton  satisfait  aux  fonctions 
entières. 

IV.  L'interpolation  des  lonch'ons  de  plusieurs  variables  présente 
de  grandes  difficultés.  On  s  impose  des  conditions  restrictives  et 
l'on  tente  de  ramener  le  problème  à  une  suite  d'interpolations  à  une 
variable.  Si  la  fonction  est  du  n^^""^  degré  relativement  à  chacune 
des  /•  variables,  la  solution  exigera 

-      (I    ^  «)'•—  I 

n 

interpolations  simples.  Le  cas  de  deux  variables  entrant  au  second 
degré  est  traité  par  le  calcul  et  par  une-  repi  ésentation  graphirpie. 

Enfin  on  trouve  un  mode  d'interpolation  du  second  degré  a|)pli- 
cable  aux  courbes  isobares  et  aux  cartes  météorologicpies. 

L'Ouvrage  se  termine  jiar  l'indication  des  procédés  qui  permet- 
tent d'aui;mentei"  la  eonvereence  des  séries,  à  savoir  les  méthodes 
de  multiplication  et  de  soustraction. 

Ce  rapide  aperçu  montre  la  richesse  de  ce  Livre  où,  sans  perdre 
de  vue  les  exigences  de  la  pratique,  l'auteur  n'a  pas  omis  la  rigueur 
du  raisonnement . 

Armand  Lambert. 
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LEROY.  —  Traité  de  Stéréotomie,  comprenant  les  applications  de  la 
Géométrie  descriptive  à  la  Théorie  des  ombres,  la  Perspective  linéaire,  la 
Gnomonique,  la  Coupe  des  pierres  et  la  Charpente.  Revu  et  annoté  par 
E.  Martelet,  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  Professeur  de  Géométrie 
descriptive  à  l'École  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  Douzième  édition, 
augmentée  d'un  Supplément  :  Théorie  et  construction  de  l'Appareil  héli- 
coïdal des  arches  biaises,  par  /.  de  la  Gournerie,  rédigée  par  Ernest 
Lebon.,  Agrégé  de  l'Université,  Professeur  honoraire  du  Lycée  Charlemagne. 
Un  volume  in-4  de  xvi-396-32  p.,  avec  un  Atlas  in-folio  de  76  planches 
gravées  sur  cuivre.  Quatorzième  édition.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1910. 

Leroy  a  publié  son  Traité  de  Stéréotomie  en  i844-  Cet 
Ouvrage  a  été  revu  et  annoté  par  E.  Martelet,  en  1862;  il  a  été 
complété  en  1886  par  M.  Ernest  Lebon,  d'après  les  manuscrits  et 
les  cours  de  Jules  de  la  Gournerie.  Comme  le  succès  de  ce  Livre 
classique  s'est  toujours  maintenu  depuis  son  apparition,  il  suffit  do 
quelques  lignes  pour  signaler  la  \^'^  édition  qui  vient  de  paraîtie. 

Les  procédés  employés  par  les  appareilleurs  et  par  les  charpen- 
tiers sont  actuellement  les  mêmes  qu'autrefois,  mais  on  les  explique 
plus  sim|)lemeiit  depuis  que  Mouge  a  lait  dépendre  d'une  même 
science,  qu'il  a  nommée  Géométrie  descriptive,  les  constructions 
graphiques  employées  dans  les  arts  et  fondées  sur  la  méthode  des 
j)rojections  orthogonales.  En  exposant  les  constructions  de  la 
Stéréotomie  d'après  les  principes  de  cette  science,  Leroy  est 
arrivé  à  composer  un  Traité  dont  la  principale  qualité  est  d'être 
tout  à  fait  à  la  portée  de  ceux  qui  sont  chargés  de  la  construction 
des  Ouvrages  d'art  en  pierre  et  en  bois. 

Dans  le  Livre  IV,  intitulé  Coupe  des  pierres.^  l'auteur  com- 
mence par  les  questions  les  plus  simples,  qui  sont  précisément 
les  plus  appliquées,  telle  que  la  taille  des  pierres  des  murs  et  des 
plates-bandes,  celle  des  voussoirs  des  berceaux  et  des  portes;  il 
s'est  ensuite  longuement  occupé  de  la  construction  des  voûtes 
simples,  des  voûtes  qui  se  croisent,  des  descentes  et  des  trompes; 
enfin  il  a  exposé  amplement  la  construction  des  escaliers  en  pierre, 
soit  rampants,  soit  en  vis  Saint-Gilles. 

Dans  le  Livre  V,  intitulé  De  La  Charpente.,  Leroy  explique  tout 
ce  qui  se  rapporte  aux  assemblages,  combles,  fermes,  croupe 
droite,  croupe  biaise,  noues,   pannes   et  tasseaux;   il  termine    par 
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les  épures  de  l'escalier  en  bois  le  plus  employé,  dit  courbe  ram- 
jxirite. 

Les  trois  premiers  Livres  sont  consacrés  à  rap|)lication  de  la 
Géométrie  descriptive,  soit  à  la  construction  des  Ombres,  soit  à  la 
Perspective  linéaire,  soit  à  la  Gnomonique.  Dans  les  arts  du 
dessin,  on  est  souvent  obligé  de  recourir  aux  théories  et  construc- 
tions que  contient  le  Livre  L 

Cet  Ouvrage  comprend  un  magnifique  Atlas  in-folio  de  '^6 
planches  gravées  sur  cuivre,  où  les  figures  sont  grandes  et  très 
nettes. 

Il  manquait  à  ce  Traité  un  Chapitre  sur  les  Arches  biaises 
hélicoïdales.  Cette  lacune  a  été  comblée  par  M.  Jules  de  la  Gour- 
nerie,  qui  avait  en  Stéréotomie  une  haute  compétence.  Ce  savant  a 
publié,  sur  la  question,  si  importante  et  toute  moderne,  des  arches 
biaises,  plusieurs  beaux  Mémoires  dont  les  résultats  sont  acceptés 
et  appliqués.  L'état  chancelant  de  sa  santé,  pendant  les  deux 
dernières  années  de  sa  vie,  l'a  empêché  de  rédiger  lui-même  un 
travail  relatif  aux  arches  biaises  hélicoïdales,  qui,  par  suite  d'une 
convention  passée  avec  M.  Gauthier-Villars,  devait  compléter 
l'excellent  Traité  de  Stéréotomie  àc  Leroy. 

Lorsque  j'ai  eu  l'honneur  de  remplacer  Jules  de  la  Gonrnerie 
dans  sa  chaire  du  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  (de  1881  à 
i883 ),  j'ai  composé,  d'après  les  feuilles  lithographiées  de  son 
cours  à  l'Ecole  Polvtechnique,  et  surtout  d'après  le  cours  qu'il 
avait  professé  en  1880  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  que 
j'y  avais  moi-même  professé  en  1  882-1 883,  le  manuscrit  qu'il  dési- 
rait préparer. 

Le  travail  que  j'ai  présenté  au  public  en  1886,  sous  le  titre  de 
Théorie  et  Construction  de  l'Appareil  hélicoïdal  des  arches 
biaises^  est,  au  moins  pour  le  fond,  conforme  à  ce  manuscrit. 

Qu'il  me  soit  permis  de  terminer  cet  Article  par  un  extrait  de 
la  Note  qui  a  été  publiée  sur  mon  travail  par  M^L  Gerono  et  Ch. 
Brisse,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  1886, 
p.  543  :  «  Dans  l'Ouvrage  que  M.  Gaulliier-Villars  vient  d'éditer 
avec  luxe,  rien  de  ce  qui  est  nécessaire  à  l'appareilleur  n'a  été 
omis,  et  la  partie  théorique  est  dév^eloppée  avec  des  démonstra- 
tions simples;  les  épures  sont  dessinées  à  une  grande  échelle,  avec 
netteté  el  clarté,  et  contiennent    lous    les    détails   [pratiques.    Les 
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tracés  sont  ceux  qu'ont  adoplés  les  inj^énieurs  les  plus  auloriséset 
les  noms  de  leurs  auteurs  sont  toujours  cités.  » 

Table  des  Matières  du  Supplément.  —  A\  i-ktissement.  —  Altkurs  cités 
<lans  les  arches  l)iai?!es  li(-lirijïflaies.  —  I.  Introduction.  —  Principe  de  la 
direclion  des  pressions.  Appareil  orthogonal  cylindrique.  Appareil  ortho- 
gonal gauche.  Appareil  hélicoïdal.  —  II.  Théorie  de  l'appareil  hélicoïdal. 
—  Constructions  préliminaires.  Coupes  de  lit.  Tangentes  aux  coupes  de 
lit.  Théorème  et  construction  du  foyer.  Angle  intradossal  na'urel  Cas  de 
l'appareil  en  arc  de  cercle.  Tiacé  des  sinusoïdes.  Angles  et  foyers  secon- 
daires; leur  construction.  Angles  et  fovers  des  coupes  de  joint.  Angle 
d'une  coupe  délit  et  de  l'arête  de  douelle  correspondante.  Points  d'équi- 
libre. De  la  poussée  au  vide.  —  III.  Appareil  hélicoïdal  exact .  —  Tracé 
de  l'épure.  Taille  par  équarrissemenl  d'un  voussoir  de  clef  et  d'un  voussoir 
de  tète.  Coussinets  et  crémaillère.  Taille  directe.  Règles  gauches.  Panneau 
monté.  Modifications  à  apporter'  aux  voussoirs  de  tète.  Pose  des  vous- 
soirs.  —  IV.  Appareil  hélicoïdal simplijié.  —  Tracé  de  l'épure.  Éléments 
nécessaires  à  la  taille  d'un  voussoir.  Taille  directe.  Coussinets  et  cré- 
maillère. Pose  des  voussoirs.  —  Note  sur  la  projection  de  l'hélice.  — 
Planches  7o  et  76. 

Vak.   L. 


MELAN(ji:S. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  HAAG. 

Dans  une  lellre  publiée  dans  le  numéro  d'août  du  Bulletin 
des  Sciences  mathémaliq ues ,  M.  Caniis  me  fait  un  grief  de 
n'avoir  pas  tenu  compte  des  obseivations  qu'il  m'avait  présentées 
au  sujet  de  la  Note  païue  en  avril,  sous  ma  signature,  relativement 
à  une  démonstration  de  J.  Bertrand. 

A  cela  je  répondrai  d'abord  que  lorsque  j'ai  reçu  la  lettre  de 
M.  Carrus,  ma  ^Jote  était,  de|3uis  longtemps  déjà,  entre  les  mains 
de  M.  iJarboux.  Sans  doute  il  m'eut  été  possible,  par  la  suite, 
d'ajouter  quelques  mots  reproduisant  les  arguments  de  M.  Carrus; 
mais,  outre  que  je  n'attachais  pas  une  importance  exagérée  à  la 
découverte    de    l'erreur  dont    il    est   question    (découverte   pour 
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la(]iiplle  je  n'iii  d'iiilleiirs  pas  à  ievcn(ii(|uer  un  bien  i;rand  mérile, 
puiscjne  je  ny  ai  été  conduit  qu'après  avoir  conslalé  une  con- 
tradit^lion,  inquiélanle  pour  moi,  entre  le  Mémoire  de  M.  Carrus 
et  ma  Note  aux  Comptes  re/i'/us  du  21  mars  1910),  je  n'avais 
pas  encore  eu,  jusqu'à  présent,  l'occasion  de  méditer  sur  les 
légères  restriclions  (|u'il  suffisait  de  faire  au  début  de  la  démon- 
slralion  de  M.  Carrus  pour  que  celle-ci  devînt  absolument  rigou- 
reuse. 

Ces  reslriclions.  sur  lesquelles  m'a  fait  réfléchir  la  lettre  à  laquelle 
je  réponds  présentement,  reviennent  à  supposer  que  la  surface  p 
adme!  une  normale  parallèle  à  la  direction  de  la  translation, 
le  pied  de  celte  normale  étant  un  point  ordinaire  de  la 
surface. 

Or,  il  n'est  pas  besoin  d'un  exem|)le  bien  compliqué  pour  mon- 
trer que  même  cette  hypothèse  ne  suffit  pas  à  justifier  les  conclu- 
sions de  M.  Carrus.  Prenons,  en  elTet,  unecjclide  de  Dupin  à  trois 
plans  de  symétrie.  L'axe  de  symétrie  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  des  quatre  points  douilles  est  normal  à  la  surface  aux 
qualie  points  où  il  la  rencontre.  Ces  quatre  points  ne  pré- 
sentent aucune  espèce  de  singidarité  (du  moins  je  n'ai  pu  leur  en 
découvrir)  (').  En  outre,  il  est  un  fait  bien  connu  (|ue  la  cyclide 
engendre  une  Camille  de  Lamé  dans  une  translation  suivani  l'axe 
précédent.  Or,  celui-ci  n'appartient  à  aucune  des  surfaces  qui 
complètent  le  système  triple  orthogonal,  comme  cela  résulte  des 
remarques  que  j'ai   présentées  dans  ma  Note  précitée. 

Au  reste,  je  n'ai  pas  bien  vu  à  (juel  endroit  de  son  raisonnement 
justificatif  M.  Carrus  l'ait  intervenir  l'hypothèse  de  la  non-singu- 
larité du  point  M.  Il  me  semble  même  que  lorsqu'il  prétend  <|ue 
la  surface  0,  contient  rélément  de  normale  MM,,  il  admet  tout 
simplement  ce  qu'il  veut  démontrer.  Sans  doute,  cela  est-il  vrai  à 
des  infiniment  petits  près;  niais  alors,  il  me  parait  difficile  d'intro- 
duire une  rigueur  absolue  dans  la  démonstration. 


(')  D'ailleurs,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  M  sur  la  surface,  on  peut 
mener  par  ce  point  un  cercle  C  nurmal  à  la  surface  et  d'axe  A  situé  dans  le  plan 
des  quatre  points  doubles.  Or,  si  A  n'est  pas  un  des  axes  de  symétrie  de  la  sur- 
face, le  cercle  C  est  une  trajectoire  singulière  des  surfaces  obtenues  en  faisant 
tnurnei'  la  cyclide  autour  de  A,  comme  cela  résulte  des  n"'  4  et  G  de  rna  'llièse  de 
Doctoral  {Ann.  de  l'École  Norm.  super.,  juin  1910). 
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La  remarque  de  M.  Carrus  s'applique,  il  esl  vrai,  au  cas  des 
développables  engendrées  par  les  normales  d'une  famille  de 
surfaces  parallèles.  Cela  lient  peut-être  à  ce  que,  dans  ce  cas,  les 
li<>nes  trajectoires  orthoi^onales  sont  des  droites.  Mais  il  ne  me 
paraît  pas  justifié  d'affirmer  que  tout  point  d'une  trajectoire 
singulière  d'une  Camille  quelconque  de  surfaces  (fût-elle  de  Lamé) 
est  un  point  singidier  pour  la  surface  de  la  famille  qui  passe  par 
ce  point. 

Ij'étude  d'un  système  triple  orthogonal  dans  le  voisinage  d'une 
trajectoire  singulière  est  peut-être  intéressante  en  elle-même  et  je 
serais  heureux  si,  à  la  suite  des  observations  précédentes,  un 
géomètre  était  tenté  de  l'entreprendre.  J.  Haag. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


BOSMANS  (P.)-  —  Ux  ÉMUr.u  du  Viètk  :  Lldolphe  van  Ceulen.  Analyse  de 
son  Traité  du  Cercle.  56  paires  iii-8  ;  Loiivain,  F.  et  R.  Ccnterick,  1910. 

Dans  celte  petite  plaquette,  P.  Bosinans  (ait  revivre  en  quelques 
lignes  la  svuipaihique  physionomie  de  Luclolphe  van  Ceulen 
{i54o-i6io),  maître  d'armes  et  de  boxe,  qui,  no  sachant  pas  le 
Jatin,  appienaii  et  inventait  les  mathématiques  comme  il  pouvaii, 
<jui  fut  un  ingénieux  algébriste  et  un  prodigieux  calculateur.  Son 
nom  est  bien  connu  des  écoliers  allemands  pour  lesquels  —  est  le 
nombre  de  J^udolphe,  die  Ludolphische  Zahl ;  mais  son  Traité 
du  Cercle^  rédigé  en  flamand  et  presque  introuvable,  est  fort  peu 
connu  ;  il  le  sera  désormais  grâce  au  travail  de  P.  Bosmans.  Voici 
la  traduction  du  titre  de  ce  Traité. 

Du  Cercle.  —  On  y  apprend  à  trouver  le  rapport  approché  du  diamètre 
■du  cercle  à  sa  circonférence,  ce  qui  rend  possible  la  mesure  exacte  de  tous 
les  cercles  et,  par  suite,  celle  des  figures  et  des  terrains  limités  par  des  lignes 
courbes. 

Item  à  exprimer  les  côtés  de  tous  les  polygones  inscrits  dans  le  cercle, 
en  partant  des  polygones  de  3,  4,  5  ou  i5  sommets,  quand  bien  même  les 
sommes  du  polygone  seraient  au  nombre  de  plusieurs  centaines  de  mille. 

Item  à  calculer  les  côtés  des  polygones  de  7,  11,  i3,  17,  19,  23  sommets 
et,  plus  généralement,  un  côté  ou  une  corde  quelconque  dont  l'arc  est 
expi'imé  arbitrairement  en  degrés,  minutes,  secondes,  etc. 

On  y  trouve,  en  outre,  les  tables  des  sinus,  tangentes  et  sécantes  avec  la 
manière  de  s'en  servir,  chose  fort  nécessaire  aux  arpenteurs.  On  y  a  joint 
beaucoup  de  bons  exercices  qui  n'ont  jamais  été  publiés. 

Enfin,  des  règles  d'intérêt.  On  donne  à  cette  fin  de  nombreuses  tables; 
on  en  explique  l'usage  par  beaucoup  de  bons  exemples  toujours  résolus  au 
long  et  vérifiés  par  leurs  preuves. 

Le  tout  rédigé  par  Ludolphe  van  Ceulen,  natif  d'Hildesheim. 

L'analyse  que  donne  P.  Bosmans  du  Traité  du  Cs^rcle  nous  fait 
connaître  non  seidemenl  les  résultats  obtenus  par  Ludolphe  van 
Ceideu,  mais  encore   la  façon   de  travailler  de  l'auteur,  son  grand 
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talent  et  sa  maladresse;  elle  échiiie  compièlenienl  les  points  sail- 
lants, ce  qui  n'(''tait  pas  toujours  facile. 

On  y  trouve  tî  calculé  avec  20  décimales  exactes,  au  niojcn  du 
polvgone  de  Sa  5 1  2  254  720  côtés  ;  plus  lard,  Ludolphe  van  Ceulen 
parvini  à  calculer  7:  avec  35  décimales,  qui  furent  gravées  sur  soi» 
lombeiiu. 

Il  était  en  possession  d'une  méthode  abrégée  p"ur  la  division, 
méthode  pour  laquelle  il  se  borne  à  donner  un  exemple,  qui  com- 
porte la  recherche  de  iQchilTVes  au  quotient  dans  une  division  où 
le  diviseur  a  22  chiffres.  M.  Bosmans  a  reproduit  cet  exenq:)le  en 
face  de  la  division  abrégée  telle  qu'on  la  pratique  mainlenant. 

Adrien  Romain  avait  demandé  à  van  Ceulen  de  lui  calculer,  avec 
une  erreur  moindre  que.io"'',  les  côtés  de  tous  les  polygones 
réguliers  inscrits  au  cercle  depuis  le  triangle  jusqu'au  |)olvgone  de 
80  côtés  ;  van  Ceulen,  par  des  méthodes  fort  ingénieuses,  déter- 
mine toutes  les  équations  correspondantes  et  calcule  la  racine  (jui 
correspond  au  polygone  régulier  considéré  ;  voici,  par  exemple, 
l'équation  relative  au  polvgone  de  i34  côtés,  qui  lui  sert  au  calcul 
du  polygone  de  6-  côtés  : 

—  422.rii-h- 1  iQj-"  —  yx^^-\-x^' 


=  yi  —  v/2  —  t: 

Cette  équation,  il  Ta  résolue  avec  l'approximation  demandée 
«  avec  plaisir  et  grand  travail  ». 

Les  lecherches  de  van  Ceulen  sont  contemporaines  de  celles  de 
Viète,  contenues  dans  la  réponse  à  Adrien  Romain  sur-  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  4^^  degré  (Ad  Probtema  quo'l  omnibus 
Malhematicis  tolius  otbis  construendum  Adrianus  Bomanus 
Francisci  Vielœ  Responsiim.  Paris,  iSgo).  Le  Traité  du  Cercle 
n'a  paru  qu'en  i5g6;mais  les  travaux  des  deux  géomètres  sont  cer- 
tainement indépendants;  d'ailleurs,  Vièle  n'indique  pas  comment 
il  forme  ses  équations,  plus  simples  quelquefois  que  celles  de 
van  Ceulen  et  il  est  établi  que  Viète,  poussé  par  Pierre  Aléaume, 
a  publié  ses  recherches  «  pour  ne  pas  se  laisser  ravir  par  des 
Belges  une  gloire  qui  revenait  à  la  France  ».  J.  T. 
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l^ESIiIXE  (  I.  )  et  SURET  (L.),  Docteurs  en  Droit.  —  Ixtrodiction  mathéma- 
TiQi'K  A  l'étude  de  L'Éco.NOMif:  poLiTroi  E.  Uii  voluiiie  iii-i6,  vi-igo  pages. 
Paris,  Félix  Alcan. 

L'Ouvrage  de  MM.  Leseine  cl  Suret  vient  combler  une  lacune 
ilont  a  soullert  jusqu'à  aujourd'hui  eu  France  l'étude  de  l'Economie 
politique  :  les  auteurs  se  proposent  de  donner  aux  étudiants  le 
moyen  de  comprendre  sans  i^rands  efforts  les  formules  matliéma- 
liques  coulenues  dans  les  Ouvrages  de  certains  économistes  : 
Cournot,  levons,  Walras,  Pareto,  Pantaleoni,  Barone,  Libelii, 
Aus|)itz  et  Lieben,  Rdgeworth,  Marshall,  Wicksleed,  Cohen, 
Stuarl,  etc. 

Dans  une  Introduction  substantielle,  MM.  Leseine  et  Suret 
nionlroiil  l'utilité  de  la  méthode  mathématique  en  Economie  poli- 
tique, au  double  point  de  vue  de  l'enseignement  didactique  et  de 
1  investigation  scientifique. 

Au  cours  de  leur  Livre,  les  auteurs  exposent  successivement,  et 
dans  une  (orme  accessible  à  tous  les  lecteurs,  les  notions  fonda- 
mentales d  Algèbre  supérieure,  de  Trigonométrie,  de  Géométrie 
analytirpie  et  de  Calcul  infinitésiuial. 

Enfin,  ce  travail  contient,  à  titre  d'illustration,  des  formules 
nialhémathi(|ues,  de  nombreux  exemples  économiques  et  financiers 
extraits  de  tous  les  auteurs  précités. 

Cet  Ouvrage  vient  à  son  heure,  en  raison  du  très  grand  déve- 
loppement actuel  des  ihéories  d'économie  politique  mathéma- 
tique. J.  G. 


FABRV  (E.).  —  Tr\ité  de  Mathématiques  générales  à  l'usage  des  chimistes, 
pliysiciens,  ingénieurs  et  des  élèves  des  Facultés  des  Sciences.  Avec  une 
Préface  de  Gaston  Darboux.  Deuxième  édition,  revue  et  augmentée,  in-8, 
x-462  pages.  Paris,  A.  Ilermann  el  fds,  1911. 

Il  y  a  deux  ans  à  peine,  nous  recommandions  à  nos  lecteurs  le 
Traité  que  venait  de  publier  notre  collègue  AL  E.  Fabrv,  profes- 
seur à   l'Université   de  Montpellier.   Cet  excellent   Ouvrage   a   eu 
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vraiment  un  très  grand  succès,   et  l'auteiii-  est  obligé  aiijoiird  liui 

d'en  donner  une  nouvelle  édition  qu'il   a   revue  et   augnienlée.    Il 


nous  suffira  évideiiîracnt  de  la  signalera  nos  lecteurs. 


G.  D. 


STAUDE  (Otto).  —  Axalytisciie  Geomiîtrie  des  Plnktepaares,  des 
Kegelschmttes  uxd  der  Flache  zw'eitkr  Ordmng.  Ersler  Teilband,  mit 
i8i  Figuren  im  Text.  In-8,  x-548  pages.  Zweiter  Teilband,  mil  47  Eigurea 
im  Text.  I11-8,  iv-452  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teiibner,  1910. 

Ces  Volumes,  qui  font  partie  de  la  Teubner^s  Sammlung  von 
Lehibilciiern  auf  clem  Gebiete  der  mathematischen  Wissen- 
sc/iaflen,  ont  comme  but  principal  l'étude  des  surfaces  du  second 
ordre,  sur  lesquelles  l'auteur,  professeur  à  l'Université  de  Rostock, 
a  publié  des  travaux  remarqués.  Ils  peuvent  être  considérés  comme 
une  suite  et  un  complément  de  l'Ouvrage  que  IM.  Staude  avait 
publié  auparavant  sur  la  géométrie  à  deux  dimensions. 

Le  premier  Volume  se  divise  en  deux  Parties  :  la  première  est 
consacrée  aux  figures  du  deuxième  ordre  dans  le  |)lan  ;  elle  com- 
prend l'étude  approfondie  des  coniques,  considérées  à  la  fois 
comme  courbes  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe,  la  théorie 
des  pôles  et  des  polaires,  les  propriétés  des  coniques  liomofocales, 
les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianclion,  létude  des  courbes  de 
second  ordre  en  coordonnées  trilinéaires. 

La  seconde  Partie  traite  des  figures  du  second  ordre  dans  l'es- 
pace, c'est-à-dire  au  fond,  de»  surfaces  du  second  ordre.  Une 
première  section  traite  de  leurs  formes  et  de  leurs  propriétés 
élémentaires  :  génératrices  reclilignes,  sections  circulaires,  sur- 
faces dépourvues  de  centre,  surfaces  à  centre.  Le  reste  du  premier 
Volume  aborde  l'équation  générale  de  ces  surfaces,  l'étude  de 
leurs  plans  tangents,  de  leurs  diamètres,  leur  classification,  la 
réduction  de  leur  équation  à  la  forme  norjiiale,  de  leur  équation 
tangentielle,  des  propriétés  des  pôles  et  des  polaires. 

Mais  c'est  dans  le  second  Volume  que  sont  abordées  et  traitées 
avec  beaucoup  de  talent  les  |)arties  les  plus  neuves  de  I  Ouvrage. 
Plusieurs  Chapitres  sont  consacrés  non  seulement  à  la  théorie  des 
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surlaces  liomofocales,  tell»'  (lu'eile  élail  sortie  des  mains  de 
Cliasles  dans  V Aperçu  his/o/'ir/ue,  mais  aussi  aux  pro|)riétés  fo- 
cales d'Amiot,  de  AJac  Culla;j;li  et  de  Jacobi,  d'où  l'auleui-  a  fait 
soiiir  un  moven  si  éléoant  de  consliuire  les  surfaces  du  second 
degré  au  moven  de  fils  tendus.  Celle  théorie  des  surfaces  liomo- 
focales du  second  degré  nous  a  toujours  plu  parce  qu'elle  cons- 
titue un  des  Chapitres  les  plus  inléi'essants  de  la  Géométrie,  mais 
aussi,  mais  surtout,  parce  quelle  met  en  évidence  un  fait  qu'il  ne 
faut  pas  se  lasser  de  répéter  :  c'est  qu'en  Mathématiques  un  théo- 
rème, de  même  qu'il  peut  avoir  plusieurs  réci|)roques,  est  suscep- 
tible de  recevoir  plusieurs  généralisations.  Aucune  ne  peut  se 
vanter  d'être  la  seule,  la  vraie;  aucune  ne  peut  prétendre  à  dé- 
coiirager  les  chercheurs.  Chasies  avait  trouvé  niojen  de  généraliser 
en  quelque  sorte  chacune  des  propriétés  focales  des  coniques. 
Jacobi  est  venu  et,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau,  il  a 
obtenu  également  des  généralisations  géniales.  D'autres  viendront 
qui  récolteront  encore  une  récolte  dans  un  champ  que  les  esprits 
superficiels  pouvaient  considérer  comme  épuisé. 

Après  ces  propriétés  focales  des  quadiiques,  l'auteur  développe 
les  applications  des  coordonnées  tétraédiiques  ;  il  termine  par 
quelques  propriétés  des  hexagones  de  Pascal  et  de  Brianchon  dans 
l'espace.  J.  (i. 


LOBATSCHEFSRV  (X.-J.).  —  Imagi.nark  Géométrie    lnd  AjWvendijng  der 

IMAGINAREN    GeOMETRIE   AUF    EIMGE   INTEGRALE   AUS   DEM    RUSSISCHEN    UBER- 

SETZT  UND  MIT  Anmekkungex,  lierausgBgeben  von  Heinricli  Liebmann,  mit 
09  Figiiren  iin  Text  iind  auf  einer  Talel.  i  volume  iii-8,  xii-190  [>ages. 
LfMpzig,  IJ.-ij.  Teul)ner,  1904. 

(^e  petit  Volume  est  le  19''  de  la  collection  des  Abhondlnn^en 
zur  Gescliichte  der  malliemalischen  Wissenschaften,  fondée  par 
M.  Moritz  (]antor.  Ce  n'est  pas,  d'ailleurs,  le  |)remier  qu'on  doive 
à  M.  l.iebmann,  qui  a  déjà  publié  en  1902  une  traduction  de  la 
Pangéométrie  de  Lol)atschefski  en  langue  allemande.  Il  com- 
plète ainsi  la  traduction  de  tout  ce  que  Lobalschefski  a  écrit  sur 
la  Géométrie.  L'intérêt  que  les  mathématiciens  portent  à  la  Géo- 
métiie  non  euclidienne  a  beaucoup  grandi  depuis  que  notre  ami  et 
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ooll;il)oralciir  Hoùcl  ne  cessait,  d;tns  ce  joiiiiKil ,  de  revenii-  siii-  ce 
heaii  sujet.  Les  profondes  recherches  d'iiilbeit,  de  Schiir,  d'Henri 
Poincaré  et  de  heaiicou|)  d'autres  ont  maintenu  l'attention  sur 
cette  branche  vivace  de  la  Géométrie.  La  GéonK^trie  imaginaire 
n'était  pas  une  inconnue  pour  les  lecteurs  français,  mais  sa  pu- 
blication en  langue  russe,  dans  les  Nouvelles  de  Kazan^  présen- 
tait de  nombreuses  variantes,  (]ui  méritaient  d'être  connues.  Il 
sembl<>  (pie,  dans  le  travail  publié  par  Î\L  J^iebmann,  le  but  prin- 
cipal du  géomètre  russe  n'était  pas  de  faire  connaître  de  nouveau 
sa  géométiie,  mais  bien  plutôt  d'essayer  de  lui  gagner  des  parti- 
sans en  montrant  qu'elle  est  susce|)tible  d'applications  variées 
<lans  le  domaine  du  Calcul  intégral.  Malheureusement,  bien  des 
fautes  de  calcul  dépaiaient.  le  travail  de  Lobatschelski.  M.  Lieb- 
niann  s'est  attaché  à  les  corriger,  et  il  a  accompagné  le  texte 
<raiino|alions  abondantes  cpii  lendent  la  lecture  de  l'Ouvrage  infi- 
niment plus  facile.  J.    G. 


H  ULLi:  I  IN    15 1 1{  Ll  ()(.  W  A  IMl  I()  U  i:, 


BoKHM  (Karl).  —  EUiptische  Fanktionen.  2.  Tl.  Théorie  der  ellipt. 
Intégrale.  Umkehrproblein.  ( Sainrnlung  Sc/iubert,  LXI.)  In-8,  vii-180  p. 
avec  '.tS  fig.  Leipzig,  G.-J.  Guschen.  Relié,  5  m. 

Stai  DK  (Otio).  —  Analytische  Géométrie  des  Punktepaares^  des 
Kegelsclinittes  a.  der  Fldche  "2.  Ordnung.  2.  Teiibd.  {B.-G.  Teubner's, 
Sarnmlung  v.  Lehrbûchern  auf  dern  Gebiete  der  mathemalischen 
Wissenschaften  m.  Einscliluss  ihrer  Aruvendungen^  n"  30.  )  Gr.  iii-8, 
IV  et  549-1000  p.  avec  47  Hg.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.    i(j  m.;    relié,    18   m. 

Wki.i.iscii  (Siegm.).  —  Théorie  11.  Praxis  der  Ausgleichsrerhnung. 
2.  JîcL  Piobleiiie  der  Ausgleichungsrecinig.  In-8,  xi-217  p.  avec  figures. 
Wieii,  G.  Fiomine.  7  m.  5o  (complet,   17  lu.  5o). 

l.oiUNTZ  (H.-A.).  —  Siclitbare  u.  unsichtbarc  Bevi'egungen..  Vortrâge, 
im  febr.  11.  marz  1901  geh.  Uiiter  Mitwirkg.  des  Verf.  ansdem  Holl.  uber«. 
v.  G.  Siebert.  2.,  vom  Verf.  rev.  AuH.  Gr.  in-8,  vn-i2j  p.  avec  40  ''g- 
Braunschweig,  E.  Vievveg  et  Sohii.  3  m.;  rebc,  4  "i. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE.  i\- 

RosENTiiAL  (Art.).  —  Untersuchungen  iib.  gleichflâchige  Polyeder. 
(Acta  noi'a,  academiœ  cœsareœ  Lenpoldino-Carolinœ  gerinanicœ 
naturœ  curiosorutn.  T.  XCIII.  E.  s.  t.  :  Abhandluiigen  der  kaiserl. 
Leopoldinisch-Caroliiiischen  deutschen  Akademie  der  NaUii  l'oischer. 
93.  Bd).  (32,5-25,5),  i5o  p.  avec  4  planclies.  Halle,  Lei|)zig,  W.  Engel- 
mann.  12  m. 

AuTKMiKiMER  (  Fr.  ).  —  E  lenientaibuch  der  Diff'erential-  u.  Integial- 
rechnung  m.  zahlreichen  Anwendungen  aus  der  Analysis,  Géométrie, 
Mechanik  u.  Physik  f.  hohere  Lehranstalteii  u.  deii  Selbstuiileniclit. 
6"  édition  revue  par  Alf.  Donadt.  Gr.  in-8.  Leipzig,  B.-F.  Voigt.  9  m.; 
relié,  10  m. 

Buam)LEu-Pr\cht  (Karl).  —  Hduser  Tabellen  von  4o"-5(')"  geogra- 
pliische  Breite.  Mil  e.  Anii.  :  iNlalhematische  Tafeln  znm  Gebrauclie  f.  die 
Astrologie.  Dièse  Hauser-Tabellen  ermoglichen  es  die  Hàu!-ere.  Horoskops 
auch  ohne  rechner.  Vluhe  annâbernd  genau  zu  bestimmen.  Berechnel  u. 
ziisammengestellt.  (Astrologische  Bibliothek,  S*  vol.)  In— 8,  v-96  p. 
Leipzig.  Theosoph.  V'erlagshaus.  3  m.  5o;  relié,  4  ni.  5o. 

Glreau  (Ad.  ).  —  Déterminât  ion  des  positions  géogra/diiques,  manuel 
d'Astronomie  pratique  et  topographique  In-8,  vi-487  p.  avec  figures. 
Paris,  A.  Ghailamel.  i5  fr. 

Encyklopâdie  der  mathematischeii  JVisse/isc/iafte/i  m.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  Hrsg.  im  Auilrage  der  Akadeniien  der  Wissen- 
schafleii  zu  GoUingen,  Leipzig,  Miinchen  u.  Wien,  sowie  unter  Milwirkg. 
zaglreicher  Fachgenossen.  Bd.  IV,  2.  II.  Mechanik  Red.  v.  F.  Klein  u. 
G. -H.  Muller.  3.  Heft.  In-8,  Sii-ji"  p.  F>eipzig,  B.-G.  Teulmer.  3  m.  40- 

JuLLioT  DE  LA  MoRANDiÈRE  (L.).  —  De  la  réseri-e  mathématique  des 
primes  dans  l'assurance.  Gr.  in-8,  6o4  p.  Paris,  Larose  et  Tenin.    10  fr. 

CouRvoisiER  (L.).  —  Katalog  v.  3641  Sternen  zwischen  69° 40'  u.  75° 20' 
nôrdlicher  Deklination  i855  {Zone  -l-  70"  bis  -+-  75")/.  das  Aequinoktium 
igoô.  Nacli  gemeinsani  m  I.  Ilulling  u.  m.  K.  Hessen  ausgefiihrlen  Zonen- 
Beobachtgn.  am  Pistor  u.  Marlinsschen  Meridiankreise  der  konigl.  Stern- 
vvarte  zu  Berlin  in  den  J.  i()o5- 1908.  (  Hrsg.  v.  dtv  astronom.  Gesollscliaft.) 
{Katalog  der  astronomischen  Gesellschaft.  I.  Abtig.  Katalog  der  Sterne 
bis  zur  g.  Grosse  zvv'ischen  80°  nordl.  u.  20°  sudl.  Deklination.)  2®  partie. 
(3i,5-24),  20  et  96  p.  Leipzig,  \Y.  Eiigelinann.  9  m. 

ViVAîSTi  (G.).  — Les  fonctions  polyédriques  et  modulair  s,  trad.  par 
Armand  Cahen.  In-8,  vii-3i6  p.  avec  52  fig.  Paris,  Gauthier-Villars.  12  fr. 

Wilde  (W.).  —  Celestial  ejeciamenta;  Jlrst  tialley  lecture  delivered 
May  10,   1910.  34  p.  New-York,  Oxford  Univ.  Press.  10  $. 


u48  PREMIÈRE  PARTIE. 

GiuAuniîT  (  Ph.  ).  —  Lignes  électriques  aériennes^  étude  et  construction. 
t8i  p.  avec  i3  fig.  Paris,  Gautliiei-Villars.  5  Ir. 

Die  Mal keniatik  an  den  technischen  Sc/iu/en.  Mit  e.  Eiiifijlirungsvvort 
V.  P.  Sliickel.  I.  Heft.  Grunbaum  (Heiiir.  )  :  Der  niatheniatische  Unterricht 
<xn  den  deutschen  mittleren  Fachscliulen  der  Maschinenindustrie. 
{Abhandlungen  iiber  den  niatheniatischen  Unterricht  in  Deutschland^ 
veranlasst  durcli  die  internationale  matlieinatische  Unterrichtskommisslon. 
Hrsg.  V.  F.  Klein.)  In-8,  xvi-99  p.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  i  m.  60. 

BiANcni  (Luigij.  —  Vorlesungen  ûb.  Differential géométrie.  Uebers. 
V.  Max  Lukat.  2.,  verni,  u.  verb.  Aiifl.  Gr.  in-8,  xviii-jiE  p.  Leipzig, 
B.-G.  Teubner.  ■).%  m.  Go;  relié,  ■i\  m.  Go. 

Compte  rendu  du  Congrès  des  Mathématiciens,  tenu  à  Stockholm 
^2-25.  IX.  1909.  Pni)lié  -par  G.  Mittag-Lejffler  et  Ivar  Fredholm.  I11-8, 
i37  p.  Leipzig,  B.-G.  TeubneV.  5  m.;  relié,  6  m. 

DoLiN.SKi  (Miron).  —  Algebra  u.  politische  Arithrnetik.  2.,  verm.  u. 
verb.  Aufl.  Gr.  in-8,  iv-401  tables  et  39  p.  Wieii,  G.  Fronime.   Relié,  5  m. 

Enzyklopàdie  der  niatheniatischen  Wissenschaften  m.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  Hrsg.  im  Âuftrage  der  Akademien  der  Wissen- 
scliaften  zu  Gôttingen,  Leipzig,  Miinchen  u.  Wien,  sowie  unter  Mitwirkg. 
zalilreicher  Fachgenossen.  VI.  Bd.  2.  Tl.  Astronomie.  Red.  v.  K.  Schwarz- 
schild.  3.  Heft.  In-8,  p.  335-46-2  avec  fig.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  3  m.  Go. 

iMiNKOWSKi  (Herrn.).  —  2  Abhandlungen  i'ib.  die  Grundgleichungen 
der  Elektrodynamik.  Mit  e.  Einfïihrungsvvort  v  Otto  Blumenthal. 
{Fortschritte  der  niatheniatischen  Wissenschaften  in  Monographien. 
Hrsg.  V.  Otto  Blumenthal.  I.  Heft.)  In-8,  8i  p.  Leipzig,  B.-G.  Teubner. 
2  m.   jo. 

Pi.ASSMANN  (Jos.).  —  Die  Kometen.  Darslellung  der  wichligsten 
Beobachtungs-Ergebnisse  u.  lîrklarungs-Versuche.  {Gôrres-Gesellschaft 
zur  PJlege  der  Wissenschaft  im  katholischen  Deulschland.  1910. 
1.  Vereinssclirift.)  Gr.  in-8,  100  p.  avec  12  fig.  et  i  frontispice.  Kôln, 
J.-P.  Bachem.  1  m.  80. 

Gui.MAi'.Ai':s.  —  Les  Mathématiques  en  Portugal.  •^^  édit.  ln-8,  660  p. 
avec  fig.  Paris,  Gaiithier-Villars.  24  fr. 
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CASTELNUOVO.  —  Ain  dix  IV  (Iongresso  internazionai.k  dei  Matkmatici 

(Roma,  (i-ii  aprile  190S;,  publiciili  jtor  cura  fli^l  Segreiario  générale. 
Tomo  II  :  Comunicazioni  délia  Sezioni  /  e  II.  In-S.  290  pages.  Tomo  III  : 
Comunicazioni  délia  Sezioni  IIT\,  111^  cl  ir.  In-8,  588  piiges.  Roma,  tipo- 
grafia  della  Reale  Accadeniia  dei  Lincei.  1909. 

Ces  deux  Volumes,  publiés  un  an  à  peine  après  la  clôture  du 
Congrès,  sonl  une  prcuive  nouvelle  de  l'activité  du  secrétaire  gé- 
néral. Tous  ceux  ([ui  ont  assisté  aux  séances  du  Congrès  les 
conserveront  piécieusenienl,  en  souvenir  de  l'intérêt  qu'ils  ont  pris 
aux  séances  et  de  l'accueil  qu'ils  ont  reçu  dans  la  Ville  éternelle. 
Les  recueils  du  genre  de  celui  que  nous  devons  à  M.  Castelnuovo 
ont  les  inconvénients  et  les  attrails  de  la  diversité.  Un  point  sur 
lequel  tout  le  inonde  lombera  d'accord,  c'est  qu'ils  donnent  une 
idée  fidèle  de  l'état  de  la  Science  et  de  la  direction  des  recherches 
à  un  momeni  donné.  (]e  sont  là  de  précieuses  indications. 

C'est  ainsi  que,  |)ar  exemple,  dans  la  Section  T  (Arithmétique, 
Analyse,  Algèbre),  beaucoup  de  communications  se  rapportent  à 
la  théorie  des  ensembles  et  à  la  théorie  des  (onctions,  au  prol>lème 
de  Dirichlet,  à  la  théorie  des  équations  dillerentielles.  En  Géomé- 
trie, il  y  a  plus  de  variété.  A  côté  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne, l'application  des  fonctions  abéliennes  à  la  théorie  des 
surfaces,  la  géométrie  infinitésimale,  la  géométrie  de  situation  el  la 
théorie  des  groupes  continus  se  partageront  l'attention  du  lecteur. 

Dans  le  second  Volume,  la  Section  III^,  consacrée  à  la  Méca- 
nique, à  la  Phvsique  mathématique  et  à  la  Géodésie,  traite  des 
sujets  les  plus  variés,  depuis  la  rigidité  de  la  Terre  jusqu'à  la  théo- 
rie des  aurores  boréales.  On  pourrait  croire  que  la  Section  llJu 
est  consacrée  à  la  Théorie  des  assurances  et  au  Calcul  des  proba- 
bilités si  elle  ne  contenait  divers  articles  où  l'on  traite  des  appli- 
cations des  Mathéinalicpies  à  l'art  de  l'ingénieur.  Enfin  la  Sec- 
tion IV,  qui  contient  Ions  les  articles  traitant  de  questions 
philosophiques,  historiques  et  didactiques,  est  une  preuve  nouvelle 
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il  lin  fait  (|iii  nous  a  frappé  de|)ui.s  lonyleinps  :  c'est  aux:  Mathé- 
iiialiques  et  aux.  malliénialicicns  qu'il  a|)parliendra  de  réformer  et 
de  refaire  toute  cette  partie  de  la  Philosophie  qui  a  trait  à  l'ori- 
liine  de  nos  connaissances.  G.  J. 
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LA  STRUCTURE  DES  GROUPES  DE  TRANSFORMATIONS  CONTINUS 
ET  LA  THÉORIE  DU  TRIÈDRE  MOBILE; 

Par  m.  E.  C\KTAN. 


Dans  un  Mémoire  paru  dans  les  Annales  de  l' École  Normale  (^)^ 
j'ai  développé,  il  y  a  quelques  années,  une  théorie  nouvelle  de  la 
stucture  des  groupes  de  transformations  continues,  finis  ou  infinis. 
Cette  théorie  prenait  pour  point  de  départ  le  théorème  suivant 
que  j'énonce,  pour  simpliiier,  dans  le  cas  d'un  groupe  fini  et 
transitif: 

Etant  donné  un  (groupe  Çx  fini  et  transitif  à  n  variables 
(.r,,  ....x,i)  et  r^n paramètres,  on  peut  toujours  adjoindre  aux 
n  variables  données  un  certain  nombre  [ici  r — n)  variables 
auxiliaires  y  de  telle  sorte  que  le  groupe  G  soit  formé  de  V en- 
semble des  transformations  qui  laissent  invariantes  r  expres- 
sions linéaires  aux  différentielles  totales  w,,  ojo lo,-. 

J'avais  indiqué  la  manière  de  fuimer  les  expressions  co,  con- 
naissant les  équations  de  définition  des  équations  finies  du  groupe, 
mais  le  procédé  indiqué  pouvait  paraître  un  peu  artificiel  ;  de 
plus,  mon  but  étant  surtout  de  développer  la  tliéorie  de  la  struc- 
ture des  groupes  infinis,  je  ne  m  étais  pas  préoccupé  de  relier, 
dans  le  cas  des  groupes  finis,  la  théorie  nouvelle  avec  la  théorie 
cla.ssn|ue  de  Lie. 

(  '  )  Sur  la  structure  des  groupes  infinis  de  transformations  [Ann.  de  l 'École 
Normale,  3'^  série,  t.  XXI,  i9o4)  p.   i53-2o6;  t.  X\II,  igoS,  p.  219-808  ). 
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J'iii(ll(|iie  dans  celle  Noie  un  procédé  pour  former  très  facile- 
menl  les  expressions  lo  en  parlant  des  équations  finies  du  groupe; 
ce  procédé  a  l'avantage  de  fournir  en  même  temps  les  U^ans for- 
mations infinitésimales  et  les  expressions  oj  ;  de  plus,  ce  même 
procédé  fournit  le  lien  entre  les  deux,  théories  de  la  structure  par 
i'interm(''diaire  d'un  système  d'équations  aux  différentielles  totales 
deLie(§  m  et  IV). 

En  présentant  les  choses  d'un  point  de  vue  cinématique,  on 
airive  à  reconnaître  la  généralisation  d'une  théorie  classique,  celle 
du  trièdre  mobile  due  à  M.  Darboux(  ').  Dans  le  cas  particulier  où 
le  groupe  est  celui  des  déplacements  de  l'espace,  les  r  =  6  expres- 
sions oj  peuvent  s'obtenir  de  la  manière  suivante  :  on  adjoint  aux 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace  trois  quantités  auxiliaires 
di'finissant  l'orientation  d\in  Irièdic  Irirectangle  d'ailleurs  quel- 
conque, ayant  pour  sommet  le  point.  Les  6  expressions  (o  ne  sont 
pas  antre  chose  que  les  composantes  par  rapport  au  trièdre 
mobile  du  déplacement  instantané  de  ce  trièdre  quand  on 
donne  aux  C)  variables  des  accroissements  infiniment  petits  arbi- 
traires. Les  formules  de  structure  du  groupe  coïncident  alors  tout 
simplement  av&c  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  <|ue  ÏNI.  Daiboux  a  rendues  classKjues  dans  la  théorie  des  dépla- 
cements à  plusieurs  paramètres. 

Ce  que  je  viens  de  dire  pour  le  groupe  parliculier  des  dépla- 
cements de  l'espace  peul,  grâce  à  des  conventions  de  langage 
simples,  se  répéter  identiquement  pour  tout  autre  groupe  fini. 

J'ai  développé,  dans  un  autre  Mémoire  (-),  une  théorie  de  l'équi- 
valence des  sysièmes  différentiels  vis-à-vis  d'un  groupe  donné, 
fini  ou  infini.  Je  montre  sur  un  exemple  (équivalence  des  surfaces 
par  rapport  au  groupe  des  déplacements  de  l'espace)  que  celte 
méthode,  dans  le  cas  des  groupes  finis,  est  identique  à  celle  que 
pouirait  fournir,  convenablement  appliquée,  la  méthode  du  trièdre 
mobile  ;  on  |jourra  se  rendre  compte  que,  même  dans  des  ques- 
tions relativement  simples  (comme  la  théorie  des  invariants  par 
rapport  au  groupe  des  mouvements,  des  surfaces  réglées  à  généra- 


(^)  Voir  La  théorie  des  surfaces,  de  M.  Darboux. 

(-)  Les   sous-gi oupes   de   groupes  continus    de   transformations    {Ann.    de 
l'Ecole  Normale,  3'  série,  t.  \XV,  igoS,  Cliap.  I,  p.  57). 
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Irices  isotropes  et  parliculièrenienl  des  développables  isotropes), 
celle  méthode  n'a  pas  encore  donné  tout  ce  qu'on  en  peut  tirer. 

J'ai  à  peine  besoin  d'ajouter,  j)our  ceux  qui  ont  lu  mes  précé- 
dents travMux,  que  les  théories  relatives  à  la  structure,  que  j'ai 
développées  dans  mes  Mémoires  précédents,  ont  une  origine  tout 
à  fait  indépendante  de  la  théorie  du  tiièdre  mobile,  théorie  qui 
d'ailleurs,  je  le  répète,  ne  semble  pas  devoir  se  généraliser  dans  le 
cas  des  groupes  infinis. 

Je  dois  ajouter  que  l'idée  de  la  généralisation,  à  un  groupe  fini 
quelconque,  de  la  théorie  du  trièdre  mobile,  et  son  utilisation  pour 
la  recherche  des  invariants  différentiels  se  trouve  déjà  dans  un 
intéressant  article  de  M.  Emile  Cotton  intitulé  :  Généralisation  de 
la  théorie  du  trièdre  mobile  [Bull.  Soc.  math,  de  France., 
i.  XXXIJI,  1900,  p.  1-23)  ('). 

I. 

.considérons  un  groupe  de  transformations  G  fini  et  continu  à 
r  paramètres 

(')  x',=fi{xx,x^,....,Xn\auai,...,ar)         (t  =  i ,  2,  .  .  . ,  n). 

Désignons  par  S^  la  transformation  correspondant  aux  [)ara- 
mètres  «, ,  «2?  •  •  •  ?  <^r-  La  propriété  des  équations  (i)  de  définir  nu 
groupe  se  traduit,  comme  on  sait,  [)ar  l'équation 

dans  laquelle  les  a  et  les  b  étant  donnés  arbitrairement,  les  c  sont 
des  fonctions  bien  déterminées  des  a  et  des  b. 

On  appelle  groupe  des  paramètres  Y  le  groupe  défini  par  la 
formule 

(2)  Ss.=  S'-S„, 

dans  laquelle  les  a  sont  les  paramètres  des  F,  les  ^  les  variables 
primitives  et  les  ç'  les  variables  transformées.  Ce  gioupe  F  est, 
comme  on  sait,  simplement  transitif. 

Si    Ton    considère  la    transformation    Sf^,/ï    Sï"',   celte   Iransfor- 

(')  Cf.  aussi,  en  ce  qui  concerne  les  paragraphes  lit  et  IV  de  cet  article,  l*^ni. 
Cotton,  Sur  certains  systèmes  d'équations  tinéaires  aux  différentielles  totales 
{Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  t.  XVI,  n"  2,  1904,  p.  i). 
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malion,  considérée  comme  apparlenanl  au  groupe  G,  a  des  para- 
inèlres  infiniment  voisins  des  valeurs  a°,  a",  ...,  a",  qui  corres- 
pondenl  à  la  transformation  identique  :  soient 

a? -H  CD),     a'i-hoio,      ...,     «" -H  Wr 
ces  paramètres.  Les  to  sont  des  expressions  de  la  forme 

(3)     a>,=  an(^,,  ...  J,.)of;i^a,o(ï,,  .  .  . . 'çr)  d^^ .  ■ -^  ^n-i;i.  .  .  .  ,i.r)  d'-r 

Si,  dans  ces  expressions,  on  remplace  les  \  par  les  valeurs 
transformées  par  une  transformation  (2)  du  groupe  F,  on 
retrouve  identiquement  les  mêmes  expressions.  Cela  résulte  im- 
médiatement des  égalités 

S|'H_rf?'S?'  =  (S|4-rf|Sa)(S|S«)-i  =  S|+rff  SaS-1  57^  =  Sf+rfïS^'. 

Autrement  dit,  le  groupeV  laisse  invariantes  les  r  expressions 
de  Pfaft  oj,  (Oo,  ....  'jir- 

Réciproquement,  si  une  transformation  T 

laisse  invariantes  les  expressions  iO| ,  tOo,  •  •  • ,  ^ri  elle  appartient 
au  groupe  F.  Cette  transformation  peut,  en  effet,  être  définie  par 
la  formule 

<4)  S|'=S?S„, 

dans  laquelle  les  u  peuvent  être  des  fonctions  des  ç.  D'après  Fliv- 
polhèse,  on  a 

(Sf-+-rf?Sm-rf„)(S5S„)-i  =  S>i^d\'^1^ , 
c'est-à-dire 

Sï-f-rf?  bu-i-f/«  b„     5?     =  oï-(_(/?3j     , 

ou  encore 

cette  dernière  relation  montre  f|ue  les  u  sont  des  constantes  indé- 
pendantes des  ;,,  Çi,  .  .  . ,  Zr  '■  ce  qu'il  fallait  démon Irer. 

On  pourrait  aussi  considérer  le  second  groupe  des  paramètres  F' 
défini  par  la  formule 

('5  I  S?'=  S3S?  ; 

on  montrerait  de  même  qu'il  laisse  invariants  les  paramètres 

aJ-t-cTi,     a^' -H  nT.2,      ...,     aj! -H  nr^ 


254  PREMIÈRE   PARTIE, 

de  Ja  transformation 

Prenons  comme  exemple  le  groupe  G  défini  par  les  équations 

x'  =^  ax  -\-  b\ 

le  groupe  F  est  défini  par  les  équations 

r/  =  a  ï)  -t-  è  ; 
la  transformation  S^^^^  S^"'  a  ici  pour  paramètres 

on  peut  donc  prendre 


1+  -?~'      ~j 


di  dr 

ç  '       ç 

11. 

On  peut  présenter  les  résultais  précédents  sous  une  forme  géo- 
métrique, qui  permet  d'ailleurs  une  généralisation,  au  moins 
apparente. 

Regardons  les  variables  x,,  a:2,-..,  Xn  comme  définissant  les 
coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  n  dimensions.  On  dé- 
montre facilement  qu'on  peut  toujours,  et  d'une  infinité  de  ma- 
nières, choisir  dans  l'espace  une  figure  Fq  formée  de  points  (ou 
de  lignes,  etc.)  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Si  Von  désigne  par  Y ^  la  Jigure  déduite  de  Fo  en  lui  appli- 
quant la  transformation  S^,  il  n^ existe  pas  dans  le  groupe  G 
d^ autre  transformation  que  S^  amenant  Fq  en  F).  De  cela,  on 
peut  déduire  facilement  (|u'f7  existe  une  transformation ,  et  une 
seule^  amenant  F,  en  Fo,  à  savoir  la  transformation  S^'  S^  (si 
Se  est  la   transformation  qui  amène  Fq  enFo). 

En  particulier,  la  figure  Fq  jiourra  toujours  être  formée  d'un 
nombre  fini  de  poinls.  Par  exemple,  si  l'on  considère  le  groupe 
des  déplacements  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  on  pourra 
prendre  pour  Fq  un  triangle  (ou  un  tétraèdre,  ou  un  Irièdre  tii- 
rectangle,  etc.). 

Dans  tous  les  cas,  on  arrive  ainsi  dans  l'espace  à  n  dimensions 
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à  une  famille  de  figures  F  dépendanl  évidemment  de  r  paramètres. 
Le  choix  de  ces  paramètres  est  arbitraire.  De  quelque  manière  que 
ce  choix  soit  fait,  nous  désignerons  par  Fç  celle  des  figures  F  qui 
correspond  aux  paranièlres  Ç(,  Ho.  .  .  .  ,  ;^.  En  particulier,  la  figure 
initiale  Fq  correspond  à  certains  painmètres  H",  E",  ...,  ç". 

Nous  désignerons  par  ^j  la  transformalion  de  G  qui  amène  F„ 
en  F?.  La  Iransformalion  Z?  coïncide  avec  S|  si  l'on  a  pris  pour- 
paramètres  ,,  Çoj  ••••.  Çr  de  la  figure  F^,  précisément  les  para- 
mètres de  la  transformation  du  groupe  G  qui  amène  Fq  en  F?. 

La  figuré  F  peut  jouer  le  rôle  à\\ne  Jigiu^e  de  référence.  A  ce 
point  de  vue,  nous  adopterons  les  définitions  suivantes  : 

On  appelle  coordonnées  relatives  d'un  point  M  de  l'espace  à  n 
dimensions,  par  ra|)port  à  la  figure  F^,  les  coordonnées  du  point  P 
qui  donne  le  point  M  lorsqu'on  applique  à  ce  point  P  la  transfor- 
mation S„.  En  particulier,  les  coordonnées  relatives  d'un  point  M, 
par  ra|q)ort  à  la  figure  initiale  Fo,  sont  ses  coordonnées  ordinaii  es, 
que  nous  appellerons,  par  opposition,  coordonnées  absolues.  Si 
les  équations  de  la  Imn-iformation  I!,,  sont 

(i)  x'i  =  fi(xi,  x-2,  .  .  .,  Xii'.  «1,  a-i,  .  .  .,  ar), 

ces  formules  peuvent  être  intei'|)rélées  de  la  manière  suivante  : 

Elles  établissent  les  relations  qui  existent  entre  les  coordon- 
nées ABSOLUES  x\.,  ...,  x'n  duii  poiut  M,  Ics  coordonuécs 
RELATIVES  ^' , ,  .r^,  ....  X „  dc  cc  point  M  et  les  paramètres 
ai,  a2.,  ...,ar  de  la  Jisure  de  référence  Y  a  pctr  rapport  à 
laquelle  on  a  pris  les  coordonnées  relatives  de  M. 

Si  l'on  considère  deu\  figures  de  référence  F^  et  F,;,,  le  lieu  des 
points  qui  ont  pour  coordonnées  absolues  les  coordonnées  rela- 
tives des  différents  points  de  F^j,  par  rap|)ort  à  F^,  est.  encore  une 
figure  F,  à  savoir  la  figure  (]ui  se  déduit  de  F^  par  la  transforma- 
tion S^',  autrement  dit  la  figuie  F^S"'.  On  peut  diie,  d'une  ma- 
nière plus  intuitive,  que  la  position  relative  de  F/,  par  rapport  à  F^ 
est  identique  à  la  position  relative  de  F^^"'  par  rapport  à  Fq. 

Employons  l'expression  cinématique  de  déplacement  pour  dé- 
signer la  transformation  qui,  appliquée  à  une  figure  F,  donne  une 
autre  figure  F.  Appelons  coordonnées  absolues  du  déplacement 
qui  amène  F^  en  F^  les  paramètres  de  la  Iransformalion  ii  qui,  ap- 
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pliquée  à  F^,  donne  F^.  \ppelons  coordonnées  relatives  de  ce 
déplacement  les  paranièires  de  la  transformation  S  cpii,  appliciuée 
à  Fo,  donne  la  figure  placée  par  rapport  à  Fq  comme  F^  l'est  par 
rapport  à  F^. 

D'après  ces  définitions,  les  coordonnées  absolues  du  déplace- 
ment qui  amène  F^  en  F^  sont  les  paramétres  de  la  transfor- 
mation 

V— 1 V . • 

les  coordonnées  uklatives  du  déplacement  qui  amène  Va  en  F^ 
sont  les  paramètres  delà  transformation 

Cela  étant  bien  établi,  considt'rons  la  fii;nre  Fs,  regardée  cotnme 
dépendant  de  /•  païamètres  variables,  et  la  figure  infiniment 
voisine  F^^^s.  Les  coordonnées  absolues  et  les  coordonnées 
RELATivi  s  du  déplacement  infiniment  petit  de  la  figure  Fs  sont 
respectivement  les  paramètres  des  transformations 

—  >       ";^^f/;  cl  _.--H(/;-'?      • 

Il  rcsiille  des  considérations  du  paragraplie  I  cpie  le  groupe  Y 
Cl  r  variables  ç,,  ^2»  ••  -^  ir  <^jni  indique  comment  G  transforme 
entre  elles  les  figures  ¥  peut  être  regardé  comme  le  plus  grand 
groupe  laissant  invariantes  les  coordonnées  relatives  du  dé- 
placement infiniment  petit  de  la  figure  de  référence  mobile  F. 

Dans  le  cas  du  i^roupe  des  déplacemenls  de  l'espace  à  trois  di- 
mensions, si  l'on  prend  pour  figure  F  un  trièdre  Iriieclangle,  les 
coordonnées  relatives  du  déplacement  infiniment  pelit  de  F  sont, 
par  exemple,  les  composantes  sur  les  axes  mobiles  de  la  transla- 
tion et  de  la  rotation  infiniment  petites  que  subit  le  trièdre  F. 

III. 

Considérons  la  figure  de  référence  mobile  Fs  supposée  dépendre 
de  /•  |)ar<unètres  variables,  et  considérons  les  coordonnées  relatives 
x^,  x-i^  . . .,  x,i  d'un  point  fixe  M.  On  a,  en  désignant  par 
x\^  x\,  .  .  .,  :r"  les  coordonnées  absolues  de  M,  les  formules 

(U  ^/ =7/(^1, -î-s .r,,;;,.^2 :,■). 

déjà  écrites  au  paragraplie  précédent. 
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11  résulte  de  là  que  Xt,  Xo,  ..  .,  Xn,  considérées  comme  fonc- 
tions des  ç,  satisfont  à  un  sjslrtne  d'équations  aux  différentielles 
totales  complètement  intéijrables,  qu'on  obtient  immédiatement 
en  différentiant  totalement  les  équations  (i). 

Si  nous  désignons,  comme  auparavant,  par 

les  coordonnées  relatives  du  déplacement  infiniment  petit  de  la 
figure  F^,  le  système  d'équations  aux  différentielles  totales  dont  il 
est  question  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

l    dri  —  XiiCr,  q)oii^  X,,  (  x,  cJm^^.  .  . -f-  X;-!  (x^  ;)^r=  o, 
(■i) ' 

/    <T^.r„  — X|„(a",  Ç)C0,-1-  X2„(X,  ;  )(02-t-.  .  .-4-  Xr,><^,  ^)'^r=  "• 

Ce  système  fouit  de  la  propriété  remarquable  que  les  coeffi- 
cients X^,  ne  dépendent  que  des  variables  jc,  ?nais  non  des  va- 
riables ç  ('  ). 

En  effet,  appliquons  à  la  figure  F?  la  transformation  fixe  S^  ; 
soit  Ff  la  figure  obtenue  :  le  point  M'  qui  a  pour  coordonnées  rela- 
tives ^r,  ,  X2.  ■  ■  .,  Xn-i  pai'  rapport  à  F^-  est  évidemment  un  point  fixe; 
il  résulte,  en  effet,  du  point  fixe  M  par  la  transformation  S^.  Donc 
les  équations  (2)  restent  identiques  à  elles-mêmes  si,  sans  changer 
les  x^  on  remplace  les  ^  par  les  ^'.  Or,  par  celte  transformation, 
nous  savons  que  (o,,  too,  •  •  -,  Wr  ne  changent  pns  :  donc  les  coeffi- 
cients Xa,  ne  changent  pas  non  plus.  Donc  on  a 

X/./(:r,  ;';  =  X/,/(x,  ;), 

et  cela,  quels  que  soient  .r,,  . . .,  a^,^,  ;,,  .  . .,  ç^  (une  fois  que  les  ç 
ont  été  renijilacés  par  leurs  expressions  en  fonction  des  ç).  Or, 
le  groupe  F  est  simplement  transitif  ;  autrement  dit,  on  peut  tou- 
jours choisir  les  constantes  «,,  .  .  .,  a^  de  manière  qu'à  des  valeurs 
données    de    ç,  ...,  ç,-    correspondent    des    valeurs    données    de 

^', ,  ....  ç^..  Cela     n'est    possible    que    si    X/i/    ne    d('pend     pas    de 

r  >• 

Ç| -.r. 

Les  équations  (2)  peuvent  s'écrire    symboliquement    sous    une 


(')  Au    fond  ce   Lhéorême   n'esL  pas  autre  chose  que  la   première   proposition 
fondamentale  de  Lie  (Lie  Engel,  Trunsformationsgruppen,  t.  I,  p.  33). 
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forme    simple.     Introduisons    une    fonction    arbitraire  f  àe    a?,, 
.To,  .  .  .,  ^«,  et  posons 

X./=X.,(.)|:+X,(.r)^-...^-X.„(x)|l 

(j  =  1,  2, r). 

Les  équations  (2)  s'écrivent  alors 

(3)  df  -{-  Xi/co,-H  X2/W2  +  .  •  .H-  Xr/^r=  «. 

Les  expressions  X,/,  Xo/,  ...,  X,./  ne  sont  autres  que  les 
symboles  des  transformations  infinitésimales  du  groupe  G.  En 
effet,  on  peut,  pour  calculer-  les  coefficients  X/^,  (.r"),  donner  aux  ^ 
des  valeurs  fixes  arbitraires,  par  exemple  i",  ^l,  ...,  ç^,  tout  en 
laissant  à  c?^(,  d\.2i  ■  •  -,  d^r  des  valeurs  indéterminées.  Or  on  a 

Dans  ces  conditions,  la  dilTérentiation  totale  des  formules  (i) 
donne,  si  l'on  y  fait  ensuite  ç/=:ç", 

Supposons  choisies  w,,  Wo,  ...,  to,.  de  manière  que  ces  expres- 
sions se  réduisent,  pour  H/=ç",  à  <:/;,,  dl-^-,  •  ■  • -,  d^r-  Oa  a  alors 


^"'^'=(1); 


Oi-,   la   transformation   infinitésimale  du  groupe  G,  qui    corres- 
pond aux  paramètres  ç^,  ç^,  .  ..,  ç)*  +  £/f,  .  .  .,  i°,  a  pour  équations 


X'i  =  Xi  -+-  Z/, 


m. 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Les  résultats  précédents  permettent  le  calcul  facile  des  trans- 
formations infinitésimales,  ainsi  que  des  expressions  oit,  fOo,  .  .  .,  to^, 
lorsqu'on    connaît    les  équations  finies  du  groupe.   Prenons,   par 

exemple,  le  groupe 

,       ax  -i-  b 
X  =   

ex  -4-  I 

OU 

X  =  -7 

izx  -H  I 
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L'équation  aux  différentielles  totales  qui  donne  la  coordonnée 
mobile  x  d'un  point  fixe  est  ici 

a-r =  o 

ou,  en  développant, 
kh-hh)  dx  +  d\^-^x{d\,  -  b  d\^  +  Ï3  d\{)  ^xHU  dU  -  l  d\,)  =  o. 
Par  suite,  on  peut  prendre 

d.r  d.r  oj? 

dU                         dix  —  Ç2  <^;3  —  b  «^^çî                     Ç3  «?;i  —  ^  d\-^ 
^1  =  ? -r~r  '         ^'-*2  = ? rr '         ^3  =  — ? t-\ 

Çl  —  Ç-2Ç3  ;i Ç2::!  Çl — Ç2Ç3 

IV. 

La  formule  symbolique 

(1)  £//+  X,/C0i-+-  X2/W.2-+-.  .  .H- X;./w,,  =  o 

fournit  le  /i'e^  entre  les  deux  théories  existantes  de  la  structure^ 
l'une  fondée  sur  la  considération  des  transformations  infinitési- 
males ^hf'i  l'autre  fondée  sur  la  considération  des  expressions 
différentielles  w/^  ;  cette  dernière  est  susceptible  seule  de  s'étendre 
aux  gioupes  infinis  de  transformations. 

Rappelons  que,  dans  la  théorie  classique,  les  crochets  de  deux 
transformations  infinitésimales  X^yet  Xy^y quelconques  s'expriment 
hnéairement  au  moyen  des  X/',  d'après  la  formule 

(2)  X,(X^/)  -  Xa.(X,/)  =  V  c,/,,X,/        (.,  A-  =  I,  2,  . . .,  /•), 

J  =  1 

où  les  Ciks  sont  des  constantes,  appelées  les  constantes  de  struc- 
ture. 

De  même,  si  l'on  considère  les  covariants  bilinéaires  des  expres- 
sions tOA,  ils  peuvent  s'exprimer  d'après  les  formules 

1,2,  ...,  7- 

On  a,  dans  ces  formules,  introduit  deux  svmholes  de  différentiation 
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d  ei  0,  échangeables  entre  eux,  el  Ton  a  désigné  par  co/^  et  lo^  ce  que 
devient  to^  (|uand  on  fait  usage  respecliveinent,  pour  désigner  les 
difTérentielles  des  ^,  des  symboles  d  et  o. 

Or,  la  considération  du  système  d'écjuations  aux  différentielles 
totales  (i)  permet  de  passer  des  formules  (2)  aux  formules  (3)  el 
inversement. 

Les  équations 

j    df-r-  Xi/lO-Z^  X^/cO^i  +  .  .  .  -^  X,/W'/  =  O, 


(4) 


identiquement  vérifiées  quand  on  remplace,  dans  une  fonction 
quelconque  y  de  X|,  .272,  ...,  Xa-,  les  x  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  ^,  entraînent  comliie  consé(|uence  l'équation 


ou,  en   tenant  compte  des  écpiations  (4), 


^x,/cof; 


(5)       Vx,/(rfcof-oco,f)=     2     [-^^■'-'^/./)-X>l-(X,/)](cof4-wf^l')- 

La  formule  précédente  montre  immédiatement  que  les  équa- 
tions (2)  entraînent  les  équations  (3)  et  que,  réciproquement,  les 
équations  (3  )  entraînent  les  équations  (2). 


(0 


V. 


Reprenons  les  équations  aux  dinérenlielles  totales 

dXx  -\-  Xii  OJ.  -T-  X21  C02-r-.  .  .-i-  X,!  U);.  =  O, 
dx%  -r-  X  12  W]  -;-  X92  OJo-^.  .  .-1-  X,.2  to,.  =  o, 


dXr 


Xi„(0,  -H  Xj^fOj 


qui  admettent  pour  intégrales  générales  les  coordonnées  mobiles 
d'un  point  fixe.  Au  lieu  de  supposer  que  les  paramètres  ç,,  .  .  .,  Çr 
de  la  figure  de  référence  mobile  F^  sont  arbitraires,  on  peut  sup- 
poser qu'ils  sont  liés  par  certaines  relations,  ou,  si  l'on  préfèie, 
(ju'ils  sont  fonction  d'un  certain  nombre  p  <C /'  <Je  paramètres  arbi- 
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Iraires  /,,  t^,  ...,  tç\  Tintégrale  générale  du  système  (i)  sera  tou- 
jours fournie  par  des  formules  de  la  forme 

(2)  C;=/,(.ri,3"2 or,r.\i,\i. ;,•)         (t  =  i,  2,  . .  . , /•;, 

où  les  C/  sont  des  conslaiiles  arhitiaires. 

Plus  généralement,  il  en  sera  ainsi  si  l'on  prend  pour  to,, 
(0.2,  . . .,  w^  des  expressions  linéaires  en  dt^ ,  dt^^  . . .,  dtr,,  les  coef- 
ficienis  étant  des  fonctions  des  t  assujetties  à  ce  rpie  les  relations 

1.2 ,/• 

( 3 )  «itoj  —  oco/  =    2^    ^if'S (  w/ 10%—  hi]  (m'I)         (s  =  1 ,  2,  .  .  . ,  /•) 

/.  k 

soient  vérifiées  ideiiliqueinenl.  Dans  ce  cas,  l'inlégrale  générale 
du  système  (i)  sera  donnée  par  les  formules  (2)  où  les  ç  désignent 
certaines  fonctinns  convenablement  choisies  de  t,.  /, ,  . .  .,  tr. 

En  particulier,  si  0  =  i ,  on  pourra  prendre  pour  oj,,  m.,.  .  .  .,  (o, 
des  expressions  de  la  Ibrme 

fij,=  ■xi(t)  cù, 

les  OLi[t)  étant  des  fonctions  arbitraires  de  t,  et  l'on  aura  ce  qu'on 
appelle,  d'après  M.  V^essiot,  un  système  d' équations  différen- 
tielles de  Lie 

dr 

—^    -^a,(0>^ll  -^a2(OX2,  -^...-^■J.rit)\r\   =  O, 


(4) 

dx 


ce  système  est  dit  associé  au  groupe  G. 

Réciproquemeni,  par  la  méthode  de  Mayer,  l'intégration  d'un 
système  d'équations  aux  diderentielles  totales  tel  que  (i)  se  ramène 
à  l'intégration  d'un  système  d'équations  difTérentielles  ordinaires 
tel  que  (4)- 

Les  propriétés  des  systèmes  (4)  [et  par  suite  (i)]  sont  bien 
connues  après   les  recherches   de  Lie   et  de  M.  Vessiot  (').  Je  me 


(')    Voira  ce  sujet  Vessiot,  Équations  dijférentiettes^   méttiodes  d'intégra- 
tion  élémentaire   {Encyclopédie  des  Sciences   ma  thématiques,   t.  II,  IG,  19 10, 

p.  i3i  et  suiv.  ). 
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conlenterai  de  monirer  comment  les  intégrations  de  deux  systèmes 
associés  à  deux  groupes  isomorphes  G  et  G'  peuvent  se  ramener 
l'une  à  l'autre.  Soient  (i)  le  svstème  associé  au  groupe  (G)  et 

' 

dy,n  -4-   Yj,„T;T,  -^-  \-i,n'^i  -^-  .  .  .  -i-  \,m'^r  =  O 

le  système  associé  au  groupe  (i').  On  peut  toujours  supposer  que 
les  expressions  tu  ont  été  choisies  de  manière  à  vérifier  les  iden- 
tités 

1,2 r 

(  3'  )  drn]  —  orn^'  =    ^    c//. ,,  (  m^ ra^.  —  v/t  wt  ) , 

i,k 

où  les  expressions  Cihs  ont  les  mêmes  valeurs  que  <lans  les  for- 
mules (3). 

Cela  étant,  supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  les  équations 
finies  de  G  et  de  G',  et  que  de  plus  l'on  sache  établir,  entre  les 
transformations  de  G  et  celles  de  G',  une  correspondance,  assurant 
risomorphisme.  Autrement  dit,  si  l'on  pose 

^5=  ^siii)  d^zi  — •  •  .-^:tsr(z)  d\,.. 

Supposons  quon  sache  calculerlcs  Tj  en  fonction  des  ç  «le  ma- 
nière à  avoir  identiquement 


dans  ce  cas,  rien  n'empêche  de  supposer  |3^,  =  a^/  et  ■/■,,=:  ^,.  Si 
alors  les  deux  grou|)es  sont  définis  respectivement  par  les  for- 
mules 

3:^'i  =  fi(xi,  ...,x,r.  ;i.  ••-,;,■;         (f  =  i,-2,  .... /Il, 
yi=  'f'O'i-  •  •  -1  J'/n"'  ;i5  •  •  •>  ;r)         (i  =  1,1,  .  ..,  m); 

et  si  linlégrale  générale  du  svstème  (i  )  est  fourme  par 
l'intégrale  générale  du  système  (i)  sera  fournie  par 

C'i=Oi[yi,  ...,ym-,ç,l(ti,...,iç,),...,'-r{ti,  ...,tp)\. 


MÉLANGKS.  263 

Si  Ton  ne  connaît  pas  une  correspondance  isomorphique  enlie 
\s  i;roupes  G  et  G',  on  intégrera  d  abord  le  système 


(5) 


dXx  -\-  \\\Wi  —  .  .  .^r-  X,.,  Wr=  o, 

) 

dx,i  -i-  X|„CJ,  -r-  .  .  .  ^-  X^„  HT,.  =  O, 


OÙ  l'on  regarde  r,  comme  des  variables  indépendantes  ;  l'intégrale 
générale  de  ce  système  est  fournie  par 

et  l'on  aura   une  correspondance    isomorphique    entre    les    deux 
groupes  en  posant 

^l=Zl('l)7  •••1  lr=yA'r,)- 

Dans  ce  cas,  l'intégration  du  système  (i')  sera  ramenée  à  celle 
de  deux  systèmes  associés  au  groupe  G. 

L'intégration  du  même  système  (5)  fournirait  les  équations 
Unies  du  groupe  G' dans  le  cas  où  l'on  ne  connaîtrait  que  les  équa- 
tions de  définition  de  ses  transformations  finies  :  mais  la  démons- 
tration de  ce  point  particulier  m'entraînerait  un  peu  loin. 


VI. 


Laissons  maintenant  de  côté  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles de  Lie.  J'ai  développé,  dans  un  Mémoire  précédent,  une 
théorie  générale  de  l'équivalence  des  svstèmes  diflerentiels  par 
rapport  aux  groupes  continus,  finis  ou  infinis. 

Je  vais  montrer,  sur  un  exemple  particulier,  comment,  dans  le 
cas  des  groupes  finis,  la  méthode  que  j'ai  exposée  se  rattache  aux 
consitléi  ations  précédentes  et  à  la  ihéone  des  figures  de  référence 
mobiles. 

Je  supposerai,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  un  groupe  G  fini  et 
Iransillf  k  r  '^  n  paramètres.  Je  remarque  d'abord  que  je  puis 
choisir  pour  les  n  premiers  paramètres  Ç|,  Ço?  •••?  ^n  'es  coordon- 
nées du  point  M  dans  lequel   la  transformation   considérée    Irans- 
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forme    un     point    fixe    M(,(j7°,  a?^,  ...,3?").    On    a    alors    identi- 
quement 

t  =  y/(^n   ■■•:<■,  II,   •■-,  U,  U+i,  •••,  ?r)         (i  =  I,  2,   ...,  n;. 
Les  identités  précédentes  montrent  qu'on  a,  pour  Xi=  x'j , 

àfi     _      àfi     _        _  ôfi 


à%n-^\  0\n  +  ^  àzr 


o         ( i  =  i,  ■?.,...,  n). 


Cela  prouve  f[ue,  si,  dans  les  formules  (2)  (IH),  on  donne,  dans  les 
coefficients  X//t  (t),  aux  variables  x,  les  valeurs  :c",  les  premiers 
membres  ne  contiennent  pas  de  termes  en  dz,l_^,^.  ...,  de,--  Au- 
trement dit,  les  n  expressions  de  PfafT 

X/i(a:-o)  a),-i- X/2(aro)  W2-1-.  .  .-{- X,,.(j-o)  fO;.  (i  =  i,2,   ...,n) 

sont  des  combinaisons  linéaires  de  d'^i ,  .  . .  ,  d^n- 

Rien  neinpêclie  de  supposer  que  ces  n  expressions  de  Pfaffsont 
précisément 


lesquelles  par  suite  ne  contiennent  aucun  terme  en  f/ç„_,., ,  ...,  dçr- 
Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'étudier  l'écpiivalence,  par 
rapport  au  groupe  G,  des  variétés  à  p  dimensions  de  l'espace 
(j7),  ...^X/i).  A  chaque  point  M  d'une  variété  donnée,  on  fera 
correspondre  une  figure  de  référence  F  telle  que  le  point  M  ait 
pour  coordonnées  relatives  par  rapport  à  F  les  nombres  fixes 
jTp  .  •  • ,  x,^.  En  général,  celte  correspondance  sera  possible  d'une 
infinité  de  manières,  et  l'on  cherchera,  par  un  pj'ucédé  indépen- 
dant de  la  variété  particulière  considérée,  à  particulariser  le 
plus  possible  le  choix  de  la  figure  F.  Les  coordonnées  relatives  du 
déplacement  infiniment  |)elit  de  la  figure  F,  quand  on  passe  d'un 
point  M  de  la  variété  à  un  point  infiniment  voisin,  admettront  en 
général  des  invariants  différentiels  qui  serviront  à  classer  toutes 
les  variétés  possibles. 

Sans  entrer  dans  des  détails  plus  précis,  nous  allons  étudier  la 
méthode  sur  un  exemple  particulier  :  nous  allons  faire  la  théorie 
de  la  congrucnce  des  surfaces  par  rapport  au  groupe  des 
déplacements  de  C espace  à  trois  dimensions. 
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VU. 

Calculons  d'abord  les  expressions  o).  Nous  prendrons  pour 
ligure  de  référence  un  trièdre  trirectangle  quelconque  ;  nous  dési- 
gnerons par  ;,.  Ço?  is  les  coordonnées  fixes  de  son  origine,  c'esl- 
à-dire  les  coordonnées  absolues  du  point  donl  les  coordonnées 
relatives  sont  (o,  o,  o). 

Les  équations  des  transformations  du  groupe  sont 

x' r=  ax -\-  bv^r-  c^-i-^i, 
y  =  a  X  -î-  b'y  -^  c'  z  -+-  ^2< 
z'  =  a" X  —  b" y  -i-  c" z  -+-  ^3, 

OÙ  les  9  cosinus  directeurs  sont  fonctions  de  ;, ,  ...  ,  Ee. 

Les  formules  (2)(I[I)  s'obtiennent  ici  par  la  résolution  des 
équations 

a  dx  -+-  b  dy  h-  c  dz  -{-  x  da  -+-  y  db  -^  z  de  -h-  dc_  1  =  o, 
a'  dx  -(-  b'  dy  -+-  c'  dz  -^  x'  da'  -^  y  db'  -<-  z  de'  -~  dz^  =  o, 
a"  dx  -f-  b"  dy  -+-  c"  dz  -1-  x"  da"  -i-  y  db"  -\-  z  de"  -t-  t/ç,  =  o , 

d'où  Ion  lire 

I      <^/^  -+-   10 ,   -T-     ZW-i \W.i^:0, 

(  1  )  '    dy  -T-  oiq  -T-  :/•  t;t:j  —  ;î  t^i  =  o. 

'     dz  —  HJ.j  -r-  J'ITi  —  .rTJTj  =  o 

en  posant 

I  W]  — -  a  dzx  -i-  a  d^^.  -+-  «"  d\^, 

il)                                      '  0J2  =  b  c/^i  -:-  b'  dz.i  -+-  b"  d^z- 

'  CO3  =  c  dz,i  -r-  c'  d\.2-t-  c"  d\i, 

i    TTTi  =  c  f/6  -1-  c'  db'  -r-  c"  db"  =  —  {  b  de  -\-  b'  de'  —  b"  de" ), 

(  3  )  '    m.2^  a  de  -r  a'  de'  -h  a"  de"  =;  —  (  c  da  -h-  c'  da'  -h  c"  da"  ), 

'   rrîj  =  6  da  -t-  b'  da  '  —  b"  da"  =  ^ —  (a  db  ^  a'  db'  -t-  a"  db"). 

Les  transformations  infinitésimales  sont 

x,/=f.       x,/=f.       x,/=^^ 
f/3"  d)'  cy^ 

^^^-yiz~'-ir/     ^^J'-'t^-^-ôi'     ^^'f-^t^-ytr- 

On    calcule   sans  difficulté  les   coefficients   de  structure  et  Ion 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"=  série,  t.  XXXIV.  (Novembre  1910.)        19 
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lioiive  (') 

to'i  =  w.jTJJi —  WonTa, 

0J3  =  (1J.2  '^1  —  ''•'1  ^2  ! 

TÏ3  I  =  TïT.-}  TÏT2- 
10.2  =  TïT]  7jT:j, 
lïJ.j   =  W-i  Toi  . 

Les  expiessions  ro,,  oi.,i  ^'^^  repiésenlent  les  composantes  fJe  la 
translation  instantanée,  et  les  expressions  rrj, ,  rso,  rrjs  les  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée  du  trièdre  mobile  F. 

A  partir  de  maintenant,  nous  n^ aurons  à  nous  servir  que  des 
formules  de  structure  (4)  et  du  fait  que  oj,,  0J2,  W3  sont  trois 
expressions  linéairement- indépendantes  en  dz_^.  r/ço,  d^;\. 

VIII. 

Considérons  donc  nne  surface  quelconque.  Les  coordon- 
nées Çi ,  Ç25  is  d'un  de  ses  points  M  peuvent  être  regardées  comme 
des  fonctions  de  deux  paramètres^),  ^i.  jNous  faisons  correspondre 
au  point  IVI  une  figure  F  (trièdre  triieclangle)  telle  que  les  coor- 
données relatives  de  M  par  rapport  à  F  soient  (o,  o,  o).  Gela  est 
possible  d'une  infinité  de  manières;  le  point  M  étant  donné,  la 
position  la  plus  générale  de  F  dépend  de  /■  —  /«  =  3  paramètres 
arbitraires  que  nous  désignerons  par  m,,  u-,,  u-^.  Cela  étant, 
tO),  to^,  003  sont  des  expressions  linéaires  en  o?^,  et  dt^^  tandis  que 
TTf),  ro.j,  rs-i  sont  linéaires  en  rZ/Ç,,  c/Zo,  c/«,,  t/wo,  du^.  Les  coef- 
ficients dans  les  deux  cas  sont  des  fonctions  des  t  et  des  u. 

Nous  ferons  usage  de  deux  symboles  de  différentialions  d  et  5, 
le  premier  symbole  d  se  rapportant  à  la  différentialion  par  rapport 
à  ^,  et  t-2,  le  second  symbole  par  rapport  à  w,,  Un  et  u-^.  En  paiii- 
€11  lier  on  a 

0;i=  0^2=  0;3  =  O 

(  '  )  On  a  posé,  pour  abi'éj;er, 

(1)'  =   c/w'  —  00)'', 
OJjtiJ.,  =  oj'j'ùjj — •  (i);,'(i)|  . 

Les  formules  (4)  ne  soal  pas  autre  chose,  à  la  notation  prés,  que  les  relations 
classiques  dans  la  théorie  du  trièdre  mobile,  entre  les  composantes  l,  ç,,  ...,  t,, 
•fii,  ...,Ç,  ^1,  ...,/?,/>,,  ...,  /",  ...,  i\  d'un  déplacement  instantané  à  plusieurs 
^j.uainètres  et  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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et  |)ar  suite 


lo"?  =  tu^,  =  w?  =  o. 


Les  formules  (4)  du  paragraphe  précédent  nous  donneront 


Xff   —     ,.>f/    77,^     1.,'^f    TTtS 

1 


Oto'-  =   to'l  TTî''  Wj  TTT':", 


OW^  ^  CO'/  Tît':;  W2  TH^J  . 

Gela  prouve  que  lorsqu'on  passe  d'une  figure  F  correspondant 
au  point  \r  à  une  autre  figure  F' correspondant  au  même  point,  les 
coordonnées  W|,  W2,  W3  subissent  les  transformations  d'un  groupe 
linéaire  et  homogène  à  trois  paramètres  (fonctions  des  t  et  des  u), 
dont  les  transformations  infinitésimales  sont 

i    oo>i  —  e^uji—  e^Wz 

(    00)3=:  e2Wi — eiOi-t 

Or  fi),,  (Oo,  0)3  sont  liées  par  une  relation  linéaire  et  iiomogène, 
puisqu'elles  sont  linéaires  en  dt^  et  dt.2.  La  première  chose  à 
faire  est  de  disposer  des  paramètres  du  groupe  linéaire  (i) 
pour  particulariser  cette  relation.  Or,  si  l'on  regarde  provisoi- 
rement co,,  (02,  W3  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  dans  l'espace,  le  groupe  (1)  est  le  groupe  des  déplacements 
autour  de  l'origine,  et  nous  avons  à  étudier  V équivalence .^  par 
rapport  à  ce  groupe^  des  plans  passant  par  V origine.  Or,  tout 
plan  est  équivalent,  soit  an  plan 

t03  =   O, 

soit  au  plan 

Nous  avons  donc  deux  grands  cas  à  considérer. 

IX. 

1.   On    a  oj3  =  o(').  Les  formules  (r)   montrent  alors  qu'on  a 

Tu'jl  =  to'^  =  O  ; 

('>  Cela  veut  dire  géuméu-iqucineiiL  que  le  plan  îles  xy  du  Iriédrc  mobile  est 
tangent  à  la  surface.  Remarquons,  d'ailleurs,  que  le  ds""-  de  la  surface  est,  dans 
tous  les  cas,  w^  +  w^  -+-  ui\. 
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anlremenl  dil  ro,  et  Wa  deviennent  des  expressions  linéaires  en 
dti^  dt^i  et  la  position  de  la  figure  F,  f.arlicularisée  comme  il  ;i  été 
dil,  ne  dépend  plus,  pour  chaque  point  M,  que  d'un  parainèlre  il. 
En  portant  0J3  =  o  dans  les  formules  (4)  (VII),  on  obtient 


(^) 


avec 

(3)  11)2^1 a)|TiT2=0. 


(>)  J  =  — 

<i'2^3, 

W'j  = 

WiTÏTs, 

V5\  = 

753  7)72, 

to',  = 

^1  ^3, 

ro'3  = 

TTJo  THi , 

Eu  posant  donc 

(4; 


Toi  =  au)i  -4-   ^(1)2, 
T02  ^  a'oji  -I-  P'w2, 


on  doit  avoir,  d'après  (3), 

a  -h  !3'=  o. 

On  a  maintenant,  d'après  les  formules  (2), 

00)2  =  tO|  TIT^, 

OTITi  =^  102^3: 

OTJTo  =  —  Wi  Wj, 

ce  qui  montre  que  lorsqu'iui  passe  d'une  figure  F  à  une  autre 
figure  F' correspondant  au  même  point  M,  les  quantités  t.j,,W2, 
m,,  TOo  subissent  les  transformations  d'un  groupe  linéaire  et  ho- 
mogène à  I  paramètre.  Par  suiie,  les  coefficients  a,  ^,  a'  des  rela- 
tions (4)  subissent,  elles  aussi,  les  transformations  d'un  groupe 
dont  la  transformation  infinitésimale  s'obtient  facilement  ;  on  a 

1    oa  =  e3(  a'-l-  ^) 
(5)  '    o3  =  cie3a,  {63=  ml). 

'   oa'  =  —  26 i  a 

Le  problème  qui  se  pose  maintenant  est  d'étudier  dans  l'espace 
à  trois  dimensions  (a,  |i,  a')  l'équivalence  des  points  de  cet  espace 
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par  rapport  an  groupe  (5).  Or,  on  voit  iintnédialemenl  que  ?j  —  a' 
esl  un  invariant,  que  de  plus  il  en  est  de  même  de 


4a-^ 

+  (a'+.e)^ 

.Nous  avons  ainsi  trois  cas 

à  distinguer  : 

1. 

a  =  0, 

3t'+[3   =   0, 

2. 

a  =  0, 

a'^-  3  j^^  0, 

3. 

a  =  I, 

a'^-  3  =  2j 

I|.  Dans  ce  premier  cas  on  a,  en  changeant  les  notations, 

En  portant  les  valeurs  de  ts\  et  ttj!,  dans  les  formules  (2),  on 
tionve 

rfp  wi  ==  do  (1)2  =  o, 

ce  qui  prouve  que  d^  est  nul,  c'est-à-dire  que  p  est  une  constante. 
La  position  de  la  figure  F  continue  à  dépendre,  pour  cliaque 
point  M,  d'un  paramètre  arbitraire,  et  l'on  a 

1     to'i   =—  OJ.2CT3, 
f     TÏJj  ^  —   p-tUiOJj. 

Ces  formules  prouvent  que  deux  surfaces  pour  lesquelles  p  a 
la  même  valeur  constante  sont  congruentes  et  que  chacune 
d  elles  admet  un  groupe  de  déplacements  à  trois  paramètres 
dont  la  structure  est  définie  par  (es  formules  (2'). 

Ces  surfaces  sont  des  sphères  si  p  est  dilTérent  de  o,  et  des  plans 
si  p^o.  Le  Irièdre  mobile  est  ici  tangent  à  la  surface,  mais  n'est 
soumis  à  aucune  autre  restriction.  Les  coordonnées  du  déplacement 
instantané  du  trièdre  mobile  sont: 

Wi,      W2,      o;       pW2,      — 3t"l,      ^3, 

L.  Dans  ce  cas,  on  a 

a  =  o,         a'^  ?  ?^  o; 
nous  poserons 

a   ^  —  pi  )  t^  =  p2  i 
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les  quantités  p,  el  p^  sont  deux  inventants  ,  et  l'on  a 

Quant  h  TOj,  les  formules  (2')  monircnl  (pi'il  est  nul  ;  autrement  dit, 
la  position  de  la  figure  F  est  maintenant  bien  déterminée  pour 
chaque  point  M.  Quant  à  rus,  qui  est  maintenant  une  combinaison 
linéaire  de  w,  et  too,  nous  poserons 

TÎT3  =  Xj  Wi  -+-   A2  0)2, 

}v,  et  Xo  étant  deux  nouveaux  invariants. 

Les  quatie  invariants  pi,  p^,  X,  Ao  sont  les  invariants  fonda- 
mentaux. De  chaque  invariant  I  on  peut  en  déduire  deux  autres 
par  la  formule 

(6)  ^I  =^  I("w,+ I(2'w2; 

Jd)  et  r^)  sont  les  invariants  dérivés  de  I. 

En  portant  les  expressions  oj,,  ojo,  to,,  dans  les  formules  (2),  on 
obtient 

(     Oj'i   =   À,  0)10)2, 
(     O),  =    À2O)i0)2, 

puis 

(8)  j  p<i2'=X,(p,_p2), 

Les  invariants  dérivés  de  p,,  po,  A^  ^2  introduisent  donc  s(Mile- 
ment  cinq  invariants  vraiment  nouveaux  p','',  p'.;'.  A,",  À',"',  X!,"'. 
Remarquons,  enfin,  que  chaque  irwariant  1  a  qualie  invariants 
déiivés  du  second  ordre  1^''\  1"-^,  F-'^,  1'--^,  mais  qu'ils  sont  liés 
par  la  relation 

I(12)_l(21)=X,I(l)+X2l(2) 

qu'on  obtient  en  prenant  les  covariants  bilinéaires  des  deux 
membres  de  la  formule  (6). 

De  là  résulte  que  le  nombre  des  invariants  dérivés  d'ordte  n 
de  pi,  pa,  À,,  Aa,  qui  ne  se  ramènent  pas  à  des  invariants  dérivés 
d'ordre  inférieur,  est  égal  à  /i  +  4,  pai'  exemple 

q(11...1)  q„(22...2)         X(M...1)  "ïiW.-.r  )(22..,î)         1(52. ..2) 
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On  peut  interpréler  géométri(|uement  les  résultats  précédents. 
D'abord  le  Irièdre  mobile  conespondant  à  chaque  point  M  de  la 
surface  a  ses  axes  des  x  et  desj^  tangents  aux  lignes  de  courbure; 
de  plus,  0,  et  o^.  sont  les  courbures  principales  en  M,  A,  et  Ào  les 
courbures  géodésiques  des  lignes  de  courbures  qui  passent  par  M. 
Les  invariants  dérivés  I"^  et  1'=^^  sont  les  dérivés  de  I  par  rapport  à 
l'axe  de  chacune  des  lignes  de  courbure.  Les  rornuiles  (8)  expri- 
ment des  théorèmes  classiques. 

Si  p)  et  P2  sont  des  constantes,  les  formules  (8)  montrent  que 
Al  et  );2  sont  nuls;  ensuite  que  la  courbure  totale  p,po  est  nulle  : 
on  a  donc  par  exemple  p2  =  o.  La  surface  admet  un  groupe  de  dé- 
placement à  deux  paramètres,  dont  la  structure  est  définie  par  les 
équations  (^)  (où  À,  =  a.2=o).  Les  coordonnées  relatives  du 
déplacement  instantani-  du  trièdre  mobile  sont 

(Oi,     Wj,     o;     o,     — pi^i;     o. 

Toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  p,   a  la  même  valeur  constante 

sont  congruentes  :  ce  sont  des  cylindres  de  révolution  de  rayon  --• 

Je  ne  discute  pas  le  cas  où  tous  les  invariants  sont  des  fonctions 
d'un  seul  d'entre  eux. 

I3.  Nous  avons,  dans  ce  cas,  des  formules  de  la  forme 

(     TH.  =  lOi  -t-  (  i  -I-  0  )  W9, 

(4  )  \  ,  ■ 

{   111.2  =  (£  —  p  jwj —  102. 

La  position  de  la  figure  F  est  parfaitement  déterminée  en  chaque 
point  M.  On  a 

avec  trois  invariants  fondamentaux  0,  A|,  Xo- 

En  portant  les  expressions  de  w,,  coo,  W3  dans  les  formules  fa), 
on  obtient 

{     to',    =    À.  OJt  (O9, 

(7)  \      .       ^ 

{   a>2  =  A.2  wi  W2, 

puis 

(8')  )  p(2)  =  —  ■>/■(  Xi -4- îX,), 

(     X',2)_X^i)=      Xf4-Xl  +  p2. 


■i-yx  PIlEMIÈKIi   PAIMIi:. 

L'application  à  p  de  la  foiimile 

I(i2)_  i(-i)^  x,i  i;4_Àji  2) 
donne  ensuite 

).',2' -)-  iX;^  —  tïX','  -i-  r//,'  )  =  (X,  -+-  f À, j2, 

de  sorte  que,  parmi  les  invariants  dérivés  des  trois  invariants  fon- 
damentaux, il  n'y  en  a  que  deux  indépendants  entre  eux  et  indé- 
pendants des  anciens.  On  démontre  facilement  que  chaque  dévia- 
tion ne  fournit  que  deux  invariants  nouveaux  X'^''     '    et  ).'.,""  ■■-\ 

Cherchons  dans  quel  cas  l'invariant  o  est   con>l;int.    On  trouve 
alors  successivement,  en  posant 

Xj  =^  —  Ck. 
les  formules  suivantes  : 


(/") 


i  o)  :,  =  o , 

;'ojo  =  X(  Wi  H-  /o),)  (a)i  —  i^i)  \ 


d'/.  =   X'(  W]  —  iiiu_  ) ?'  (  W]  —  1 0J2  ), 

(9)  '   d\' =  X"(«jOi -H  iio.2  j —  -p-X(oji — iwj), 

f    dV  —  X"'(  Wi  -f-  / oj.,  )  —  "  p-  (  X2  -H  X'  )  ( toi  —  1 102  ). 

On  voit  f|ue  \  ne  peut  être  constant  (jue  si  p  est  nul.  On  a  alors 
une  famille  de  surfaces  dépendant  essentiellement  d'un  j)aramètre 
(la  constante  a)  :  chacune  d'elles  admet  un  groupe  de  déplace- 
ments à  deux  paramètres  dont  la  stiuclure  est  donnée  par  les 
formules  (7"). 

Si  p  est  nul  sans  que  A  soit  constant,  )/  est  une  fonction  d'ailleurs 
arbitraire  de  X.  Chacune  des  surfaces  de  cette  espèce  admet  un 
groupe  à  un  paramètre. 

Si  la  valeur  constante  de  p  est  différente  de  zéro,  et  que  )«'  soit 
une  fonction  de  x^  les  formules  (9)  montrent  qu'on  a 

dh—  X  d'i., 
ou 

X'=ix^-«. 
•j. 

On  a  une  surface  de   familles  dépendant  essentiellement  de  deux 
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constantes  arbitraires  p  et  c/,  et  dont  chacune  admet  un  groupe  à 
un  paramètre. 

Si,   enfin,   )/  n'est  pas   une  fonction   de  A,  on  voit  facilement, 
d'après  les  formules  (3),  que  a"  est  de  la  forme 


,..,,;,.^/(>,_I,,,). 


Dans  le  cas  général,  les  surfaces  considérées  sont  les  surfaces 
imaginaires  à  lignes  de  courbure  confondues,  étudiées  par  diffé- 
rents au  leurs  (').  Les  lignes  de  courbure  sont,  en  effet,  données  par 
l'équation 

WiT^i  -f-  W2  7TT.2  =   (oj)  -h  Ituo)*  =  O  *, 

elles  se  confondent  avec  l'une  des  familles  de  lignes  minima  de  la 
surface.  Ce  sont  des  surfaces  réglées  :  en  effet,  la  tangente  à  la 
courbe 

wi-i-  f  u)2  =  o 

a  pour  paramètres  directeurs,  par  rapport  au  trièdre  mobile, 

{1,  i,  o); 

le  plan  osculateur  de  cette  courbe  sera  déterminé  par  la  tangente 
et  le  vecteur 

(iT)T3,  Ws,  TU]  i  ^  ro»); 

or,  W1+HO2  est  égal  à  — iz  (w,+koo)  et,  par  suite,  est  nul  ;  le 
plan  osculateur  est  donc  indéterminé  et  la  courbe  est  une  droite  : 
c'est  une  droite  minima. 

On  détermine  facilement  la  loi  de  variation  de  la  courbure  nor- 
male et  de  la  courbure  géodésique  d'une  courbe  tracée  sur  la 
surface  et  passant  par  un  point  donné  M.  En  conservant  les  nota- 
lions  classiques  pour  les  cosinus  directeurs,  par  rapport  aux  axes 
mobiles,  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la  tiiiiormale, 
et  en  désignant  par  B  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x  mo- 
bile, on  a 

a  =  cos  0.  3=sin6,         y  =  o. 


(')  Voir,  en  particulier,  L.  Iîaffy,  Étude  sur  les  sur/aces  imaginaires  de 
Monge  à  lignes  de  courbure  confondues  {Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France, 
t.  XXXVI,  1908,  p.  i5o). 

19- 
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On  en  lire,  en  lenanl  comijle  de  (4), 

a'         dn.         m,  ttj,  ,  •    û  ^^        /-  r,        -      ■    i,       ■    h 

—  =  —-  H -y ;-  t  —  —  SI  no  -; (/.i  cosO  -t-  A,  «inO  )  .*>mO. 

n        as         as  '        as  as 


Jî'  _  cri        TTr,  ro,  „  dd 

~^  ^  ~  TFs 


CI  j  TTTs  Toi  a  "''  /^  r>  -         •      r  a 

-7-  -, —ce  —  — -Y  =  cos  \)  — r-  (  Al  cosa  -+-  Ao  sinO  )  cosO. 


R  -   ^.v  ^  r/5  '^        f/.s  «  -  .-       ^^      • 
Par  suite,  on  a 

-—  =  0  —  «e-'o,  ■^—  =^  -y-  -:-  Al  cosO  +  A.>  «m  0. 

n,;        '  K^        as 

On  a  ainsi  la  signification  géodésique  de  c,  (jni  est  la  demi- 
courbure  moyenne  de  la  surface.  L'indicatrice  a  pour  équation, 
dans  le  plan  langent  à  la  surface, 

p (  3"-  -(-  j>--  )  —  i{x  ^  iy  ,)-=!. 

L'invariant  0  reste  constant  tout  le  long  d  une  même  génératrice, 
comme  le  montre  la  formule 

do  =  —  2(Xi  -i-  îÀ»)  (wj  H-  /0J2). 

Si  l'on  porte  sur  la  normale  à  la  surface,  à  partir  de  M,  une  lon- 
gueur égale  à  -■>  on  obtient  un  point  Pqui  reste  le  même  lorsqu'on 
se  déplace  sur  la  génératrice.  La  splière  de  centre  P  et  de  rayon  - 

se  raccorde  avec  la  surface  toutlelongde  la  génératrice.  Le  lieu 
du  point  P  est  une  courbe  (F),  dout  lare  infiniment  petit  a 
i)Our  projections  sur  les  axes  mobdes 

I 


?  9 


ou  encore 


-  (wi -(- ioj.,  ),  (cuj -I- ;(.o.,  ).  a-; 

9  9  9 

on  voit  que  -  est  l'arc  de  cette  courbe.  Cette  courbe  (  V )  est  minima 
si  0  est  constant.  La  surface  est  l'enveloppe  (ou  plutôt  une  des  deux 
nappes  de  l'envelopi^e)  de  la  sphère  de  ravon  -  dont  le  centre  dé- 
crit la  courbe  (T). 
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Ij'invari.inl  p  esl  aussi  égal  à  • —  t'  ^"  tli'sii;iiaiil  le  piirainî-lic  de 
(lislnbiit ion  ilc  la  génératrice. 

Les  invariants  Â,  et  Xo  sont  les  coiirldii-es  géodésicjnes  des 
<'onrl3es  toj^o  et  (o,=o. 

Les  SMiCiices  ponr  lesquelles  p  est  nnl  sont  les  cylindres  à  géné- 
ratrices    isotropes.     Celles    pour  les(|ueiles    0    est   conslanl,    ainsi 

(|ite  ),' A-  soni  des  liélicoïdes  engendrées  en   inipiiinant  à   nnt- 

droite  isotrope  donnée  nn  nionvemenl  héiicoïd.d  ;  cdinme  cas  par- 
li(uilier,  on  peut  avoir  la  surface 

'1  i          •!  \ 
a-  —  t  y  =  —  u > 

p  p- 

J  =    -tu- /.  H . 

1  p 

•^  6    '  > 

où  les  paramètres  sont  u  et  a. 

D'une  manière  générale,  les  relations  entre  les  invariants  étant 
connues,  on  aura  la  surf.ice  en  intégrant  le  système  difTérenliel  de 
Lie  [(1)  (\  II)],  où  Ton  aurait  remplacé  w,  et  oJo  par  deux  expres- 
sions de  Pfaft  satisfaisant  aux  relations  (7").  w,(  par  <>;  m,,  ttî^,  m^ 
par  leurs  valeurs  tirées  de  (4)- 

X. 

II.  Passons  maintenant  au  second  grand  cas.  où  les  exjjres- 
sions  o>,,  Wj.  coj  sont  liées  par  la  relation 

(1)  Oii  -H  ?'a>2  =  o  ; 

dans  ce  cas,  le  ds-  de  la  surlace  est 

{1)  ds"-  =  loj  4-  eu;  -i-  b^l  =  to'j. 

c'est-à-dire   est  un   carré   parfait.  La  surface  est  une   {lévelo|)p;»l)le 
isotrope. 

Les  formules  (i)  (VIII)  donnent  ici 

de  sorte  que  TS^  -\~  ia^-^  est  une  combinaison  linéaire  de  dl  ^  cl  dl-/- 
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I;i   posilion  de  la  ligure  F  correspondaiiL  à  un   point  donné  M  de  la 
siirlace  ne  dépend  |)lus  que  de  deux  païamèti'es. 
Comme  on  a,  d'aj)rès  les  fonnidos  (^)  (VII), 

on  doil  avoir 


Or 


(3) 


par  suile 


0)  ,  =  M;i  Wo  —   «  f'J  1  ^3 , 
tOj  =  ilùi  (TiJ|  -^  f  ^2)7 

73,  =  TïTi  TTT3, 
\     TjJ  -j  =   TU»  ^  I  • 

0103=  o; 


OA    = ITîTj  A. 

Le  coefficient  A  est  donc  soumis  à  un  groupe  à  un  paramétre, 
et  l'on  peut  toujours  disposer  de  ce  paramètre  de  manière,  si  A 
nest  pas  nul,  à  le  rendre  égala  i.  On  a  donc  deux  cas  à  distin- 
guer : 


II I .    Si  A  =  o,  on  a 


Toi 


et  la  position  de  la  figure  F  dépend  de  deux  paramètres  arbitraires. 
Il  n'y  a  plus  aucune  parlicularisation  possible  pour  la  j^osilion  de 
celle  figure.  Toutes  les  surfaces  pour  lescpielies  A  est  nul  sont 
congriientes,  et  chacune  d'elles  admet  un  groupe  de  déplacements 
à  quatre  paramètres;  la  structure  de  ce  groupe  est  délinie  par  les 
lormules 

Ut),  7553, 


(4) 


(xi  ^  =  JWjCTj 

w'^  =  O, 

TU  j  =  i  77T;j  Tï!| 

73',  =  O. 


Les  composantes  du  déplacement  instanlané  de  la  figure  mobile 
sont  ici 

tOl,        «OJi,        W3;        73|,        iTTT,,        733. 


Les  surfaces  en  question  sont  \es  plans  isolropes. 
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IFo.    Supposons  rnainlenanl 

(5)  TIT,-t-  iCT2=  w;,; 

on  a  alors 

En  tenant  compte  de  la  fonmile  (5),  les  équations  (3)  donnent 

Wj(TO3-r-  tO,)   =  o; 

d'où  Ion  lire 

(6)  ^3  = W|-f-pOJ3. 

La  position  de  la  figure  mobile  ne  dépend  plus   maintenant  que 
d'un  paramètre.  On  a  d'ailleurs 

,    •    S 
0TÏT3  =  -+-  lin i  W3, 


OW]  =  iCTi  (.O3, 

80)3  =  o; 


d'où  l'on  tire 


Le  coefficient  p  est  donc  un  in\ariant.  La  formule  (6)  donne 
d'ailleurs,  en  tenant  compte  des  équations  (3), 

dp  ^=  —  2  «  0  (0 ,  -r-  B  0J3  : 
et  l'on  a 

oB  =  — 2ro'^p. 

Gela  étant,  il  y  a  encore  une  subdivision  à  faire,  suivant  que  0 
est  nul  ou  non. 

ll^a.  Si  p  =  o,  la  position  de  la  figure  F  dépend  en  cbaque 
point  d'un  paramètre.  La  surface  admet  un  groupe  de  déplace- 
ments à  trois  paramètres  dont  la  structure  est  définie  par  les 
formides 

O)  ,   =^   f  W3CT], 

1O3  =  iioi  0J3, 

77T  I  =  —    î  (Oi  77T]  -(-  f  lOi  OJ3. 

La  surface  est  un  cône  isotrope  et  le  groupe  est  celui  des  rota- 
tions autour  d'un   point  fixe. 

IL^.    Si  p  n'est  pas  nul,  on  peut  parliculariser  la  position  de  la 
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fjgure  F  de  manière  à  annuler  B;  on  a  alors 

(7)  dp  =  —  2ipW|. 

(ielle  dernière  équation  donne,  en  tenant  compte  de  (3), 

(8)  CTl  =  —  p(jO,-i-p'(03, 

ce  cfiii  introduit    un   nouvel    invariant    0'.    On   a,    par  un  procédé 
analogue, 

dp'  =   t(p--f-  I  —  2p')tMi-\-   p"w3, 


(9)  j    ^  "  o  •    " 

(     «p     =  610    Wj-t-p     0)3, 

et  ainsi  de  suite.  Chaque  dérivation  donne  un  invariant  nouveau. 
On  a  d'ailleurs 

a»',  =  o, 

{O3  =  iix>x  0)3 , 
(8')  y  Tnj  = —  pwi-i-  p'w3, 

7^2  =  —  ipMy  -H  i(  p' —  1)103, 

ZÏJ3    =  tOj  -7-  PW3. 

Si  p'  est  une  fonction  de  p,  on  a 

,       I  \ 
p  =  -(i—  p2)-+-ap; 

sinon  l'on  a 

Si  p  n'est  pas  nul,  la  surface  est  une  développable  dont  l'arèle 
de  rebroussemenl  est  une  courbe minima  (développable  isoli^ope); 
les  génératrices  sont  données  par  l'équation 

t03  =  o. 

En  effet,  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  une 
courbe  (1)3  =  0  sont,  par  rapport  au  trièdre  mobile,  (1,  «',  o);  or,  la 
vitesse  du  vecteur  (i,  f,  o)  a  pour  piojeclions  sur  les  axes  mobiles 

tl!T3  ^   t  Wi ,  7IÎ3  =  —  (JÛj ,  TTTi  t  —  TS-x  =   O  ', 

autrement  dit,  ce  vecteur  est  fixe  en   direction.    Si  l'on  recberche 
le  point  de  contact  P  de  la  génératrice  avec   l'arête  de  rebrousse- 
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ment,  on  trouve  qu'il  a  pour  coordonnées  relatives 
(10)  (t,  -  I,  o). 

L'étude  de  la  courbure  et  de  la  torsion  des  courbes  tracées  sur 
la  surface  et  passant  par  un  point  donné  M  conduit  à  des  résultats 
intéressants.  Désignons  par 

a.       ^,       Y, 

«',    P',    t'- 

a",     3',     y" 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et 
de  la  binormale,  rapportées  aux  axes  mobiles  ;  par  ^  et  ^  la  cour- 
bure et  la  torsion.  Comme 

on  peut  prendre 

ds  =  CO3  ; 

nous  poserons  alors,  pour  une  des  courbes  considérées, 

ojj  =  f/ W3  =^  u  ds. 
On  a  alors 

a  =:  u,         ^  =  lu,         Y  =  I  ; 

par  suite,  en  se  servant  des  formules  (8'), 

1    3t'        doL         Wi         m-i  ws  „        du        .    ,  .  .     , 

,        ,      '     S'  rf3  «OJi  CJj  TTTi  .du 

^         j  R         ds         ds         ds  ds  '  ds  '  ' 

R        ds         ds         ds  '         ds 
Lorsque  u  est  donné,  les  formules 

montrent  que  le  lieu  du  centre  de  courbure  est  une  droite  minima 
dont  les  équations  sont 

(12)  \  ■^ 

(  z -+- u{x -r-  ly)  =  o. 
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Lorsque  u  varie,  ces  droites  minima  engendrent  le  cône  iso- 
Iropc  dont  l'équalion  est 

(i3)  (X  -\-  iy){x  —  iy  ~  i)  ^   z^  =  o. 

Ce  cône  a  pour  sommet  le  point  M| 

ce   point  M,   est   le  milieu    du    segment    PM.   On  arrive  donc  au 
tliéorcme  suivant  : 

Si  l'on  considère  une  déieloppable  isotrope  et  un  de  ses 
points  M,  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  courbes  tracées 
sur  la  surface  et  passant  par  le  point  M  est  la  sphère  de  rayon 
nul  ayant  son  centre  au  milieu  du  segment  qui  joint  le 
point  M  au  point  de  contact  de  la  génératrice  avec  l'arête  de 
rebroussement. 

L'étude  de  la  torsion  conduit  de  son  côté  à  un  théorème  très 
remarquable.  En  efTel,  le  calcul  de  a",  ,3",  r"  donne  immédiate- 
tement  en  partictdier 

(14)  a"-hf[3"=R,         y"  =  — «R; 

or,   si    nous    appliquons    le    troisième    grou|)e    des    formules   de 
Frenel,  nous  obtenons 


T  ds  ds  '  ds 


ou  eucoie,  d'après  (  i  i')  et  (  1 4), 

i\\        dK        .                                    d\\ 
TT"  =  -: ï-  M  0  —  «)R  -1-  taR  =  — i-  io  R. 

i  ds  '  '  ds  ' 

Ou  a  donc  la  formule 
,    -  .  dR  i 

Pour  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et  passant  par 
un  point  donné,  l'expression  i  vr-r  —  rr:  a  la  même  valeur,  et 
cette  valeur  est  l' invariant  p  relatif  au  point  considéré. 
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L'invariant  p'  peut  aussi  s'exprimer  en  fonction  de  la  cour- 
bure —  ,  de  la  torsion  =;  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  l'arc  de 
courbe  quelconque  passant  par  M.  La  formule  (^)  donne  en  effet 

i    do 


•2  G  ds 


or  les  formules  (11)  donnent 


I  .du          ^       ,  , 

777  =  —  2  f  — ; — h  «<2  —  4  P  «  +  2  0  —  I  ; 
H 2  ds  '  ' 


d'où   l'on  lire 


,   „ .  ,  I  i   d-  0  5    /  do\-  .do 

le  second  membre  de  celle  formule  a  donc  la  même  valein-  /lour 
toutes  les  courbes  passant  par  M. 

Enfin,  si  nous  rem;irquons  que,  d'après  les  formules  ('7)  et  (9), 

l'invariant  — —  a  la  mênu"  valeur  tout  le  long:  d'une  ffénéra- 

trice,  nous  arrivons  au  théorème  suivant  : 

Si  l'on  considère  une  courbe  r/uelconque  tracée  sur  la  sur- 
face et  son  point  d^ intersection  M  avec  une  génératrice  déter- 
minée .^  r  expression 


I 

I     d-p    ^      5     f  dp\-       li  dp 
p-    ds-         4  p^  K'^s  /          p    ds 

. 

iV^ 

oii  p  est   égal    à  i-^—j „,'  ne  dépend  que   de  la  génératrice 

considérée^  mais  nullement  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface. 

Si  l'on  définit  la  surface  comme  le  lieu  des  tangentes  à  la  courbe 
minima  dont  les  équations  sont 

■r,=   f'-^f(t)dt, 

K=f       tfindt, 

c'est-à-dire  si  l'on  expiinie   les  coordonnées  absolues  d'un  point 
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de  l;i  surface  par  les  formules 

1  —  r- 


Y=  f  l—Jlf(t)dt-^ 
Z  =  |*  tf{t)dt-^tv, 

on  trouve,  par  des  calculs  sans  difticullé,  les  cosinus  directeurs  du 
trlèdre  mobile  attaché  à  clia(|ue  point  de  la  courbe. 
On  a,  pour  l'axe  des  x  : 


.  ,     i        i  (  f      fy- 

2  2  P    \  2/  V  I 


V  -i  V      \  'if  V  I  2  t^   \  if  V 

2  t"      \  2/  V  j  IV    \1J  Vf 

pour  l'axe  des  y  : 

2  IV   ^2/  V  I 

h"  = 
pour  l'axe  des  z 


2  ('     V  2y  V  I  IV   \  2  /  K'  I    ' 


c  —  ic'  =  It  -{-  <2  (  — _  _j_  ^  )  , 
C    =-l~t\  Z-j^  Z 

■if  V 


On  a  ensuile 

2/                         (' 
OJj  =:  V   dt, 

?  = 

if 

2p'—  I  +  p2=    -^i ^ 

1'  -1 

Enfin,    les    deux    paramèires    différentiels    qui    permettent  de 
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déduire  de  chaque  iavarianL  I  deux  autres  invariants  dérivés  sont 

.    d\  f_  01        I   dï 

(JV  if    r)i>  V    (Jt 

On  remarquera  que  l'orientation  du  trièdre  mobile  est  bien  dé- 
terminée, sans  ambiguïté  de  sens. 

XI. 

En  résumé,  comme  on  le  voit  par  les  développements  précé- 
dents, les  formules  de  structure  (4)  (VU),  jointes  au  fait  que  les 
coordonnées  ^,,  ^O'  Ç.t  d'un  point  de  l'espace  sont  les  intégrales 
premières  des  équations 


fournissent  tout  ce  qui  est  nécessaire  et  suffisant  pour  former  en 
quelque  sorte  le  cadre  de  la  classification  des  surfaces  de  l'espace 
vis-à-vis  du  groupe  des  déplacements.  Cela  s'applique  d'ailleurs  à 
un  groupe  quelconque  :  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les 
équations  finies  du  groupe,  ni  même  ses  transformations  infinité- 
simales, pour  former  ce  cadre.  Elle  s'appliquerait  d'ailleurs  de  la 
même  manière  à  la  classification  d'autres  êtres  géométriques  que 
les  surfaces  (congruences  de  courbes,  complexes  de  courbes, 
équationsaux  dérivées  partielles,  etc.).  Cette  méthode  est,  comme 
on  l'a  vu,  identique  au  fond  à  celle  que  la  théorie  du  trièdre  mo- 
bile est  susceptible  de  fournir  dans  la  classification  des  courbes  et 
des  surfaces. 

Une  fois  \e  cadre  formé,  si  l'on  veut  en  remplir  les  cases,  c'est- 
à-dire  déterminer  pour  chaque  type  de  variétés  un  représentant,  les 
ormules  de  structure  (4)  (VII)  ne  suffisent  plus  :  il  faut  faire  in- 
tervenir le  système  difTérentiel  de  Lie  (i)  (  VII)  [ou,  pour  un  groupe 
quelconque  (i)  (V)]  et  intégrer  ce  système.  Pour  cela,  il  faut  con- 
naître les  transformations  infinitésimales  du  groupe.  C'est  ainsi  que, 
connaissant  la  courbure  et  la  torsion  d'une  courbe  gauche  en  fonction 
de  l'arc,  on  a  cette  couibe  par  l'intégration  d'un  système  de  Lie. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  s'étend  aux  groupes  infinis,  mais 
sans  qu'on  puisse  naturellement  s'appuyer  dans  ce  cas  sur  l'ana- 
loffie  avec  la  théorie  du  trièdre  mobile. 
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supérieures.  In-8,  736  p.  Paris,  Gauthier- Villars.  xb  fr. 
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PAINLEVÉ  (Paul)  et  BOREL  (Emile).  —  L'Avl\tion  {Nouvelle  Collection 
scientifique^  dirigée  par  M.  Emile  Borel),  3*  édition,  in-i6,  Sa  gravures 
dans  le  texte,  vin-266  pages.  Paris,  Félix  Alcan,  10  avril  1910. 

L'Ouvrage  de  MM.  Painlevé  et  Borel  sur  VAiiation  a  notam- 
ment pour  but  de  donner  la  description  de  l'aéroplane,  les  prin- 
cipes essentiels  de  son  fonctionnement,  les  formules  théoriques 
qui  sont  de  précieuses  indications  et  que  l'expérience  modifiera. 
En  même  temps,  les  auteurs  n'ont  pas  négligé  de  faire  con- 
naître les  principaux  essais  relatifs  au  vol  du  plus  lourd  que 
l'air. 

M.AL  Painlevé  et  Borel  présentent  d'aboixl  un  historique  atta- 
chant des  essais  que  des  hommes  hardis  ont  faits  pour  arriver, 
souvent  au  péril  de  leur  vie,  à  s'élever  dans  l'air,  s'y  soutenir,  s'y 
diriger.  Ils  montrent  que,  si  l'homme  vole  aujourd'hui,  c'est  parce 
que  l'Anglais  Cajley  a  donné  en  1809  la  première  théorie  complète 
de  l'aéroplane;  que  le  Français  Penaud  a  démontré,  en  18^0, 
avec  son  aéroplane-joujou,  qu'une  hélice,  mue  avec  une  force 
suffisante,  pouvait  propulser  un  aéroplane;  que  l'Allemand  Lilien- 
thal,  par  de  dangereuses  expériences,  de  1891  à  1896,  a  prouvé 
qu'un  habile  pilote  pouvait  diriger  un  planeur  propulsé  et  atterrir 
presque  sans  danger.  Aussi,  dès  que  fut  trouvé  le  moteur  léger, 
divers  constructeurs,  notamment  les  ingénieurs  français  Voisin  et 
Blériot,  les  frères  Wright  en  Amérique,  ])arvinrent-ils  à  surmonter 
la  plu|)art  des  difficultés  qui  séparent  la  conception  scientifique 
de  la  réalisation  industrielle. 

Par  une  étude  approfondie  du  vol  des  oiseaux,  les  auteurs  ont 
montré  que  la  sustentation  de  ces  derniers  est  due  à  leur  vitesse. 
Us  ont  sulfisamment  parlé  des  appareils  nommés  orthoptères  et 
ornithoptères.  Ils  ont  insisté  sur  les  hélicoptères  dont  le  prin- 
cipal avantage  est  de  s'élever  verticalement  et  ensuite  de  rester 
immobdes  en  un  poste  d'observatiou,  ce  qui  est  utile  en  temps 
Bull,  des  Sciences  niat/ié/n.,  2°  série,  t.  WXIV.  (  Décembre  19 10.)       20 
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de  guerre.  Ils  n'oiil  pas  oublié  les  ccrfs-volanls  et  les  planeurs, 
qui  sont  les  prt'-eurseurs  de  l'aéroplane  à  nioleur,  ou  simplemeni 
aéroplane.  Enfin  ils  ont  tenu  à  bien  mettre  en  évidence  que 
l'élude  expérimentale  des  planeurs  a  eonduil  à  la  construction 
des  types  d'aéro|)Ianes  qui  sont  arrivés  à  voler. 

DuCba|)itre  IV  au  Chapitre  VII,  MM.  Painlevé  et  Borel  se  sont 
uniquement  occupés  des  questions  multiples  relatives  à  l'aéro- 
plane. Après  avoir  insisté  sur  l'analogie  qui  existe  entre  cet  appa- 
reil et  l'oiseau  et  montré  l'avantage  des  grandes  vitesses,  ils  ont 
décrit  les  principaux  types  d'aéroplanes  :  les  biplans  Wright 
(décembre  iQoS,  octobre  1908),  Voisin  (juillet  1909),  Farman 
(mars  1910),  Sommer  (avril  1910),  et  les  monoplans  Blériot  (tra- 
versée de  la  Manche  le  20  juillet  1909);  Latham  (décembre  1909), 
sont  présentés  avec  de  très  intéressants  détails.  Les  auteurs  mon- 
trent que  l'hélice  donne  la  propulsion,  que  le  plan  incliné  souffleté 
l'air,  que  l'aéroplane  est  soulevé  par  suite  de  la  résistance  de  l'air 
et  vole  tant  que  sa  vitesse  est  suffisante.  Ils  entrent  ensuite  dans 
des  considérations  techniques  sur  les  conditions  de  stabilité  laté- 
rale et  longitudinale  de  l'aéroplane,  font  l'étude  approfondie  de  la 
stabilité  de  gyration,  du  vol  en  trajectoire  circulaire  et  des  virages. 
La  loi  du  sinus  est  étudiée  à  fond  avec  son  application  au  vol  des 
oiseaux  et  surtout  à  l'aéroplane,  dont  les  diverses  utilisations, 
notamment  au  point  de  vue  militaire,  sont  indiquées  en  détail. 

Dans  la  partie  imprimée  en  gros  caractères  se  trouvent  les  for- 
mules qui  peuvent  être  établies  élémentairement.  Quant  aux  autres 
formules  (|ui  complètent  la  théorie  de  l'aéroplane,  elles  sont  am- 
plement expliquées  dans  une  Note  imprimée  en  petit  caractère  et 
qui  occupe  le  tiers  de  tout  l'Ouvrage.  Une  seconde  Note  contient 
l'exposé  des  principes  élémentaires  de  Mécanique  auxquels  il  a 
souvent  été  fait  allusion  dans  le  cours  du  Livre. 

Comme  MM.  Painlevé  et  Borel  ont  eu  le  soin  de  répartir  en  des 
Chapitres  nettement  délimités  la  description  des  appareils  et 
l'établissement  des  formules,  ils  sont  arrivés  à  présenter  un  Ouvrage 
qui  peut  être  facilement  parcouru  par  les  personnes  désireuses 
d'avoir  nne  idée  précise  du  problème  de  l'aviation,  et  qui  con- 
stitue nn  précieux  guide  pour  les  constructeurs  d'aéroplanes. 

Eu.  L. 
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MELANGES 


UN  PEU  DE  GEOMETRIE  A  PROPOS  DE  L'INTÉGRALE  DE  POISSON; 
Pau  m.   Gaston  DARDOUX. 


Il  s'agira  dans  cet  arlicle  de  la  célèbre  intégrale 


i~  .1        K-  -H  p-  —  2  R  0  co 


p"-  )  c/w 


où  0  el  y.  désignent  les  coordonnées  polaires  d'un  point  situé  à 
l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R  qui  est  décrit  de  l'origine  des 
coordonnées  O  comme  centre.  On  sait  que  cette  intégrale  se 
pi'ésente  à  la  fois  dans  la  théorie  des  fonctions  harmoniques  et 
dans  celle  des  séries  trigonomélriques.  Sans  avoir  la  prétention 
de  donner  des  résultats  essentiellement  nouveaux,  nous  allons 
essayer  de  montrer  comment  l'emploi  de  la  Géométrie  permet  de 
démontrer  avec  facilité  ses  propriétés  les  plus  importantes. 

(Considérons  d'abord  une  fonction  harmonique  V,  assujettie  à 
demeurer  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  à 
l'intérieur  du  cercle  (C)  de  ravon  R.  Si  Ton  désigne  [)ar  ^.'-y  la 
fonction  de  Green  relative  au  cercle  (C)  et  au  point  A,  c'est-à-dire 
une  fonction  harmonique  assujettie  à  devenir  nidie  sur  le  cercle, 
à  rester  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières  à  l'inté- 
rieur du  cercle,  sauf  pour  le  point  A,  pour  lequel  elle  sera  de  la 
forme 

log h  fonction  continue, 

'X 

7\  désignant  la  distance  an  point  A,  on  aura,  comme  on  sait, 

■i  -  Jy  du 

V(j   étant   la  valeur  que   prend   V   sur    le   cercle   au   point  Al  du 
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contour,  de  coordonnc-es  R,  o)  et  le  symbole— r-^  si"ni(ianl  la  dérivée 
de  g\  prise  au  point  M  par  rap|)ort  à  la  normale  inlérieiirc  au 
contour. 

Or  on  connaît  la  fonction  de  Green  relative  à  un  cercle  et  à  un 
point  quelconque  silin''  à  l'intérieur.  Si  lOii  a>soeie  au  poiut  A  le 
point  Ay  conjugué  de  A  [)ar-  ra|)poit  au  cercle,  un  sait  cpiou  a 

MA  ÔÂ  ' 

M  désignant  un  point  quelconque  du  cercle.  De  là  résulte  que,  si 
l'on  pose 

(2)  OA  =  s.         OAo=— , 

P 

la  fonction  de  Green  relative  au  cercle  sera 

(3)  *'^='-s(^K 

/•^,  r^   désignant  les  dislances  du  point  M  aux  |)oints  A,  A^. 
Comme  on  a,  pour  le  point  M, 

(  4  )  '"A  =  H 2  -;-  c2 2  R  c  cos  (  co  —  a  ), 

la  dérivée;  par  r:ipj)ort  à  la  normale  intérieure,  qui  sera  évidem- 
ment la  dérivée  pu-  rapport  à  R  changée  de  signe,  nous  donnera 

drx  .,  , 

(la  ' 

l>  0 

Pour  f\  ,  il  suffira  de  changer  p  en  —  »  ce  qui  donnera 

Ces  deux  formules  permettent  de  calculer -^  et  conduisent  à  la 
formule  suivante 


(Ri—  s2)</c, 


■2  R  p  cos(  oj  —  a) 
(pii  est   fondamentale  dans  la  théorie  des  (onctions  harmoniqucî 
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el  pei-met  d'en  dénionlrer  plusieurs  propriétés.  Par  exem|)le,  elles 
sont  analytiques  el  peuvent  être  diiïérentiées  jusqu'à  un  ordre 
quelconque,  etc.  INous  allons  montrer  d'abord  comment  on  peut 
encore  l'établir,  en  la  rattachant  à  une  formule  beaucoup  plus 
simple,  donnée  par  Gauss. 

L  illustre  géomètre  a,  en  effet,  établi  un  cas  particulier  de  la 
formule  (5),  celui  où  le  point  A  se  trouve  au  centre  du  cercle  et 
où  l'on  a,  0  étant  nul. 


((i) 


^o=—  f    V, 


cIm 


Celte  l'elation  exprime,  en  langage  ordinaire,  que  la  valeur  de  la 
fonction  harmonique  au  centre  ilu  cercle  est  lamoycnne  arithmé- 
tique des  valeurs  qu'elle  prend  sur  le  cercle.  Et  elle  se  démontre, 
comme  on  sait,  très  aisément. 


Fis.  1. 


Admettons-la.   Nous  voyons  {fig.   i)  que  la   fonction    pour   le 
point  O  aura  pour  valeur 

(7)  ^'«=1=   f"\yvd.Ami, 


quand  le  point  M'  parcourra  le  cercle  dans  le  sens  direct. 

Cela  posé,  faisons  une  inversion  de  pôle  Aq  el  de  mo- 
dule AoA  X  AqO.  Celle  inversion,  on  s'en  assure  aisément,  trans- 
formera le  cercle  (C)  en  lui-même;  car  on   a 


(8) 


AqA.AoO  =  xVoO'  — R2. 
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iJc  plu-',  elle  fera  venir  le  point  O  en  A  el  le  [)oint  M'  en  un  autre 
|)oinl  M  du  cercle. 

Or.  comme  toute  transformation  conforme,  l'inversion  trans- 
forme une  fonction  liarmonif|ue  relative  à  un  point  en  une  fonction 
harmonique  relative  au  point  qui  lui  correspond.  Donc  la  for- 
mule ('j)  deviendra 

Va=  -^    f  \yi  cl.  AOM. 

Mais  Ja  première  intégrale  ayant  été  prise  dans  le  sens  direct, 
celle-ci  devrait  être  prise  dans  le  sens  inverse;  car  les  mouve- 
ments de  M  et  de  M'  se  font  évidemment  en  sens  contraires.  Si 
donc  on  veut  rétablir  le  sens  direct,  il  faudra  écrire 


(<)) 


Va=-^  f    'Vm^/.(-AOm), 


Or  prenons  les  svmélriques  M,,  M',  de  M'  et  de  M  par  rapport 
au  diamètre  OA  Aq.  D'après  la  théorie  des  polaires,  les  droites  MM( 
etM'iM',  se  croiseront  en  A;  les  angles  M'OA,  M,OA  étant  égaux 
en  valeur  absolue,  on  aura,  en  grandeur  et  en  signe, 

—  AOM'=  AOMi=io'; 
et  la  formule  (9)  deviendra 

w'  étant  délîni  comme  l'angle  polaire  du  point  où  la  droite  AM 
vient  couper  de  nouveau  le  cercle  (C). 

Cette  forme  si  simple  de  l'intégrale  jouera  un  rôle  fondamental 
dans  notre  analyse.  On  peut  encore  la  rattacher  comme  il  suit  à 
la  formule  de  Green. 

Reprenons  l'expression  de  ^^.  Si  Ton  désigne  par  z-,  a.  a'  les 
valeurs  de  l'affîxe,  c'est-à-dire  de  la  variable  x -i- ij'  pour  un 
point  M  et  pour  les  points  A,  Aq,  la  fonction  de  Green  est,  à  une 
constante  réelle  près,  égale  à  la  partie  réelle  de 


loj 


La   partie   imaginaire    de  cette   fonction    est    aisée   à   trouver. 


On  a 
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ÀM,0^,  AqMjO^  désignant  les  angles  de  AM,  AoM  avec  Ox. 
Donc  la  partie  imaginaire  de  q\  sera 

AoM,  Ox  —  AM,  Ox  =  AMAo. 

Comme  la  dérivée  de  la  partie  réelle  d'une  fonction  suivant  une 
direction  quelconque  est  égale  à  la  dérivée  de  la  partie  ima- 
ii;inaire  suivant  la  direction  faisant  avec  la  première  l'anirle  +— > 
on  aura  ici 


ce  qui  donne 

(I') 


=-^/^^" 


f/.AMAu, 


Mais  si  Ton  associe  le  point  iM  au  point  M,  on  établira  aisé- 
ment la  relation 

âm.âm;=âô.aâ;. 

Par  conséquent,  les  deux  triangles  AMAq,  MiOA  sont  semblables 
et  l'on  a 

AMAo  =  AOM  1- 

Si  Ion  désigne  par  oj'  la  valeur  de  Tangle  AOM,,  pris  avec  son 
signe,  on  retrouve  bien  la  formule  (10). 

Cette  formule  va  nous  permettre  de  résoudre  sans  calcul  la 
(Question  la  plus  essentielle  relative  à  l'intégrale  de  Poisson. 

Supposons  que,  dans  cette  intégrale,  V^  soit  une  fonction 
choisie  arbitrairement.  L'intégrale  définira,  cela  est  aisé  à  démon- 
trer, une  fonction  harmonique,  continue  à  l'intérieur  du  cercle, 
(^uand  le  point  A  se  rapproche  dun  point  B  du  cercle,  cette  fonc- 
tion harmonique  a-t-ellc  pour  limite  la  valeur  de  V  au  point  B? 
Ou,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  quelle  est  sa  limite? 

Pour  répondre  à  cette  double  question,  nous  supposerons  que 
la  fonction  Y ^,  généralement  continue,  puisse  être  discontinue 
en  certains  points;  mais  de  telle  manière  que,  si  elle  est  discon- 
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liniie  pour  une  valeur  Wq  de  to,  il  jait  une  limite  pour  V,„lorsque  o> 
lendra  vers  tOo  on  lui  reslanl  inférieure,  et  une  autre  limite  pour  V^ 
lorsque  w  lendra  vers  (Oq  par  des  valeurs  supérieures.  Nous  dési- 
gnerons ces  deux  limites  respectivement  par  Y„7  et  V,^. 

D'après  cela,  soit  B  un  point  du  contour  {fig.  2)  et  supposons 


que  A  tende  vers  B,  en  suivant  une  courbe  BH  qui  admette  une 
tangente  en  B.  Prenons,  de  part  et  d'autre  de  B,  deux  points  G,  C 
tels  que,  sur  BC,  V  diffère  de  \%  de  moins  de  s,  et  que,  sur  BC, 
la  difiérence  entre  V  et  V"ë  soit  également  inférieure  à  s. 

Soient  C|,  G',,  B,  les  points  où  les  droites  AG,  AG',  AB  vont  de 
nouveau  rencontrer  le  cercle. 

Nous  allons  décomposer  l'intégrale  en  trois  parties  :  l'une  rela- 
tive à  l'arc  GB,  G',  les  deux  autres  aux  arcs  G'B  et  BG. 

Pour  Tare  GB,G'  le  point  M,  décrit  l'arc  G)BG', .  Si  l'on 
appelle  •/]  cet  arc,  la  partie  de  l'intégrale  étendue  à  GB,  G'  est  plus 

petite  en  valeur  absolue  que  - — ^-j  M  étant  une  limite  supé- 
rieure de  V.  Gomme  vj  tend  évidemment  vers  zéro,  lorsque  le 
point  B  s'approche  de  A,  cette  partie  de  l'intégrale  tend  vers 
zéro. 

Pour  l'intégrale  étendue  à  G'B,  le  point  M,  décrit  Tare  G,  B,. 
Donc  cette  partie  de  l'intégrale  est  égale  à 


•2tcR 


mov.  Vj! . 
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De  même  l'Intégrale  sur  BC  est  égale  ù 

B,G, 


i-n:R 


moy.  Vu  , 


la    notation   mov.V  indiquant  une   valeur  intermédiaire  entre   la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  Y. 

Passons  à  la  limite,  et  supposons  que  B  vienne  en  A.  Le  point  B, 
vient  en  B',  à  la  seconde  intersection  de  la  tangente  en  B  à  la  tra- 
jectoire de  A  avec  le  cercle.  Les  intégrales  sur  C'B  et  sur  BC 
deviennent  , 


c'est-à-dire 


arcBGB',_  arcB'G,B^^+ 


-  Vr.     et     Vu  , 


a  étant  l'angle  que   fait  la  tangente  à  la  trajectoire  de  A  avec  la 
tangente  au  cercle  prise  dans  le  sens  direct. 
La  limite  de  l'intégrale  de  Poisson  est  donc 


"»' 


—  V  B  -f V  u  . 

Si    la  fonction   V   est   continue   en    B,    celte    limite    se    réduit 

Si  la  courbe  BH  est  normale  au  cercle,  elle  est  --(  V^  +  V^). 

Si  la  courbe  est  tangente,  elle  est  \^  ou  \  ^  suivant  que  a  est 
égal  à  0  ou  à  -. 

Il  n'j  a  pas  de  limite  si  la  courbe  n'a  pas  de  tangente. 

La  question  est  ainsi  complètement  élucidée. 

Je  laisserai  de  côté  tout  ce  qui  concerne  le  cas,  très  aisé  à 
traiter,  où  le  point  A  serait  à  l'extérieur  du  cercle,  pour  mon- 
trer que  la  forme  particulière  donnée  à  l'intégrale  de  Poisson 
permet  de  trouver  une  limiîe  supérieure  de  l'oscillation  de  la  fonc- 
tion harmonique,  c'est-à-dire  de  la  différence  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  à  l'intérieur  du  cercle,  en 
fonction  de  1  oscillation  sur  le  contour. 

Si,  en  effet,  on  considère  les  valeurs  de  la  fonction  harmonique 
pour  deux  points  A  et  B,  la  différence  des  valeurs  de  to'  relatives 
à    un   même   point  M   du  cercle  et   aux  deux  points  A,  B  sera  le 
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double  de  ranj,de  AMB  (/?^.  3),   On  aura  donc  la  formidc  très 
sim[)le 


(12) 


V„-V 


-U^" 


f/.AMB. 


Or  AMB,  qui  est  nul  pour  les  points  B,  et  A|,  a  deux  niaxima, 
nui  correspoudent  aux  deux  points  où  un  cercle  passant  par  A 
et  B  toucherait  le  cercle  (C).  Ces  deux  points  se  déterminent 
comme  il  suit  : 

Déterminons  sur  AB  le  point  P  tel  cpi'on  ait 

PÂ,FB  =  PÂT.PB7, 

et  menons  de  P  des  tangentes  PE,  PH  au  cercle  (C).  Les  points  E 
et  H  seront  les  points  demandés. 

Cela  posé,  décomposons  l'intégrale  à  évaluer  en  quatre  parties, 
relatives  respectivement  aux  arcs  A,E,  EB,,B,H,  HA,. 

L'intégrale  sur  A|E   sera,   d'après   un   tliéorème   connu,    égale 

à  -  AEB  OlL^i- V,  la  notation  Ole  ^^e^  indiquant  une  valeur  intermé- 
diaire entre  toutes  celles  que  prend  V  sur  l'arc  A|E. 

i^e  même  l'inlégrale  sur  EB,  est  égale  à AEB  DR^n  V. 


.Mï- LANfJES. 
L'intégrale  sur  B,H  est  égale  à  +  —  BHA.  '''l'Lij,!!^  • 

Celle  sur  HA,  est  égale  à  —  -  BHAOli^^nV  . 
Donc  l'intégrale  totale  aura  pour  expression 

(  Vb-  Va;  =      z  ^"eB  OUa.eV  —  ^  AEB  OILeiî.V 
-^  iAHBOHn.HV  —  -AHBOIla.hV. 
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D'après  cela,  si,  dans  les  intég^rales  diin  même  signe,  on  rem- 
place V  par  sa  valeur  maximum  M  et  dans  les  deux  autres,  V  par 
sa  valeur  minimum  m,  on  aura  évidemment 


I  V,;-  Va  I  <  — ^ —  V  AEB  +  AHBJ. 


M  —  r7i  est  roseillation  de  la  fonction  sur  le  cercle.  Si  on  l'appelle  D. 
on  aura 

I  Vp,_V^|<  -\^AEB-^  AHBJ. 

Tout  se  ramène  au  calcul  de  la  somme  des  deux  angles.  Ce 
calcul  serait  assez  long.  JMais  on  peut  l'éviter  ])ar  la  Géométrie. 

Remarquons  d'abord  cpie  AEB,  AHB  étant  respectivement  plus 

petits  cpie  A,EB|,  A|HB|,  leur  somme  sera  plus  petite  que  la 
somme  de  ces  deux  derniers  angles,  qui  est  évidemment  égale 
à  — . 

Si  donc  on  efTectue  une  inversif)n  dont  le  pôle  soit  le  point E,  le 
(juadrilatère  EABH  se  transformera  en  un  triangle  A'B'H'  dont 
l'angle  H'  sera  précisément  égal  à  la  somme  que  nous  voulons 
calculer;  car  on  a 

A'irB'=  A'Ii'II  —  IIH'B'=  EA'ir^  A'EH'4-B'Eir-+-EB'H' 
=  A'EB'+  AHE  -f-EHB 
=  A  EB  -^  AHB. 

Dans  celte  inversion,  le  cercle  (C)  et  le  cercle  circonscrit  au 
li'iangle  ABE,  qui  lui  est  tangent  en  E,  se  transformeront  néces- 
sairement en  deux  droites  parallèles  x' x  et  A'B'  :  l'une  indéfinie, 
l'autre  qui  contiendra  les  homologues  A',  B'de  A  et  de  B  {Jig.  4)- 


•296  PIIE.MIÈRK  l'Aimi:. 

Comme  le  cercle  ABHde  la  première  (igurc  est  tangent  en  H  au 
cercle  (C),  il  se  Iransloimera  en  nn  cercle  A'B'H',  langent  en  H'  à 
la  droite  x' x. 

FiK.  /,. 


11  faudia  donc  nécessaireiiienl  f|ne  le  liiangle  A'B'H' soil  isoscèle, 
et  l'angle  à  évaluer  deviendra  l'angle  A'H'B'. 

Si  Ion  prend  les  symétriques  A'^,  B|,  de  A'  et  de  B'  par  rapport 
à  a.'.r,  cet  angle,  cpie  nous  désignerons  par  '^a,  sera  déterminé  par 
la  formule 


(i3) 


tanira  = 


A'B' 


Pour  revenir  sans  calcul  à  la  figiiie  primitive,  rappelons  que  le 
rapport  anhainionique  des  distances  de  quatre  points  quelconques 
tels  f|ue  A,  B,  C,  D 

A(A.B,C,D>==^:|£ 

demeure  invariable,  quand  on  eileclue  une  inversion  quelconque. 
Essavons  donc  d'exprimer  a  à  Taide  (Tuii  de  ces  rapports  anliarino- 
niques.  On  ti'ouve  facilement 


(i4j 


Ms.' .  b;,  b',  a;)  = 


A'IV.A^B,'. 


A'A'    B'B' 


l.aiii;-a. 


Bevenons  maintenant  à  la  (igure  primitive;  A',  B'  reviendront  à 
leurs  |iositions  A,  B.  Quant  à  AJ,,  B,',,  ils  se  transformeront  res- 
pectivement dans  les  conjugués  Aq,  B,)  de  A  et  de  B  relativement 
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au  cercle  (C).  En  eflel,  A'et  Ay,  par  exemple,  considérés  comme 
(les  cercles  de  ravon  nul,  ont  leurs  points  d'intersection  sur  x' x^ 
donc  leurs  homologues  A  et  Ao  devront  se  couper  sur  le  cercle  (C), 
ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  de  deux  points  conjugués. 
Ainsi  Ao,  Bo  étanl  les  conjugués  de  A  et  de  B,  on  aura,  sur  la 
figure  primitive, 

,    /  AB. AnBn 

(ij)  langx  = 


V 


AAo.BBo 


Désignons  par  0,  o,  les  distances  de  A,  B  au  centre  O  de  (C), 
paru?  leur  distance;  on  aura 

ÂB  =  ^.  X;b;=  '-^^  AAo=  — —  p,  BBo=— —  oi, 


et,  par  suite, 

(16)  tanga  = 


Rf/ 


Ainsi,  nous  serons  conduits  à  l'inc-galilé 
(17)  I  V|!— \  A  I  < -^r»'*^  ^^" 


en  prenant  pour  l'arc  lang  la  détermination  plus  petite  que  —  • 

On  voit  cpie  l'oscillation  à  l'intérieur  du  contour  est  toujours 
inférieure  à  celle  qui  se  produit  sur  le  contour. 

La  formule  précédente  comprend  comme  cas  particuliers  quel- 
ques résultats  déjà  connus.  [*ar  exemple,  si  l'on  y  fait  C|  =  f>,  on 
trouve 

(18)  |Va-V„|<— arcsin|, 

Vo  désignant  la  valeur  de  \  au  centre.  Cette  inégalité  a  été  déjà 
donnée  par  M.  H. -A.  Schwarz. 

La  fonction  si  curieuse  qui  ligure  dans  l'inégalité  (17)  nous  a 
paru  mériter  d'être  étudiée.  On  peut  facilement  la  rattacher  à  une 
autre,  qui  se  présente  dans  la  Géométrie  non  euclidienne. 

On  sait  que,  si  l'on  fait  la  carte  d'une  surface  à  couibure  con- 
stante négative  dont  1  élément  linéaire  est  défini  par  la  formule 

as-  =  R2 ■—-  , 

y- 


9.98  p i\  1-: Al  h:  m-:  i'a  in  ik. 

sur  le  demi-plan  supérieur,  eu  lepréscnLanl  cliaque  point  de  la 
surface  par  le  point  de  coordoniKÎes  rectangulaires  x,y,\es  ligues 
géodésiques  de  la  surface  sont  r(;présentées  par  des  cercles  ajani 
leur  centre  sur  l'axe  des  x,  et  que  la  distance  géodésique  de  deux 
points  A,  B  est  le  logarithme,  multiplié  |)ar  R,  du  rapport  anhai- 
monique  des  deux  points  A,  B  et  des  points  C.  D  où  le  cercle  passant 
par  A  et  B  et  avant  son  centre  sur  O.r  coupe  cet  axe. 

D'après  cela,  revenons  à  la  (igure  cl  construisons  le  cercle  circon- 
scrit au  rectangle  AB  AoB„.  Soient  (>'  et  J)'  les  points  où  ce  cercle 
coupe  l'axe  des  x.  On  aura 

(19)  A(C\D\\\\V)  =  e''. 

0  désignant  la  distance  géodésnpic,  ou  non  euclidienne,  de  A'  <l 
de  B'.  On  trouve  lacilenient 

(20)  ctl(C',  D',  A',  H')=  tangï/'y  —  ^)  • 

Revenons  à  le  iigure  primitive;  R(C',  D  ?  ^  »  B')  se  transforme 
dans  le  rapport  R(C,  D,  A,  B),  G,  D  étant  les  points  où  le  cercle 
orthogonal  à  (G)  rencontre  ce  cercle,  et  la  distance  o  que  nous 
venons  de  définir  devient 

(21)  e''  =  ,fl(C.  D.  A,  B), 

se  transformant  ainsi  dans  la  distance,  évaluée  uniquement  à 
l'aide  du  cercle  (G)  (voir  Leçons  sur  la  tliéoine  des  surfaces. 
Livre  VII,  Gliap.  XI). 

En  rapprochant  les  deux  formides  (19)  et  (ao),  on  voit  que  la 
distance  ainsi  obtenue  0  sera  liée  à  notre  fonction  a  par  la 
relation 

ô 

e-^=  taiiu(  -  —  - 
\i        '^ 

qui  donne 

ô 
(■2a)  a  = ■>.  aro  tani^c"". 

Gette  relation  entre  la  fonction  a  et  les  distances  qu'on  ren- 
contre en  Géométrie  non  euclidienne  nous  a  paru  mériter  d'être 
signalée. 
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Au  reste,  en  employant  l'inversion  comme  nous  l'avons  fait 
plus  haut  pour  déduire  l'intégrale  de  Poisson  de  la  formule  de 
Gauss,  on  peut  encore  simplifier  la  démonstration  des  for- 
mules (i  5),  (  i^)  et  (22).  Supposons,  en  effet,  que  l'on  effectue 
une  inversion  dont  le  pôle  soit  extérieur  au  cercle  (C)  et  dont  le 
module  soit  égal  au  carré  de  la  tangente  menée  du  pôle  à  ce 
cercle.  Cette  inversion  transformera  le  cercle  (C)  en  lui-même; 
elle  transformera  également  les  points  intérieurs  au  cercle  en 
d'autres  points  intérieurs.  Supposons,  par  exemple,  qu'elle  fasse 
correspondre  le  point  M'  au  point  M  el  transportons  au  point  jM' 
la  valeur  V„  de  la  fonction  harmonique  en  M.  D'après  les  pro- 
priétés des  transformations  conformes,  V  deviendra  une  jonction 
harmonique  des  coordonnées  du  point  M'.  Puisque  à  un  point  M 
intérieur  au  cercle  (G)  correspond  toujours  un  autre  point  M' 
intérieur  et  vice  versa^  comme  un  point  sur  le  contour  se  trans- 
forme également  en  un  point  sur  le  contour,  on  peut  dire  que 
l'ensemble  des  valeurs  que  prend  la  fonction  harmonique,  soit  à 
l'intérieur,  soit  sur  le  contour  du  cercle  (C),  ne  sera  pas  changé 
par  la  transformation.  On  peut  donc  utiliser  l'inversion  de 
manière  à  donner  aux  points  A  et  B  une  position  qui  facilite  la 
démonstration.  Nous  allons  voir  qu'on  peut  la  choisir  de  telle 
manière  que  les  deux  points  A  et  B  soient  placés  symétriquement 
par  rapport  au  centre  de  (C). 

A  cet  efTel,  faisons  passer,  par  les  deux  [)oints  A  et  B,  le 
cercle  (C)  qui  est  orthogonal  au  cercle  (C)  et  contient,  par  suite, 
les  points  Ao,  By,  conjugués  respectivement  de  A  et  de  B.  Les 
droites  AB,  AoBq  vont  se  couper  en  P  {fig.  3)  sur  l'axe  radical 
de  (C)  et  de  (G'),  qui  est  la  polaire  par  rapport  à  (G')  du  centre 
de  (G).  De  ce  point  P  menons  des  tangentes  non  plus  au  cercle  (G), 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  mais  au  cercle  (G')  ^  el 
soient  E,,  H,  leurs  points  de  contact.  Sur  le  cercle  (G'),  le 
couple  (E),  H,)  divise  harmoniquement  à  la  fois  les  couples  (A,  B) 
et  (Ao,  Bq).  Les  points  E,,  H(  sont  conjugués  par  rapport  au 
cercle  (G);  de  sorte  que  la  droite  E|H,  va  passer  par  le  centre 
de  (G).  Supposons  que,  des  deux  points  conjugués  E,,  H),  ce 
soit  E|  qui  soit  extérieur  à  (G),  et  faisons  une  inversion  qui 
conservera  (G)  et  dont  le  pôle  sera  E|.  Le  cercle  (G')  se  transfor- 
mera en    une  droite    orthogonale  à  (G)    el,   par  conséquent,  les 
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transformés  H',,  A',  B'  de  H,,  A  et  B  seront  sur  un  diamètre 
de  (G).  Comme,  d'autre  part,  la  droite  E|H,  est  aussi  un  dia- 
mètre de  (G),  il  est  clair  que  le  transformé  H'j  de  H,  sera  sur 
deux  diamètres  et,  par  conséquent,  sera  le  centre  O  du  cercle  (G). 
h^nfin,  comme  E,,  H,,  A,  B  formaient  une  proportion  harmo- 
nique sur  (C),  les  points  homologues  ce,  O,  A',  B'  formeront 
une  proportion  harmonique  sur  la  droite  qui  les  contient.  G'est- 
à-dire  ([ue  les  deux  points  A',  B'  seront  placés  symétriquement 
par  rapport  au  centre  O  de  (G). 

Ainsi,  on  peut  ramener  le  cas  général  à  ce  cas  particulier,  qui 
est  facile  à  traiter;  car  si  A  et  B  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  au  centre  de  (G),  les  points  E,  H  de  la  figure  3,  seront 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  AB.  Les  angles  AEB,  AHB 
seront  égaux.  Et  en  désignant  l'un  d'eux  par  a,  on  trouvera  faci- 
lement 

(23)  tang^  =  |, 

x  désignant  la  distance  OA. 

On  a  ici,  d'autre  part,  en  désignant  par  G  et  D  les  points  où  le 
diamètre  AB  coupe  le  cercle, 

(a4)  e^=A(A,B,C,D,=  (i^)'. 

En  rapprochant  ces  deux  dernières  formules,  on  trouve 

(.,.5)  tang(-  — -^j  =e-''. 

On  a  également 


Ce  sont  les  formules  que  nous  avons  ohleuues  plus  haut  et, 
comme  rapports  anharmoniques  et  distances  non  euclidiennes  ne 
sont  nullement  altérés  par  l'inversion,  elles  s'appliquent  sans  mo- 
(lilicalion  au  cas  général. 
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Chazy  {J-)-  —  Sur  Jes  équations  dilTéreiilielles  du  second  ordre 
à  points  critiques  fixes.  (i38i-i384). 
A   '1880 

Koebe  (P.).  —  Fonction  polenlielle  et  tonclion  analjli(jue  avant 
un  domaine  d'existence  donné  à  un  nombre  quelcon(|ne  (fini  ou 
infini  )  de  feuillets,  (i  4  1<J-l4'î<^)• 
A  30-20 

Poîncai  é     (//.).     —    Les    ondes    herl/.iiMines    el    l'équation    de 
Freedliolm.  (1488- 1490). 
A  5030    0030        C  60'20 

Guicltard  (  C .).  —    Sur   les   eoni^rucnces    dont   les  deu\   suilaces 
locales  sont  des  quadriques.  (1  4y^>i  495))- 
A  S'iôô     8830 

DeniouUn  {A.).  —  Sur  les  surfaces  telles  que  les  courbures  i;éo- 
désiqucs  des  liynes  de  courbure  soient  respectivement  fonctions 
des  courbures  principales  correspondantes.  (i5oo-i5o4). 

A  8830 

Jloslinsky  {!>.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  géométrie  des 
cyclides.  (1004-1007). 

A  80-20    7G50 
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Lai'ose  (//•).  —  Sur  une  représenlalioii  physique  des  fonclious 
llièla.  (i5io-i5i2). 

A    'lOiO    5(l'i0        C  -lO-lO 

Picard  (E.).  —  Quelques  leniarques  sur  les  équations  intégrales 
(Je  première  espèce  et  sur  certains  problèmes  de  Physique  malhé- 
matique.  (i  563-1  568). 

A  (i030    5G10    m\o       C  -io-^o 

ï^ allie?'  {^•)-  —  Sur  les  intégrales  pseudo-elliptiques  ou  hjperel- 

.ri'  dx 


lipliquedela  forme    f    ^^^ .  (^:,-q-l:^S■2) 


A    iOWI 

Zareniha  (S.).  —  Sur  une  iNole  récente  île  M.  Bernstein.  (i5  82) 
A  5660    5640 

Cliazy  {J •)'  —  Sur  les  équations  dillé-renlielles  à  points  critiques 
fixes.  (iô82-i585). 

A  4880 

Boiel  (  E .').  —  Sur  l'élude  des  \  anations  des  quantités  statistiques. 
(1585-158;). 

A   1635 

Bunau-Vaiilla  (P-)-  —  Loi  penneilant  le  calcul  immédiat  du 
profil  approché  d'un  cours  d'eau  de  débit  donné,  quand  la  section 
liquide  et  le  périmètre  mouillé  sont  des  (onctions  algébri<[ues 
de  Tallitude  de  l'eau,  (i  588-i  590  ). 

B  -2810 

Sanielevici  (S .).  —  Sur  une  (jueslion  de  minimum.  (1  ()56- i65- ). 
A  3280    4470    6030 

Jiiesz-  (M.).  —  Sur  les  séries  de  Dirichlet.  (i658- i()6o  j. 
A  3630 

Tlioaveny  {L,-)-  —  Le  vol  ramé  el  les  formes  de  l'aile.  (1661  -i66>. ). 
B  2840 


i6  SKCONDl'    rAUTlii. 

Râteau  (4.).  —  MélhoJes  d'expérience  pour  reclierches  aérodj- 
naiuic|ues.  (16O2-1664). 
15  -28  iO 

Picard  {E.).  —  Sur  les  écpialions  inlégrales  de  première  espèce. 

(1707-1708). 

A  i47(J    G03() 

Châtefet  (A.).  —  Sur  une  evlensioii   de   la  lliéorie  des  fractions 
continues.  (1746-1749)- 
A  2815    2870 

Montessus  [R.  de).  —   Sur  le  calcul    des  racines  des  équations 
numériques.  (1749-1752). 
A  244U 

ToMi;  CXLIX. 

Riesz  {M.)-  —  Sur  la  sommation  des  séries  de  Dirichlet.  (18-21). 
A  3630 

Gambier  {R-).  —  Sur  les  inlégrales  singulières  de  certaines  équa- 
tions dillerentielles  algébriques.  (21-22). 

A  4880 

Garnier  (/?•).  —  Sur  les  é(|uations  différentielles  linéaires  et  les 
transcendantes  uniformes  du  second  ordre.  (23-2(3). 

A  4850    3610 

Koin  {A.).  —  Sur  quel(|ues    inégalités   jouant   un    rôle    dans    la 
tliéorie  des   vibrations   élastiques  et  des  vibrations   électriques. 

(26-28). 
A  3-270    8460 

Lebesgae  [H.).  —  Sur  les  suites  de  fondions  mesurables.  (102- 
10.3). 

A  0430    3210 

Pompeiu  {D.).  —   Sur  les  singularités  (\çi<  fonctions   analvtiques 
uniformes.  (io3-io5). 

A  3610 


v^t  fù,M 
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Maillel  {E.).  —  Sui-  les  systèmes  «le  rpser\ oies,  (loo-io'j). 
B  '2801)     \   i88U 

Maillet    (E.).    —    Sur    les   systèmes  d'équations    difTi'ieniielles. 
(198-200). 
A  i880 

BoutrouJc  (  /^.).  —  Sur  les  siiigulaiilés  transcendantes  des  fonc- 
tions inverses  de  fonctions  entières.  (255-258). 

A  3610    3620 

Denjoy  {A.).  —  Sur  les  fondions  analytiques  uniformes  à  singu- 
larités discontinues.  (208-260). 

A  3610 

Râteau  {A.).  —  Elude   de  la   poussée   de  l'air  sur  une   surface. 
(36o-363). 

B  2830     2840 

Denjoy  [A .).  — Sur  les  singularités  discontinues  des  fonctions 
analytiques  uniformes.  (386-388). 

A  3610 

Lémeray .   —    Sur    le    calcul  des    racines    d'une    équation   numé- 
lique.  ( 433). 
A  2540 

Saltykow  (N.).    —    Sur  le   perlèctionnemen t  de   la    théorie    des 
équations  aux  dérivées  partielles  du   premier  ordre.  (446-449)- 
A  4830 

Saltykoiv  (JV.)-  —  Sur  le  problème  de  Soj)hus  Lie.  (5o3-5o6). 
A  4830 

Drze<viecki.    —   Formules    |iraii(|ues   pour  le   calcul    des  hélices 
aériennes.  (5o6-5o8). 
B  2840 

Mytler-LebedeJJ  (M""'  F.).  —  Sur  l'équation  hy|  er-éoméirique. 
(56 1-563). 

A  4420    4470    6030 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  2*  série,  t.  \\XIV\  (Février  1910.)  R.2 
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Chazy  (•/.)•  —  Sur  les  équations  difréreiilielles  dont  l'inléi^rale 
générale  est  unirorme  et  admet  des  singularités  essentielles 
mobiles.  (563-565). 

A  4880    3G10 

Ilatuii  de  lu  Goupiltièie.  —  Oscillations  des  bennes  non  guidées. 
(58i-582). 

B  1040 

Dulieni  {P.).  —  Opiis  terlium  de  Roger  Bacon.  (582-583). 

E  0000 

Liclitenslein  (L.).  —  Sur  la  délermination  des  intégrales  de 
l'équation 

d^  u        d-u  du  du  _   . 

dx^         dy'^  ~^      dx  dy 

(624-627). 
A  4840    4470    6030    5G60 

Denjoy  i^A .).  —  Sur  les  ensembles  parfaits  discontinus  à  deux 
dimensions.  (726-728). 

A  0430    3-200    3600 

Fabry  {E.).  —  Module  d'une  série  de  Tavlor.  (767-768). 

A  3-240    36 10 

Vessiot  {E.).  —  Sur  les  groupes  de  rationalité  des  systèmes 
d'équations  dinereniielles  ordinaires.  (768-770). 

A  4880 

Gravé  {D.).  —  Sur  une  idenlit''  dans  la  théorie  des  (ormes 
biliaires  quadratiques.  (770-772). 

A  2830 

Pellat  {H.).  —  Pendule  comj:)()sé  de  conslruction  très  sim[)le  dont 
on  connaît  immédiatement  la  longueur  du  pendule  synchrone. 
JNouvelIc  méthode  pour  déterminer  «^.  (773-770). 

B  0170 


Darboux  (G.).  —  Sur  les  congniences  de  courbes  et  sur  les  siir- 
(aces  normales  aux  droites  d'un  complexe.  (819-821). 

A  8455    8830 

Nôrluncl  [\.-E.).    —    Sur    les    équations   aux   dififérences   finies. 

(841-843). 

A  60-20 

Miller    (G. -A.).    —   Sur   les    groupes  engendrés  p;ir   deux    opé- 
rateurs   dont    chacune    transforme   le    carré   de  l'autre  en    son 

inverse.' (843-846). 

A  1210 

Darboux  (G.).  —  Sur  les  congruences  de  courbes  et  sur  les  sur- 
faces normales  aux  droites  d'un  complexe.  (886-890). 

A  8455    8830    8860 

Haas    (J-)-  —  Sur  certains  groupes  de  familles  de  Lamé.  (900- 
907)- 
A  8420    8860    8480 

Car/us  (S.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, (yoj-pop). 

A  4840 
Hiesz  (M.).  —  Sur  les  séries  de  Diric  hiet  et   les  séries  entières. 

(909-9 '2). 
A  3630    3610 

Me/  lin  (J.).  —  Sur  les  éf|uations  algébriques.  (9^1-9^2). 
\  2450     1210 

Dienes   (M.    (;l    M""=  Paul).    —    Sur    les    singularités    algébrico- 
logarithmiques.  (972-9^4)- 

A  3620 

Riesz  {F.).  —  Sur  les  opéiatious  fonctionnelles  linéaires.  (974- 
977)- 

A  3210    4460 


20  SECONDIt   PAiniK. 

Lichtcnslein  (/^.).  —  Sur  la  (léleniiinalion  des  intégrales  de 
I  é(|iiali()ti 

d-  Il        d-  a  du        ,  du  . 

~r~.  -*-  ~T~^  -^  ft— — 1-0-5 v-cu  —  f 

dx-         dy-  dx  dy  '' 

par  leurs  valeurs   le   long  d'un  conloiir  fermé  dans  le   cas  des 
pointes.  (977-979). 
A  5660    6030 

Pellat  (//.).  —  Sur  le  pendule  bifilaire.   (980). 
B  0170 

Poincaré  {H.).  —  Sur  les  courhes  tracées  sur  les  surfaces  algé- 
bri(|ues.  (i  026-1 027). 
A  80 'lO    8050 

Guichard  {C).  —  Sur  les  surfaces  telles  <|ue  les  tangentes  à  une 
série  de  lignes  de  courbures  touchent  une  (juadrique,  (io3o- 
io34). 

A  8830 

Fabry  [E.).  —  Onlre  d'une  série  de  Tajlor.  (1  o43-io45). 
A  3610    36-20 

Galbrun.  —  Sur  la  représentation  des  solutions  d'une  équation 
aux  dillérences  finies  pour   les  grandes   valeurs  de   la   variab'e. 
(1046-1047). 
A  6020    4850 

Denjoy  {A.).  —  Sur  les  ensembles  parfaiis  discontinus.  (io48- 
io5o). 

A  0430 

Pompéiu  {D.).  —  Sur  les  singu'arités  discontinues  des  fonctions 
analytiques  uniformes.  (io5o-io5i). 

A  3610 

Haag  [J.).  —  Familles  de  Lamé  composées  d'hélicoïdes.  (looi- 
io54). 
A  8420    8860    8480 
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Garnie!'  (/?•)•  —  Sur  des  .surfaces  du  quatrième  ordre  qui  admet- 
tent lin   o^roiipe  infini  discontinu    de    transformations    hiiation- 
nelles.  (io44-  loo""). 
A  8040 

Hémv  (L.).  —  Sur  les  transformations  birationnelles  des  surfaces 
du  quatrième  ordre  à  points  doubles  isolés,  (i  ooj- 1  060). 

A  8040 

Ravigneaux.  —  Généralisation  de  la  formule  de  Willis  snr  les 
trains  épicycloïdanx.  (1060-1062). 

B  0430 

Poincaré  (H,).  —  Sur  une  généralisation  de  la  métliode  de 
Jacobi.  (c  I0.5-I  109). 

B  205U 

Picard  [E.).  —  Ra|)porl  sui-  le  prix  Bordin.  (1  1 85- 1188). 
A  8060 

Boussinesq  (-A).  —  Rapport  sur  le  prix  Boilean.  (i  190-1  191). 
B  'JSIO 

Picard  {  E .).  —  Sur  une  classe  de  développements  en  série  de 
fonclit)ns  fondamentales  se  rattachant  à  certaines  équations 
fonctionnelles.  (  i  33--  1  3  fo). 

A  6030    4470    3-2-20 

Haag  (•/.).  —  Sur  les  familles  de  Lamé  composées  de  surfaces 
admettant  un  plan  de  symétrie  variable.  (1  352-1  354)« 

A  8860    8480 

Pompéiii  {D.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  analytiques 
par  des  intégrales  définies.  (i355-i35-). 

A  3600 

Reignier  (C).  —  Sur  le  calcul  des  volants  de  laminoir.  (i35-- 
1359). 

B  1640 

R.2. 


?.A  SFXONDK    PAHTIK. 

Lecorti  II  {  />.).  —  Sur  le  volani  ilcs  iiiolf  nrs  (riivinlion.  (  i  •^0()-i  M\  i   . 
F{   1(>4()    '28iO 

Joiigact  iE.).   —   Siif   l;i  vitesse  «les   ondes  de   clioc.  el  coinhiis- 
lioii.  (i36i  - 1364). 

H  2400        C  •lkk{\ 


THF.  QUARTIiRI. Y  JOURNAL  of  plre  and  appi.ied  mathkmatics  ('). 
Tome  XXXIII;    igoi. 

Glaisher  [J.-]V.)  —  Sur  q'uelqiies  formules  asymptotiques  cod- 
ceinanl  les  diviseni's  des  nombres.  (i-^S;   180-229). 

M.  Glaisher  se  livre  à  une  inléressanie  élude  du  Mémoire  de  Lejeune 
Idrichlel  :  Ueber  die  Bestimmung  der  minière  Werthe  in  der  Zahlentheorie 
Œuvres,  t.  II,  p.  49     Journal  de  Liouville,  1'  série,  t.  I,  p.  353). 

Il  traite  en  détail,  avec  applications  numériques  et  en  discutant  les  erreurs 
pour  les  fortnules  asymplotiques  plusieurs  des  exemples  de  Dirichlet  et 
d'autres,  qui  sont  nouveaux. 

A  la  formule  fondamentale  de  Dirichlet,  il  substitue  d'ailleurs  la  suivante  qui 
peut,  soit  s'établir  directement,  soit  se  déduire  de  la  formule  de  Dirichlet, 

'l"i(").(^)--p4'(p)-ïif?)'.(^)-i%Kî)]; 

n  désigne  un   nombre  naturel,  l(—  1  est  la  partie  entière  de  — >  p  est  la  racine 

carrée  de  n  à  une  unité  près  par  défaut,  tp(s)  est  une  fonction  quelconque:  on  a 
enfin 

■^  (  5  )  =  cp  (  1  )  4-  »  (  2  )  -H  .  .  .  +  '-P  (  s  ). 

Miller  (G. -A.).  —  Sur  les  groupes  engendrés  par  deux  opéra - 
leurs  d'ordres  deux  et  trois  respectivement,  dont  le  produit  est 
d'ordie  six.  (76-79). 

Soient  5,  et  s^  ces  deux  opérateurs;  lorsque  le  produit  s, s,  est  d'ordre  infé- 
rieur à  6,  les  groupes  engendrés  par  s,  et  s.,  sont  entièrement  définis  par  l'ordre 
de  s^s^^,  mais  quand  cet  ordre  est  égal  à  6,  les  opérateurs  engendrent  une  infi- 
nité de  groupes  distincts. 

M.  Miller  étudie  en  particulier,  dans  ce  cas,  les  propriétés  du  sous-groupe  H 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXlXj,  1906,  p.  46. 
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engendré  par  les  ti-ois  opérateurs 

c'est  un  sous-groupe  invaiiiuiL  abélien  du  groupe  G  engendré  par  «i*,. 

Burnside  (^W.).  —  Sur  les  Cf|iialions  caraclérisliqnes  de  certaines 
substitutions  linéaires.  (80-84). 

Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Rados  {Math.  Annalen,  t.  XLVIII, 
P-  417)- 

Bronuvicli  i^T.-J.).  —  Réduction  des  formes  quadratiques  et  des 
substitutions  linéaires,  (85-it2). 

Exposition  élémentaire  des  inélhodes  de  réduction  dues  à  Kronecker  et  à 
Vf.  Jordan.  Définition  des  diviseurs  élémentaires  (  \\'eierbtrass  ).  Réduction  des 
formes  quadratiques  à  2,  3,  4  variaiiles  par  le  procédé  de  [vronecker.  Applica- 
tion aux  oscillations  autour  d'une  posiLi(jn  d'équilibre.  Réduction  d'une  substi- 
tution linéaire,  d'après  M.  Jordan. 


Hardy  yG.~H.).  —  Sur-  l'inléjjraie  de  Ffullani 

r "  CD (  a .r "'  )  —  ^ibx"-)  ,, 

.      ^_ ,_ ^ '.  (\o^xY  dx 

(113-.44). 
La  formule  de  Frullani 

■s  (  ax  )  —  '^{bx  ) 


^/ft 


dx  =  [cp(oo)—  ï)(o)]  log  —, 


où  a,  b  sont  des  nombres   positifs,  s'obtient  aisément  en  intégrant  par  rapport 
à  a  les  deux  membres  de  l'équation 


x 


•f  '  (  ax  )  dx  =  —  [  :p  (oc)  —  cp  (  o  )] . 


M.  Hardy  donne  des  conditions  précises  sous  lesquelles  on  peut  l'appliquer.  Il 
étudie  de  même  la  formule  plus  générale 


r 


o(ax"')  —  -j(  hx"")  , ,  ^      , 

— ■■ -{lo'Jixy  dx 

X 


=       '    -V  (      ,,.        (/^  +  ')'         I  (log«)'        (l"^6V1 

p-hi^  '   il{p  -hi  ~  i)\l    W+i  rt/-^'     J     P-'+" 


1=0 


où  l'on  a  posé 

K^_.=    /        cp'(M)(logM)P-'cfM, 

où  enfin  m,  n  sont  des  nombres  positifs  et  p  un  nombre  naturel. 
Il  en  tire  un  très  grand  nombre  d'intégrales  définies. 


•24  SliCON  Dli    PAH  IIE. 

Dickson  (L.-E.).  —  Une  classe  de  ^ii-oupes  dans  un  domaine  ail»i- 
Iraire  liée  à  la  conii|J,nraLion  des  2-  droites  d Une  surface 
cnljique.  (  1  45-i  y^)- 

L'auteur  introduit  une  forme  cubique  C  qui  rléfinit  la  configuration  des 
45  triangles  formés  par  les  27  droites  d'une  surface  cul)i<iue  générale  dans 
l'espace  euclidien 

Le  groupe  G(F),  dans  un  champ  arbitraire  F,  dont  les  transformations 
laissent  invariantes  la  forme  cubique  C,  peut  être  défini  par  un  système  de  dix 
équations  homogènes  indépendantes.  Ce  groupe  peut,  de  différentes  façons,  être 
représenté  dans  un  champ  fini  comme  un  groupe  transitif  de  substitutions;  l'au- 
teur indique  pour  cela  une  méthode  particulièrement  simple. 

Jenkins  {M.).   —   Sur  une  identité  arithmétique.  (i'j4-'"9)- 

Iderilité  assez  éléganle  obtenue  en  comptant  de  deux  façons  dilTérentes  le 
nombre  d'arrangements  circulaires,  sur  un  ou  plusieurs  cercles,  chaque  arran- 
gement contenant  au  moins  deux  éléments. 

Burnside  [W.).  —  Une  question  non  résolue  dans  la  théorie  des 
«groupes  discontinus.  (23o-238). 

Soit  A,,  A^,  ...,  A^  un  sj'stème  d'opérations  en  nombre  fini  qui  vérifient, 
ainsi  que  les  opérations  qu'elles  engendrent,  la  relation 

S"=i, 
où  n  est  un  nombre  naturel. 

Le  groupe  ainsi  défini  est-il  d'ordre  fini  et,  si  la  répon.^e  est  affirmative,  de 
quel  ordre  est-il  ? 

La  réponse  à  cette  question  nest  connue  que  dans  deux  cas  :  «  =  2,  m 
entier  quelconque;  n  =  3,  m  =  2  ;  les  ordres  respectifs  sont  alors  a""  et  3^; 
M.  Burnside  apporte  la  réponse  pour  deux  autres  cas;  n  =  3,  m  quelconque; 
n  =  !^,  m  =  1.  En  outre,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  premier /?>  3  et  où 
m  =  2,  il  montre  que  l'ordre  du  groupe,  s'il  est  fini,  ne  peut  pas  être  moindre 
que  p^f-^. 

Dixon  (A.-C).  —  Noie  sur  des  équations  simultanées  aux  déri- 
vées partielles,  (239-242). 

Sur  les  formes  canoniques  à  quatre  variables  déduites  de  deux  expressions 
différentielles 

6  6 

r—l  r=l 

Application  de  la  théorie  développée  par  l'auteur  dans  un  Mémoire  du 
Philosophical   Transactions  (A,  t.  CXCV,  p.  161). 

Burnai'ie  i^W.).  —  Sur  les  groupes  résolubles  de  substilulions 
linéaires.  (242-244)- 
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Si  un  groupe  résoluble  irréductible  G  «le  substilulions  linéaires,  avec  un 
nombre  premier  de  variables,  a  un  sous-groupe  abélien,  conjugué  de  lui-même, 
dont  les  opérations  ne  sont  pas  toutes  conjuguées  d'elles-mêmes  dans  G,  ce 
groupe  G  doit  contenir  un  sous-groupe  abélien  H  conjugué  de  lui-inème,  tel 
que  le  groupe  G  H  soit  cyclique  ou  mélacyclique. 

Dixon  (A.-L.).   —    Elude    géoméliique    de    <|nelques    théorèmes 
d'addition  pour  les  intégrales  elli|)ti(|iie-.  i  2ir>-o.:)-). 

Formules  pour  la  somme  d'intégrales  elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième 
espèces  portant  sur  quatre  arguments  dont  la  somme  est  nulle,  obtenues  par 
une  méthode  appliquée  par  Cayley  aux  intégrales  de  première  espèce  -.A  theo- 
rem  in  elliptic  functions  {Œuvres,  t.  XI,  p.  73).  L'auteur  utilise  aussi  un 
Mémoire  de  M.  O.  Stande  sur  la  Geometrische  Deutung  der  Additions  théo- 
rème der  hyperelliptischeii  Intégrale.  {Math.  Anna/en,  t.  \XII,  i883). 

Brill  {J.}-  —  Sur  la  solution  d'une  équalion  <le  PTatl'  considérée 
d'un  point  de  vue  quasi-géotnétriqtie.  (23^-271  ). 

L'auteur  part  de  la  seconde  méthode  de  Clebsch  pour  l'intégration  d'une 
équation  de  Pfaiï,  et  montre  comment  elle  s'éclaire  en  l'exprimant  dans  un 
langage  quasi-géornéirique. 

Dixoii  (A.-C).   —    Sur   quelques  interprétations    géométriques 
d'un  quaterniun.  (2-i-2'^3). 

Interprétations  diverses  d'un  quaternion  considéré  comme  un  mode  de  trans- 
formation. 

Mac-Mahon   (Major).  —  Les  sommes  des  |)iiissances  semblables 
des  coefficients  binomiaux.  (2-4~28S). 

La  formule  du  binôme  peut  s'écrire 

y  a/'  37  {  '"  "^  ^  )  =  (  a  +  ^  )('-'/; 
—  \      P      / 

l'auteur   montre  comment  on  peut  obtenir  des  expressions  analogues  pour  les 
sommes 

'P 


P 

oii  ni  est  un  nombre  naturel,  et  donne  des  expressions  explicites  pour  m  =  2,  3,  !\  ; 
par  exemple 

'P\\..  ,.  .  iP 


/  p  -\-  l  \    /2\ 

-rr)(b^=<'-^>'----c;)^' 
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Ces  expressions  sont  obtenues  par  le  Major  Mac-Mahon  au  moyen  d'une 
formule  gén<':rale  qu'il  a  donnée  dans  un  Mémoire  des  PInlosophical  Trans- 
actions de  la  Société  ro^'ale  de  Londres  (A  certain  class  of  generating 
functions  in  the  Theory  of  Numbers^  1894^  P-  'ii)- 

Glais/irj-  (J.-IV.').  —  Formules  dédniles  des  sommes  de  Gaiiss 
avec  application  à  des  séries  liées  aux  nombres  de  classes  de 
formes  binaires.  (aSg-SSo). 

L"auleur  part  de  la  formule 

2/nzi  ,  \liT.i 


que  Diriciilet  a  déduites  des  sommes  de  Gauss  :  P  esl  un  nombre  impair  non 
divisible  par  un  carré,  h  est  un  nombre  naturel  quelconque  II  en  déduil 
d'autres  formules  analogues  où  le  dénominateur  des  exposants  est  (^  P  ou  8  P, 
au    lieu   d'être  P;    il  applique  quelques-uns  de  ces  résultats  à  la  sommation  de 

suites  flu  type    ^  (  — )   — )  qui  interviennent  dans  la  détermination  du  nombre 

•'  "^     ,^^\ m]   m     ^ 

de  classes  de  déterminant  négatif  D. 

Riclinwnd  (II. -JV.).   —   Sur  les  formes  canoniques.    (33i-34'»)* 

L'auteur  montre  comment  la  méthode  qui  consiste  à  compter  les  constantes 
pour  savoir  s  il  est  possible  de  mettre  une  expression  donnée  sous  une  forme 
donnée  peut,  sous  certaines  conditions,  être  appliquée  d'une  façon  rigoureuse  : 
il  en  donne  divers  exemples;  par  exemple  le  théorème  de  Sjlvester  :  Une 
forme  binaire  d'ordre  2  m  —  i  peut  et/ e,  et  cela  d'une  seule  façon,  regardée 
comme  la  somme  des  puissances  (  2  m  —  i)''"";'  de  m  formes  linéaires;  et  ces 
autres  théorèmes  :  //  n'est  pas  possible  démettre  la  forme  ternaire  générale 
du  quatrième  degré  sous  la  forme 

A^AjA^As^  A,A3A,A,4-  A,A,A,  A,+  A,  A^AjA^^  A,  A, A,  \„ 

où  Ap  A,,  Aj,  A,,  Aj  sont  des  formes  linéaires  en  x^  y,  z.  —  La  forme  géné- 
rale cubique  à  quatre  variables  peut  être  regardée,  et  cela  d'une  seule  façon., 
comme  la  somme  des  cubes  de  cinq  formes  linéaires.,  etc. 

Dixon  (A.-C).  —  Sur  la  réduclioii  des  ex|)ressions  dilTérenlielles 
à  leurs  formes  canoniques.  (34  1-384)- 

La  résolution  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  une 
seule  fonction  inconnue,  se  ramène  à  la  résolution  d'une  équation  linéaire. 
Dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Philosophical  Transactions  de  la  Société 
royale  (t.  C.\C\  ,  p.    i5i),  M.   Dixon  a  développé   une   théorie  analogue  pour 
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(les  équations  de  l'orme  générale  dans  deux  autres  cas,  celui  de  deux  équations 
du  premier  ordre  à  deux  variables  dépendantes  et  deux  variables  indépen- 
dantes, et  celui  d"une  é(iuatioii  du  second  ordre  avec  une  variable  dépendante 
et  deux  indépendantes. 

Dans  ces  deux  cas,  la  solution  dé|iend  de  deux  équations  linéaires  par  rap- 
port aux  jacobiens  de  deux  fonctions  inconnues.  Dans  le  présent  travail, 
M.  Dixon  étudie  l'extension  des  mêmes  idées  au  cas  le  plus  général  possible, 
c'est-à-dire  à  la  réduction  à  leurs  formes  canoniques  d'un  système  de  formes 
de  différentielles  totales.  Avant  de  généraliser  ainsi  le  problème  de  Pfaff, 
M.  Dixon  reprend  ce  problème  même  et  montre  comment  peut  se  généraliser 
la  métUode  d'ailleurs  très  simple  par  ia(]uelle  il  le  traite. 


Tome  XXXIV;  igoS. 

Glaislier  (J.-JJ  .).  —   Sur  la  distribulion  dnns  les  octants,  qua- 
drants, etc.,  de  P  des  nombres  5  pour  lesquels  (— 1  =    I  ou  —  I. 

(1-27). 

En  désignant  par  P  un    nombre  naturel   impair,   le  premier  octant  de   P  se 

P 
compose  des  nombres  naturels  plus  petits—,  le  second  octant  des  nombres  na- 

P       P 

turels  compris  entre  —  et —j  etc.   La  première  et  la  seconde  moitié,  le  premier 

8        4 

quadrant,  etc.  de  P  se  définiront  de  la  même  manière.  Dans  un  précédent  article, 
M.  Glaisher  a  étudié  les  relations  entre  les  sommes    7    (  p  )'  ^^  ^  '^o''-  pi'en''re 

les  valeurs  qui  appartiennent  à  un  même  octant  et  où  /  — •  1  est  le  symbole  de 
Legendre-Jacobi.  L'objet  du  piésent  travail  est  de  déterminer,  pour  chaque 
octant,    le  nombre  des  valeurs  de  5   pour  lesquelles /  — 1  est  égal  à-l-i,  et    le 

nombre  de  valeurs  pour  lesquelles  (  —  !  est  égal  à  —  i. 

Des  questions  analogues  se  posent  pour  les  quadrants  et  les  moitiés. 

Hardy  {G. -H.).  —  Sur  la  continuité  et  la  discontinuité  des  inté- 
grales définies  qui  contiennent  un  paramètre  continu.  (28-53). 

Le  Mémoire  de  IVL  Haidy  comprend  deux  Parties;  la  première,  dont  l'objet 
est  suffisamment  spécifié  par  le  titre,  contient  d'intéressantes  propositions  géné- 
rales, permettant  d'affirmer  la  continuité  sous  des  conditions  qu'il  serait  un  peu 
long  de  reproduire  ici  :  je  me  contente  de  signaler  quelques  applications  que 
donne  l'auteur. 

Si  les  infinis  de  '-^{x)  forment  un  ensemble  dénombrablc  et  si  l'intégrale 


!.. 


A 

9  (  .r  )  clx 
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esl  convergente,  on  :i 

liin     /      e-"-"  -oix)  dx  —   1      v{x)dx, 

el  cela  que  A  soil  (ini  ou  infini. 

Si  'i  {x)  esl  une  l'onction  positive  qui   tend  régulièrenient  vers  zéro  quand  x 
tend  vers  l'infini,  et  si  Tintigrale 

/      '■o{x)  dx 
esl  convergente,  on  a 

liin     /      \o^,{i-t- 2a  cosmx -\- (x-)  ■i,{x)  dx 

=   /       \o'^'\C{^s-     mx  o{x)  dx, 

liiii      /       \  o^{i-\- 7xcosmx -r- a-)  ■i{x)  dx 

=    /       log^  sin-  -  ni X  iix)  dx. 


Dans   la  seconde  Partie,  l'auteur    traite  de    diverses  intégrales  discontinues. 
Voici  un  des  résultats  qu'il  établit. 
L'intégrale 

^^ 9  (  .r  )  dx^ 


c 


où  '^  {x)   est  une  fontion   continue,    positive  qui,    pour  j:  =  cc,    tend  vers  une 

'i  (x) 
limite  non  nulle,  telle  enfin  que,  dans  les  mêmes  conditions,  ■ tende  régu- 

X 

liérement  vers  zéro,  ne  peut  élre  uniformément  convergente  dans  un  intervalle 
qui  contient  a  =  o. 

Si  la  fonction  '^(x)  peut,  pour  les  grandes  valeurs  de  x,  être  mise  sous  la 
forme 

a  étant  positif  et  9,  (x)  ayant  une  limite  pour  a:  infini,  on  a 

/'°'  sin  oc^  ■7Z 

liiii      /       'fl^')  =  -  'f  (°c). 

Brill    {J-}-    —    Sugf:eslions    pour    l;i    consliliilion    d'une    théoiie 
générale  des  syslènies  d'éfiualions  de  PlafF,  3"  Partie.  (53-^2). 

BLylhe  [TV. -H.).  — Mettre  <n  jjlace  un  double-six.  (73-74)- 

Il  s'agit  de  construire  deux  couples  de  six  droites  se  correspondant  de  façon 
que  chaque  droite  d'un  couple  rencontre  les  cinq  droites  de  l'autre  couple  qui 
ne  lui  correspondent  pas. 
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Dixon    (A.-C).    —   Sur  la    réduction  des  expressions   différen- 
lielles  à  leurs  formes  canoniques  (Note  supplémentaire).  (75). 

Hardy  {G. -H.).  —  Note  sur  les    valeurs   limites  des   fonctions 
modulaires  elliptiques.  (76-86). 

L'un  des  fragments  posthumes  de  Riemann  traite  de  la  façon  dont  se  com- 
portent les  fonctions  modulaires 

logA,     logA-,     log 

TT 

lorsque  q  tend  vers  e  "  ,  b  el  a  étant  des  nombres  premiers  entre  eux.  Ces 
recherches  ont  été  reprises  et  complétées  par  J.-S.  Smith  {Œuvres,  t.  II,  p.  3i'i) 
et  par  M.  Dedekind,  dans  une  Note  jointe  au  fragment  de  Hiemann,  où  il  s'aide 
de  la  théorie  de  la  transformation.  M.  Hardy  reprend  le  sujet  directement  en 
s'adressant  à  la  fonction 

77  (  (I)    * 
•n(u))  =  e"^  JJ(i-ç=") 

n  =  l 
ou  plutôt  à  la  fonction 

log-r,    w)  = > ^— tt; 

12         .«^  n    I  —  q^" 
n  =  1 

sa  méthode,  qui  s'appliquerait  à  d'autres  classes  de  fonctions  définies  par  des 
séries  de  la  forme 

met  en  évidence  la  façon  dont  contribuent  au  résultat  les  différents  systèmes  de 
termes  de  la  série,  suivant  qu'ils  deviennent  inlinis  ou  non. 

G laisher  (J.-IV.) .  —  Sur  une  méthode  poui'  accroître  la  conver- 
gence de  certaines  séries  pour-rr^  t,-,  etc.  (87-98). 

La  présente  Note  a  été  suggérée  à  l'auteur  par  la  formule 

?H  — 1 

~        V^  — - —  ' 

que  l'on  doit  à  .M.  Eslanave.  M.  Glaisher  commence  par  montrer  que  cette 
formule  résulte  immédiatement  de  la  relation  bien  connue 

4  Jm.â  m 

combinée  avec  celle-ci 

m  —  1  , 

>  (— l)   -    ^  =  "- 


/n'-f-4 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.  XXXIV.  (Mars  1910)  R.3 
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qui  se  déduit  elle-même  aisément  de  l'idenlilé 

4n'  I  I  I 


4        n  -hi 


H- 


il  en  déduit  un  moyen  de  rendre  beaucoup  plus  convergentes  certaines  séries 
qui  le  sont  très  peu;  il  multiplie  les  exemples,  en  employant  diverses  identités 
du  même  type.  Ainsi  les  relations 

V,     ,      4 "^  I  -^  n-—  2  , 

^  ^  4  ^2  -*-  '        2  ,^d  «2  M-  4 

•et  des  séries  bien  connues  pour  log2,  '-^i  le  conduisent  aux  formules 

o 


log2-^    =V(-I)- 


n  (  4  «^  -i-  I  ) 


nV-^ii    '       .^^  /?i- ( /M* -+- 4  ) 

Bronuvich  (  T.-J.)  et  Hudson  (  W.-H.).  —  Le  discriminant  d'une 
famille  de  courbes  ou  de  surfaces.  (98-1  16). 

Si  cs(rr,y,  c)est  un  polynôme  en  x,  y,  c,  l'équation  ^{x^  y,  c)  =  o  définit 
une  famille  de  courbes;  le  discriminant  de  cette  famille  est,  pour  les  auteurs, 
le  discriminant  du  polynôme  «(ar,  y,  c)  considéré  comme  une  fonction  de  c. 
Ils  montrent  comment  on  peut  calculer  les  termes  principaux  du  développe- 
ment de  ce  discriminant  aux  environs  d'un  point  et,  par  conséquent,  connaître 
aux  environs  de  ce  point  l'allure  de  la  courbe  dont  on  a  l'équation  en  égalant 
le  discriminant  à  zéro,  puis  déterminer  certaines  singularités  de  cette  courbe. 
Par  exemple,  si  la  famille  considérée  est  formée  des  cercles  osculateurs  à  une 
courbe,  dans  le  discriminant  se  mettront  en  facteur,  d'une  part,  les  cercles 
surosculateurs  à  cette  courbe,  d'autre  part  le  carré  du  premier  membre  de  son 
équation.   Des  considérations   analogues  s'appliquent  aux  familles  de  surfaces. 

Richmond  {H.-W.).  —  Sur  le  lieu 

y{xl)=.o^  2,(^i)  =  o         (/•  =  I,  2, 3, 4,  5,  6). 

/• 

(II7-I54). 

Les  deux  équations  qui  précèdent,  jointes  à  une  troisième  équation,  linéaire 
comme  la  seconde, 

>   lc_x,=  o, 


sont  très  employées  dans  l'étude  des  surfaces  du  troisième  ordre  (forme  hexaé- 
drale  de  Cremona)  ;  mais  un  grand  nombre  de  propriétés  ne  dépendent  pas  de 
la  troisième  équation,  qui  spécifie  la  surface  cubique.  D'où  l'idée  de  regarder 
les  deux  premières  équations  comme  définissant  un  lieu  dans  l'espace  à  quatre 
dimensions. 
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Pour  cette  étude,  dont  tous  les  résultats  se  présentent  sous  une  forme  parfai- 
tement symétrique,  l'auteur  tire  grand  parti  des  méthodes  de  M.  Segre. 

Richmond{H.-lV.  ).  —  Le  hessien  en  géomélrie  eovariante.  (i  54)- 

Relation  de  positioa  entre  les  points  qui  représentent  les  racines  d'un  poly- 
nôme (au  sens  de  la  théorie  des  nombres  complexes)  et  les  points  qui  repré- 
sentent les  racines  du  hessien. 

Brill  {J.}.  —  Suggestions  pour  la  constitution  d'une  théorie 
générale  des  systèmes  d'équations  de  PfafiT,  4*^  Partie.  (  1 55-i ^S). 

Richmond  [M.). —  Le  volume  d'un  tétraèdre  dans  un  espace 
elliptique.  (ij5-ir^). 

L'accroissement  de  volume  dû  à  un  déplacement  arbitrairement  petit  des 
sommets  est  donné  par  la  formule 

d\  =  C  V  ;  dX, 

où  /désigne  la  longueur  d'une  arête,  a  l'angle  dièdre  des  plans  passant  par 
cette  arête;  la  sommation  s'étend  aux  six  arêtes;  C  est  une  constante  qui  est 
la  même  pour  tous  les  tétraèdres  de  l'espace. 

Glaislier  ÇJ.-ll  .).  —  Sur  les  expressions  des  nombres  de  classes 
pour  un  déterminant  négatif  et  des  nombres  de  nombres  appar- 
tenant à  un  octant  de  P,  pour  lesquels  (  ^  j  est  positif,  (i  ^8-2o4). 

On  suppose,  comme  plus  haut,  que  P  est  un  nombre  naturel  impair  non  divi- 
sible par  un  carré.  Les  nombres  de  classes  proprement  primitives  de  détermi- 
nants P  et  — aP  s'expriment  au  moyen  des  nombres  i,  2,  ...,  P — i,  d'un 
même   octant,    qui     apparlienneut     aux    trois    catégories    suivantes    :     1°    les 


nombres  5  pour  lesquels  on  a  (  — •  1  =  i  ;  2°  ceux  pour  lesquels  on  a  I  —  )  =  —  i; 

3°  ceux  pour  lesquels  on  a  (  —  1  =  o,  s  n'étant  pas  premier  à  P.  Ce  sont  ces  re- 
lations et  leurs  conséquences  qu'étudie  M.  Glaisher. 

Jessop  (C.-M.).  —  Une  correspondance  entre  les  droites  de  de  »x 
complexes  cosinguliers.  (ao4-22i). 

Soient  x^  ('"=  i,  2,...,  6)  des  coordonnées  de  droites  satisfaisant  à  l'iden- 
-..-        Xr  =  o  et  soit 

\    "k^x'r   =  O 

l'équation  d'un  complexe  du  second  degré;  si  l'on  pose 
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\ts  y^  seront  les  coordonnées  de  droites  appartenant  à  un  complexe  cosingulier; 
M.  Jessop  étudie  la  correspondance  avec  les  deux  complexes  définis  par  les 
équations  précédentes;  si,  par  exemple,  j;,  X  sont  deux  droites  du  premier 
complexe  et  y,  Y  les  droites  correspondantes  du  second,  les  droites  a;  et  Y  se 
coupent  lorsque  y  et  X  se  coupent. 

Dixon  (A.-C).  —  Sur  les  développements  Irigononiétriques  des 
fonctions  elliptiques.  (222-229). 

Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminées  pour  obtenir  ces  déve- 
loppements; soit,  par  exemple, 

X  —  — TT'  -2  =  e'"         snu  =  >  \„z"  ; 


2K 

l'expression 


n  ,    /  inK\ 

5n  u —-r  cosec    x  H r—  ) 

2  K  A-  \  2  K  / 


_  1 
ne  devient  plus  infinie  pour  z  =  ^g      -,  elle  est  développable  en  série  de  Lau- 
rent dans  l'anneau 

111  I     _  '  I 

et  l'on  a  dans  cet  anneau 


ir.K 


^  2.-^-.^'*+ rr -9' (  ' -<- -'^  +  •  •  ■)  ■' 


en  changeant  z  en  g z.  on  trouve  A„  (i  —  r/")  =  o  pour  /i  pair  et 

pour  n  impair. 

Burnside  []V.).    —   Sur  des  groupes  linéaires  homogènes  réci- 
proques. (230-232). 

Miller  {G. -A.).  —  Sur  le  système  de  groupes  triplement  transi- 
tifs de  Mathieu.  (232-234). 

Soit  G  un  groupe  triplement  transitif  d'ordre />"  (/)-" — i)  et  de  degré/)"-!- i, 
p  étant  un  nombre  premier  et  n  un  nombre  naturel.  Un  tel  groupe  contient 
un  sous-groupe  G,  doublement  transitif,  d'ordre  /?"(/>"  —  i),  dans  lequel  il  y  a 
/?"  sous-groupes  conjugués  cycliques  d'ordre  p" — r.  M.  Miller  établit  que,  si 
l'on  se  donne  G,,  le  groupe  G  est  entièrement  déterminé. 

xP- 


Holden  (H.).  —  Réduction  de à  la  forme 

^  ^  X  —  I 

S-  —  ( —  i;    -    pxT-, 
quand  y?  est  un  nombre  premier  impair.  (235-24o). 
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Les  lettres  S,  T  désignent  des  polynômes  entiers  en  x,  à  coefficients  entiers. 
M.  Holden  montre  comment  la  réduction  peut  être  elTectuée  et  en  tire  diverses 
conséquences. 

Thompson   (A. -P.).    —    Une   propriété  reproductive   des    semi- 
invarianls  d'une  forme  binaire.  (24i-25i). 

L'auteur  expose,  d'un  nouveau  point  de  vue,  divers  résultats  établis  par 
M.  Hilbert  dans  son  Mémoire  de  1898  :  Ueber  die  vollen  Invariantensystenie 
sur  la  connexion  entre  la  théorie  des  formes  binaires  d'ordre  n  et  la  théorie  de 
formes  simultanées  d'ordres  moindres. 

Glaisher  (J-JV.).  —  Méthodes  pour  accroître  la  convergence  de 
certaines  séries  d'inverses.  (202-347). 

L'auteur  poursuit  les  recherches  qui  ont  pour  point  de  départ  la  série  de 
M.  Estanave  dont  il  a  été  question  plus  haut,  et  la  transformation  de  diverses 
séries  au  moNcn  d'identités  plus  ou  moins  analogues  à  l'identité  qui  fournit  la 

décomposition  de  — : 7  en  éléments  simples.  Il  donne  de  très  nombreuses  séries, 

^  «*  4-  4  '^ 

à  convergence  de  plus  en  plus  rapide,  pour  ir,  Iog2,  ir^,  etc. 

Elliott  (E.-B.).   ■ —  Sur  les  équations  de  Diophante  linéaires  et 
homogènes.  (348-377). 

On  sait  qu'une  équation  de  Diophante 

OÙ  les  a  et  les  b  sont  des  nombres  entiers  positifs  et  dont  on  ne  regarde  comme 
solution  qu'un  système  de  nombres  positifs,  n'a  qu'un  nombre  fini  de  solutions 
simples 

(ap  a„   ...,  aj,  (  ^i,  P;,   •  • -,  ?„),  •••,  (  w,,  w^,   •  • -,  w  J 

au  moyen  desquelles  toutes  les  autres  solutions  s'obtiennent  par  des  formules 
telles  que 

^,  =  ^,  ^œ  +  ?i  ^a"*"-  •  •+  '^l  ^<„» 
^2  —  ';  ^a  "•"  ?  1  ^^  -f-  •  •  •  +  fJ;  C  » 


a;,.  =  ^„  ^a  -*-  ?,/3  -t-  •  •  •  -I-  W„  t^, 

OÙ  les  t  sont  des  entiers  positifs. 

Lorsque,  dans  un  cas  particulier,  on  a  les  systèmes  des  solutions  simples,  les 
formules  précédentes  donnent  toutes  les  solutions,  mais  une  même  solution 
peut  être  obtenue  plusieurs  fois.  L'objet  de  M.  Elliott  est  d'obtenir  une  fonction 
génératrice  qui  fournisse  toutes  les  solutions  une  par  une;  il  y  parvient  en 
partant  de  la  fraction 

I 

(  I  -  ?,  W.)  ...  (I  -  ?^  Wn,)  (  I  -  ;„,^,  ^^-"m.■  )...(!-?„  U-^'n)  ' 
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dont  le  lien  avec  l'équation  de  Diophante  apparaît  immédiatement  en  faisant 
le  produit  des  développements  suivant  les  puissances  dé  u  des  inverses  des 
facteurs  qui  ligurent  au  dénominateur.  Par  une  application  répétée  à  cette 
fraction  de  l'identité 


(l—  Çi<«)  (l—  T,U-?) 


I  —  çîi*-p  Li — ç«*    I — lu-^    y 


l'auteur  arrive  à  mettre  la  fraction  considérée  sous  forme  de  la  somme  de 
trois  espèces  de  termes,  le  développement  des  premiers  ne  contient  que  des 
puissances  positives  de  u,  le  développement  des  seconds  ne  contient  que  des 
puissances  négatives,  les  troisièmes  ne  dépendent  plus  de  u;  chacun  d'eux  est 
de  la  forme 


D(i-P) 


où  P  est  un  produit  de  la  forme  ^[i,  ^fs,  ...,  Ç  t.;  ce  sont  eux  qui  forment  la 
fraction  génératrice  cherchée. 

Enfin  M.  Elliott  donne  un  Tableau  de  fonctions   génératrices  pour  des  équa- 
tions du  type 

ax  —  by  +  cz         (a  =  i,2,3,  ...,io). 

Love  (A.-E.).  —  Note  sur  la  relation  entre  le  moment  fléchissant 
et  la  courbure  d'une  poulre  chargée  uniformément.  (3^8-383). 

Thomson    {A. -P.).    —    Correction    à    un    précédent   Mémoire. 
(383-384).  J.  T. 


TRANSACTIONS  of  the  .\.meric.an  Mathematical  SociiixY. 
Tome  \T  ;  igoô  (*). 

Smith  (P. -F".).  —  Sur  les  transformations  linéaires  qui  laissent 
invariante  une  forme  quadratique.  (i-i6), 

Euler,  Cayley  et  Hermite  étaient  les  premiers  à  considérer  le  problème  clas- 
sique de  la  détermination  de  toutes  les  transformations  linéaires  qui  laissent 
invariante  une  forme  quadratique.  Cayley  et  Hermite  se  bornaient  aux  trans- 
formations générales;  M.  Frobenius  alors  détermina  toutes  les  transformations 
propres;  et  enfin  ce  problème  a  été  complètement  résolu  par  MM.  Lindemaiin 
et  Lœwy,  et  simplifié  par  M.  V'oss. 

L'auteur  s'approche  du  problème  d'un  côté  tout  à  fait  diflerent,  l'idée  fonda- 
mentale étant  de  construire  une  quelconcjue  de  ces  transformations  par  des  élé- 

(')  Voir  Bulletin,  XXIX,,  p.  176  (t.  ï  à  V). 
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ments  simples.  La  réflexion  centrale,  par  rapport  à  la  variété  quadratique 
définie  par  /(a:)  =  o,  /  (x)  =  2:a,jX,a:,j  (a,,.  =  a^J,  étant  la  forme  donnée, 
est  choisie  comme  transformation  élémentaire.  Cette  idée  est  due  à  M.  Voss. 
Chaque  transformation  peut  être  représentée  comme  produit  de  /î  (ou  moins) 
de  ces  réflexions,  n  étant  le  nombre  de  variables  x^. 

Les  variables  homogènes  x^  sont  considérées  comme  des  coordonnées  de 
points  dans  un  espace  K„_j  de  n  —  i  dimensions.  Chaque  groupe  de  r  points 
indépendants. 

\a\^\a\}\   ...,a\l\  ...] [<>,  a^/),  ...,  a<p\ 

détermine  une  variété  linéaire  de  M„_,_,  de  n  —  r — i  dimensions,  dans  laquelle 
chaque  point  x  est  donné  par  les  é(|uations 

a7.=  >><'^a^.i^ -H  }.(-'a^.--î^+...+  V^' «'■'•)        (j  =  i,  2,  ....«). 

L'auteur  développe  alors  sa  théorie  des  réflexions  centrales.  Elle  est  très 
simple,  les  démonstrations  étant  souvent  synthétiques:  et  la  représentation  ana- 
lytique des  transformations,  qui  en  résulte,  est  si  directe  que  cet  Ouvrage 
donne  une  solution  complète  du  problème  qui  peut  être  regardée  comme  élé- 
mentaire. On  trouve  d'abord  aisément,  si  x.  x'  sont  deux  points  qui  se  corres- 
pondent réciproquement  par  une  réflexion  A  de  centre  a,  qu'on  a 

2  f(x,  a) 

X  —  X =^-pV-! — -  a. 

fia) 

Ici,  l'équation  /  {x,  a)  —  o  est  la  polaire  du  point  a  par  rapport  à  /  (.r)  =  o. 
Le  produit  de  deux  réflexions  A,  B  s'écrit  directement,  et  l'on  trouve  alors  que 
ces  deux  réflexions  sont  commutatives  seulement  quand  f  (a,  b)  =  o.  c'est- 
à-dire  quand  les  deux  centres  a,  b  sont  conjugués  par  rapport  kf(x)  =0. 

Il  est  important  alors  de  savoir  quand  on  a  AB  =;  CD.  La  démonstration  du 
théorème  suivant  est  très  simple  et  directe. 

Le  produit  AB  de  deux  réflexions  centrales  peut  être  représenté  en  00' 
manières,  par  un  produit  CD,  les  centres  c.  d  étant  sur  la  variété  M,  (la 
droite)  déflnie  par  a,  b;  c  ou  d  peut  être  choisi  à  volonté;  l'autre  est  alors 
unique. 

Le  théorème  correspondant  pour  le  produit  de  trois  réflexions  est  : 

Le  produit  de  trois  reflexions  centrales  ABC  peut  toujours  être  représenté 
en  ce'  manières  par  un  produit  DEF.  Le  centre  d  est  un  point  quelconque 
de  la  M,  défini  par  a,  b.c;  mais  la  droite  de  e,  f  est  alors  uniquement  dé- 
terminée, quoique  e  ou  f  peut  être  choisi  à  volonté  sur  cette  droite. 

Le  théorème  général  correspondant  est  alors  démontré  par  induction.  C'est 
une  conséquence  de  ce  théorème,  que  tout  produit  de  réflexions  centrales  dont 
les  centres  se  trouvent  sur  une  -Mr_i)  peut  élre  représenté  par  un  produit  de  r 
(ou  moins)  de  réflexions. 

Cette  théorie  de  réflexions  centrales  développée,  l'auteur  considère  la  repré- 
sentation d'une  transformation  orthogonale  comme  produit  de  réflexions  cen- 
trales. Il  prouve  que  chaque  transformation  orthogonale  en  n  variables  est  le 
produit  d'une  transformation  orthogonale  en  n  —  i  variables  et  de  reflexions 
centrales.  Il  arrive  alors  à  ce  résultat  fondamental  : 
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Chaque  transformation  linéaire,  qui  laisse  invariante  une  forme  quadra- 
tique générale  en  n  variables,  est  le  produit  de  n  réflexions  centrales  {ou 
de  moins). 

Enfin,  l'auteur  obtient  une  formule  générale  donnant  en  forme  explicite  toutes 
les  transformations  qui  laissent  invariante  la  forme  f  {x). 

Hunlington  [E.-V.).  —  Un  système  de  postulats  pour  l'Algèbre 
réelle,  comprenant  des  postulats  pour  le  continu  linéaire  et 
pour  la  théorie  des  groupes.  (i--4i). 

Les  postulats  pour  l'Algèbre  réelle  présentée  dans  cet  Ouvrage  sedivisenten 
trois  groupes  :  i"  des  propositions  relatives  au  symbole  <,  qui  forment  en- 
semble un  système  de  postulats  indépendants  pour  le  continu  linéaire;  2°  des 
propositions  relatives  à  l'opération  -h,  qui  forment  ensemble  un  système  de 
postulats  indépendants  pour  la  théorie  des  groupes;  et  3"  des  propositions  liant 
les  deux  symboles  <  et  -t-.  Tous  ces  postulats  forment  un  système  qui  sert  à 
définir  l'Algèbre  réelle. 

L'indépendance  de  tous  ces  postulats  est  établie,  c'est-à-dire  aucun  des  postu- 
lats n'est  une  conséquence  des  autres  ;  et  le  système  qu'ils  définissent  est  unique, 
c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  essentiellement  qu'un  seul  système  (savoir,  le  système 
de  tous  les  nombres  réels),  dans  lequel  une  relation  <  et  une  opération  -1-  sont 
définies  de  manière  à  satisfaire  aux  postulats  donnés. 

Les  postulats  pour  le  continu  sont  les  naturels,  mais  leur  indépendance  n'a 
pas  été  démontrée  antérieurement.  Les  postulats  pour  la  théorie  des  groupes 
portent  plus  loin  l'analyse  que  ne  le  font  les  systèmes  antérieurs  donnés  par 
l'auteur  et  M.  E.-H.  Moore.  Les  postulats  pour  l'Algèbre  réelle  sont  plus  satis- 
faisants que  le  système  antérieur  de  l'auteur  (  Transactions,  t.  IV,  igoS,  p.  358- 
B'jo),  car  la  séparation  des  postulats  relatifs  à  <  et  de  ceux  relatifs  à  -h  est  à 
présent  complète,  et  les  postulats  eux-mêmes  sont  des  propositions  plus  sim- 
ples; aussi,  dans  l'énoncé  des  postulats  ne  se  fait  aucune  hypothèse  concernant 
l'existence  d'un  nombre.  La  multiplication  se  définit  au  moyen  des  postulats, 
et  tous  les  théorèmes  fondamentaux  de  l'Algèbre  réelle  sont  établis.  Dans  un 
appendice,  l'auteur  donne  encore  un  système  des  postulats  dans  lequel  l'opé- 
ration de  multiplication  est  un  des  éléments  primaires. 

Maiining  []f .-A.).  —  Sur  les  groupes  primitifs  de  classe  3^. 

(4M7)- 

Un  groupe  de  permutations  est  dit  fie  classe  k  lorsque  le  plus  petit  nombre 
de  lettres  altérées  par  une  seule  permutation  du  groupe  différent  de  l'identité 
est  égal  à  k.  Il  s'agit  ici  seulement  des  groupes  qui  contiennent  une  permuta- 
tion d'ordre  p  et  de  degré  3/?,  p  étant  un  nombre  premier  impair.  L'auteur 
démontre  d'abord  deux  théorèmes  relatifs  aux  permutations  d'ordre /j  et  de  de- 
gré pq  dans  un  groupe  de  classes  pq,  p  tX.  q  étant  des  nombres  premiers  im- 
pairs, et  les  emploie  alors  à  déterminer  tous  les  groupes  de  classe  3/j  contenant 
une  permutation  d'ordre  p  et  de  degré  3y>.  Il  trouve  qu'il  n'y  en  a  que  trois.  Ce 
sont  des  groupes  de  classe  ij  et  d'ordre  80,  240  et  4o8o. 

Dickson  [L.-E.).  —  Le   plus  petit  degré  -  des  équations  résol- 
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vantes  pour  la  />-seclloD  des  périodes  de  fonctions  hvperellip- 
tiques  à  quatre  périodes.  (48-5-). 

L'objet  principal  de  ret  Ouvrage  est  la  démonstration  de  la  formule 


quand  p  >  3.  Ce  résultat  est  établi  par  une  étude  approfondie  des  sous-groupes 
du  groupe  abélien  quaternaire. 

Miller  (G. -A.).  —  Détermination  de  tous  les  groupes  d'ordre  2"^ 
qui  contiennent  un  nombre  impair  de  sous-groupes  cycliques 
d'ordre  composé.  (08-62). 

Dans  un  Ouvrage  inséré  aux  Proceedings  of  the  London  Mathematical  So- 
ciety (2=  série,  t.  II,  1904,  p.  1^2)  l'auteur  a  récemment  démontré  le  théorème 
suivant  : 

Dans  chaque  groupe  non-cyclique  d'ordre  p'"  [p  étant  un  nombre  premier 
impair)  le  nombre  des  sous-groupes  cycliques  d'ordre  p^,  ?>ii  ^^t  toujours 
un  multiple  de  p,  et  ce  nombre  est  de  la  forme  1  -r-  p  -h  kp-,  quand  ,3  =  i. 

Quand/)  =  2,  ce  théorème  a  des  exceptions.  Ce  présent  Ouvrage  est  consacré 
à  l'étude  détaillée  de  ces  exceptions.  A  cause  du  caractère  élémentaire  des 
groupes  cycliques,  l'auteur  considère  seulement  des  groupes  non-cycliques 
d'ordre  2'".  Il  démontre  d'abord  le  théorème  : 

Si  un  groupe  d'ordre  2"*  contient  un  nombre  impair  de  sous-groupes  cy- 
cliques d'ordre  2',  a  >  s,  ce  nombre  doit  être  i.  et  le  groupe  est  un  des  trois 
qui  contiennent  un  sous-groupe  cyclique  d'ordre  2""-'. 

Suit  alors  le  théorème  qui  montre  qu'il  existe  un  système  de  «-  groupes 
d'ordre  2'"  contenant  un  nombre  impair  de  sous-groupes  cycliques  d'ordre 
composé  : 

Chaque  groupe  d'ordre  2'",  /7i  >  3,  contenant  un  nombre  impair  de  sous- 
groupes  cycliques  d'ordre  4,  contient  un  seul  sous-groupe  cyclique  d'ordre  2", 
où  oi  peut  avoir  une  valeur  quelconque  de  Z  à  m  —  \^  et  chaque  groupe  con- 
tenant un  seul  sous-groupe  cyclique  d'ordre  2',  contient  un  nombre  impair 
de  sous-groupes  cycliques  d'ordre  4.  Pour  chaque  valeur  de  a  et  de  m  il  y 
a  trois  groupes  avec  ces  propriétés. 

Roe  [E.-D.).  —  Sur  les  coefficienls  dans  le  rapport  de  deux 
alternants.  (63-^4)- 

Ce  xMémoire  est  complémentaire  à  un  Ouvrage  antérieur  de  l'auteur,  inséré 
au  Volume  précédent  des  Transactions.  Il  ne  peut,  à  cause  de  la  complexité 
de  la  notation,  être  analysé  en  quelques  lignes. 
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Wilczynski  (E.-J.).    —  Théorie   générale  des  courbes   sur  une 
surface  réglée.  ('j5-82). 

Soit  donnée  une  surface  réglée  par  les  ileux  équations  différenlielles 

de  façon  que  les  courbes  C^,,  C.  soient  deux  courljes  sur  la  surface  et  que  les 
droites,  joignant  deux  points  correspondants  de  C  ,  C^,  soient  des  générateurs 
de  la  surface.  En  éliminant  une  fois  z  et  une  fois  y,  l'auteur  obtient  d'abord 
deux  équations  de  quatrième  ordre  auxquelles  les  fonctions  z,  y  doivent  satis- 
faire. Ces  deux  équations  sont  susceptibles  de  nombreuses  applications;  en 
effet,  elles  sont  fondamentales  dans  toute  question  se  rattachant  à  l'existence 
sur  une  surface  réglée  de  courbes  d'un  caractère  donné. 

L'auteur  s'approche  d'abord  de  la  question  :  Une  courbe  gauche  arbitraire 
peut-elle  être  regardée  comme  branche  de  la  courbe  flecnodale  d'une  surface 
réglée?  Il  trouve  le  théorème  sujvant  : 

Une  courbe  gauche  donnée  arbitraire  peut  toujours  être  regardée  comme 
une  branche  de  la  courbe  flecnodale  d 'une  infinité  de  surfaces  réglées,  dont 
l'expression  générale  contient  une  fonction  arbitraire. 

Par  des  démonstrations  analytique  et  synthétique,  l'auteur  prouve  alors  que 
les  points  de  deux  courbes  arbitraires  ne  peuvent  être  joints  de  façon  que  les 
courbes  soient  la  courbe  llecnodale  totale  de  la  surface  réglée  obtenue.  Cela 
posé,  l'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Si  par  chaque  point  de  la  courbe  flecnodale  d'une  surface  réglée  S, 
on  mène  la  droite  génératrice  de  S,  la  tangente  flecnodale,  la  tangente  à  la 
courbe  flecnodale  et  enfin  la  droite  qui  est  la  conjuguée  harmonique  de  la 
troisième  de  ces  droites  par  rapport  aux  deux  premières,  le  lieu  de  ces 
dernières  droites  est  une  surface  développable,  dit  la  développable  secon- 
daire de  la  surface. 

La  développable  primaire  est  alors  celle  formée  par  les  tangentes  à  une 
branche  de  la  courbe  flecnodale. 

2.  //  existe  ce'  surfaces  réglées  qui  ont  la  même  courbe  flecnodale  que  S. 
Ce  système  de  »'  surfaces  peut  être  regardé  comme  une  involution,  dans 
laquelle  une  quelconque  des  surfaces  du  système  et  sa  surface  flecnodale 
forment  un  couple.  Les  développables  primaires  et  secondaires  de  la  branche 
considérée  de  la  courbe  flecnodale  sont  les  surfaces  doubles  de  cette  invo- 
lution.  En  effet,  les  génératrices  de  ces  surfaces,  à  chaque  point  de  leur 
courbe  flecnodale  commune,  forment  une  involution  dans  le  sens  usuel. 

Il  y  a  aussi  une  infinité  de  surfaces  réglées  dont  chacune  contient  une  courbe 
arbitraire  donnée  comme  branche  de  sa  courbe  complexe. 

Veblen  (O.).  —  Théorie  des  courbes  planes  dans  VAna/ysis  silus 
non  métrique.  (88-98). 

Jordan  était  le  premier  à  démontrer  le  théorème  fondamental  que  chaque 
courbe  simple  fermée,  située  dans  un  plan,  divise  ce  plan   en  deux  parties.  Sa 
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démonstration  n'était  pas  tout  à  fait  satisfaisante  aux  géomètres.  Dans  cet  Ou- 
vrage, l'auteur  démontre  ce  théorème  sur  les  hypothèses  beaucoup  plus  géné- 
rales que  celles  employées  par  les  auteurs  antérieurs  (  Schœnfliess,  Ames, 
Bliss).  La  question  posée  est  :  Quelle  généralité  est  permise  dans  l'applica- 
tion de  la  notion  intuitive  d'une  courbe  plane?  La  discussion  s'appuie  sur  les 
axiomes  i  à  8  et  ii  du  système  d'axiomes  de  Géométrie  que  l'auteur  a  déve- 
loppé dans  sa  Thèse  (  Transactions,  t.  V,  1904,  p.  343-38'}).  Il  ne  fait  aucune 
hypothèse  concernant  la  Géométrie  analytique,  parallélisme,  congruence,  ou 
de  points  extérieurs  du  plan.  Ses  hypothèses  sont  toutes  non  métriques  et  très 
générales.  Il  donne  d'abord  une  définition  non  métrique  d'une  courbe  plane 
simple,  en  termes  de  la  notion  d'ordre.  La  démonstration  du  théorème  de  Jor- 
dan est  alors  faite,  en  employant  la  notion  importante  d'accessibilité Ji nie. 

Wilczynski  [E .-J.).  —  La  théorie  générale  des  courbes  gauclies 
au  point  de  vue  projeclif.  (99-1 33), 

Ce  Mémoire  est  un  exposé  systématique  des  relations  qui  relient  entre  elles 
la  théorie  des  courbes  gauches  et  la  théorie  des  invariants  et  covariants  d'une 
équation  dilïérentielle  linéaire  du  quatrième  ordre, 

(1)  y'''+4/j,r<''-i-6/?jj'"-i-4i0..r'-^/'4r  =  o, 

les  /),  étant  des  fonctions  de  x.  Halphen  s'est  aperçu   le  premier  de  ces  rela- 
tions, dont  l'auteur  a  fait  ressortir  l'importance  capitale  pour  la  Géométrie  infi- 
nitésimale. On  trouve  dans  ce  Mémoire,  à  côté  des  théorèmes  de  Halphen,  une 
foule  de  résultats  nouveaux. 
Si  l'on  fait  la  transformation 

y  =  \{x)y,         \  =  l(x), 

X(a;),  \{x)  étant  des  fonctions  arbitraires,  l'équation  (i)  se  transforme  en 
une  autre  équation  de  la  même  forme.  On  se  demande  quelles  sont  les  fonc- 
tions des  coefficients,  de  leurs  dérivées,  et  de  y,  y',  y",  y^^\  qui  restent  inva- 
riantes sous  cette  transformation.  Ces  fonctions  s'appellent  des  invariants  et 
covariants  de  (i)  selon  qu'elles  contiennent  ou  non  les  variables^,  y',  etc.  On 
trouve  d'abord  les  seminvariants  : 

i    P,  =  /?,-/?;  — pf, 

(2)  I     P3=/'3  — /'I—  3/?ift-|-2/>3, 

et  les  semicovariants  : 

.   z=y'-^p,y, 

(3)  ?  =y'+^/'iy'+Ar, 

'  ff  =/"+ 3/),y-^  3/>,j-'  +  />,jk; 
c'est-à-dire,  les  invariants  et  covariants  pour  le  sous-groupe 

y  =  \{x)  y. 


(4) 


4o  SECONDE   PAUTIE. 

Les  invariants  et  covariants  propres  «ont  iléliiiis  par  les  expressions  sui- 
vantes : 

C,  =  loz-, —  i5j>'p  —  12  P.,.v-, 

63=  10-'— 3a::-  9(5a  +  GP,::-t-P3y)y-, 

C,-  aôjxs  +  f'jy, 

oi!i  les  indices  désignent  le  poids,  un  nombre  caractéristique  des  fonctions  in- 
variantes dont  on  voit  l'importance  dans  renoncé  suivant  :  [fn  covariant  G  de 
degré  d  et  de  poids  w  se  transforme  en  C,  où 

(5) 

en  effectuant  la  transformation 

y  =  \{x)y,         \  =  \{x). 

On  peut  toujours  réduire  l'équation  (i)  à  une  autre  de  la  même  forme  pour 
laquelle  on  a 

C'est  là  la  forme  canonique  de  Laguerre  et  Forsyth.  Pour  faire  celte  réduction 
il  faut  intégrer  une  équation  de  Riccati.  Si  l'invariant  83  est  non  nul,  on  peut, 
au  moyen  de  simples  quadratures,  transformer  (1)  en  une  autre  équation  pour 
laquelle  /?,  =  o,  63  =  i.  C'est  là  la  forme  canonique  de  Halphen. 

Soient  _7i)  Yii  yi-:  Xi  ""  système  fondamental  de  (i).  On  peut  interpréter  ces 
grandeurs  comme  des  coordonnées  d'un  point  P^.  de  l'espace,  lequel  avec  la 
variation  de  x  décrit  une  courbe  C^.  On  voit  facilement  que  tout  sjstème 
d'équations  invariantes  exprime  une  propriété  projective  de  C  .  Les  trois  inva- 
riants 63,  64,  6g,  donnés  en  fonctions  de  x,  caractérisent  une  courbe  gauche  à 
une  transformation  projective  près.  Si,  pour  deux  courbes,  les  6^  et  les  6g  sont 
égaux  pendant  que  les  valeurs  de  63  sont  égales  en  valeur  absolue  mais  de  signes 
contraires,  les  deux  courbes  se  correspondent  par  dualité. 

Les  expressions  (3)  nous  donnent  trois  points  P,,  P  ,  P^  et  trois  courbes  C^, 
C  ,  C^  dont  on  voudrait  connaître  la  signification.  Les  quatre  points  P  ,  P^,  P  , 
P^,  ne  sont  pas,  en  général,  dans  un  même  plan  et  il  convient  de  les  choisir 
comme  les  sommets  du  tétraèdre  de  référence  quand  il  s'agit  d'étudier  les  pro- 
priétés de  la  courbe  C^,  au  voisinage  du  point  P^.. 

C'est  en  faisant  usage  de  ce  système  de  coordonnées  qu'on  arrive  facilement 
à  former  les  équations  de  la  cubique  gauche  osculatrice  et  du  complexe  li- 
néaire osculateur.  Le  plan  osculateur  et  la  développée  de  cette  cubique  ont  en 
commun  la  tangente  comptant  pour  deux  intersections  et  une  conique,  la  co- 
nique osculatrice.  Avec  ces  éléments,  on  peut  construire  géométriquement  les 
points  P.,  P  ,  P^.  En  effet,  P^  est  sur  la  tangente  de  C,.  à  P  ,  et  par  conséquent 
Cj  est  une  courbe  sur  la  surface  développable  dont  l'arête  de  rebroussement 
est  C  On  peut  choisir  la  variable  indépendante  x  de  façon  que  cette  courbe 
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soit  une  courbe  quelconque  de  cette  surface.  Cela  posé,  on  démontre  facilement 
que  la  droite  P .  ?„  est  la  polaire  de  P.  par  rapport  à  la  conique  osculatrice. 
Considérons  la  surface  réglée  dont  P,.Pp  est  la  génératrice.  A  chaque  point  de 
cette  génératrice  on  peut  faire  correspondre  deux  plans,  le  plan  tangent  à  la 
surface  réglée  en  ce  point  et  le  plan  qui  correspond  à  ce  point  dans  la  corré- 
lation dualistique  définie  par  le  complexe  osculateur.  Ces  deux  plans  coïncident 
pour  P  et  un  seul  autre  point  P^.  Les  deux  plans  polaires  par  rapport  au 
complexe  linéaire  osculateur  des  deux  points  P,,  et  P»  ont  pour  intersection 
la  droite  P,. P,  Il  reste  encore  à  déterminer  les  points  P  et  P,.  sur  ces  deux 
droites;  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  détails. 

La  surface  réglée,  lieu  des  droites  P^P^,  est  développable  si  la  variable  indé- 
pendante X  est  telle  que  l'on  a  P„  =  o,  et  seulement  en  ce  cas.  On  voit  donc 
quelle  est  la  signification  géométrique  de  la  forme  canonique  de  Laguerre  et 
Forsyth. 

Si  l'on  a  63  =  o  les  tangentes  de  C.  appartiennent  a  un  complexe  linéaire. 
L'auteur  trouve  aussi  la  signification  de  la  condition  6;  =  o.  Si  l'on  a  63  =  64  =  0, 
la  courbe  est  une  cubique  gauche.  Il  y  a  une  quantité  de  relations,  entre  ces 
diverses  surfaces  réglées  et  leur  élément  osculateur,  que  nous  ne  discuterons 
pas  pour  ne  pas  rendre  trop  longue  cette  analyse. 

En  introduisant  des  coordonnées  non  homogènes  choisies  convenablement, 
on  trouve  des  développements  en  séries  pour  la  courbe  C^.  de  la  forme 

Y  =  X=-i-A,X^  +  ..., 

Z  =  X3+X«+M,X^H-..., 

pourvu  qu'elle  n'appartienne  pas  à  un  complexe  linéaire.  Ces  développements 
en  séries  sont  dus  à  Halphen  qui  a  basé  sur  eux  toute  sa  théorie.  C'est  donc 
ici  que  se  trouvent  naturellement  les  théorèmes  de  Halphen  sur  les  courbes 
gauches.  C'est  ici  aussi  qu'on  trouve  l'inlerprétalion  complète  des  covariants, 
au  moins  pour  le  cas  d'une  courbe  qui  n'appartient  pas  à  un  complexe  linéaire. 
La  discussion  des  cas  exceptionnels  est  réservée  pour  une  autre  occasion. 

Fréchet  (M.).  —  Sur  les  opérations  linéaires  (deuxième  Note). 

(i34-i4o). 

D'après  un  théorème  de  M.  Hadamard,  toute  opération  linéaire  U^  portant 
sur  une  fonction  f{x)  continue  entre  a  et  b  peut  se  mettre  sous  la  forme 


U,.=  lim     /     KAy)f{r)dy, 


où  les  K„(jk)  sont  des  fonctions  continues  entre  a  et  b.  L'auteur  fait  remar- 
quer d'abord  qu'on  peut  supposer  que  les  fonctions  K„  soient  nulles  en  a  et  6; 
et  aussi,  qu'on  peut  supposer  que  les  K„  (>')  soient  des  polynômes  P„{y); 
mais  on  ne  pourra  pas  toujours  supposer  en  même  temps  que  P„  (y)  soient 
nuls  en  a  et  b.  Cette  remarque  nous  fournit  un  nouveau  développement  de 
l'opération  linéaire  la  plus  générale  portant  sur  une  fonction  continue.  En  effet, 
posons 

Pn  (  r  )  =  «  0  +  «ï  r  -^  •  •  •  ^-  «"„  y''"  ; 
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on  aura 


u<;'  =    f  y^ 


f{y)dy. 
En  s'appuyant  sur  un  développement  de  M.  Borel,  on  obtient  la  formule 

avec 

K=  f  f(y)^r,n{y)dy, 

où  les  ^rniy)  *o"'^  certains  polynômes  déterminés  indépendamment  de  la 
fonction  /.  Cette  représentation  est  intéressante  en  ce  qu'elle  donne  un  procédé 
pour  calculer  efTectivement  U^  connaissant  seulement  les  valeurs  àtf{y)  en 
tous  les  points  d'abscisses  commensurables. 

Soient  f{x)  une  fonction  continue  de  a  à  6,  et  c  un  nombre  quelconque  com- 
pris entre  a  et  6;  soient /,(j;),  f^i^:)  deux  fonctions  qui  coïncident  avec /(a;) 
de  a  à  c,  et  de  c  à  6  respectivement.  Alors  on  pourra  écrire  toute  opération 
linéaire  U/-=  V/", +W/;,  V  et  W  étant  deux  opérations  linéaires  définies  respec- 
tivement dans  les  intervalles  (a,  c),  (c,  b). 

En  terminant,  l'auteur  fait  quelques  remarques  sur  l'importance  du  champ 
fonctionnel  dans  lequel  on  définit  une  opération  linéaire. 

Kasner  (E .).  —  Surfaces  clonl  les  lignes  géodésiques  sont  repré- 
senlahles  clans  un  jjlan  par  des  paraboles.  (  i4i-i58). 

Le  problème  général  de  la  représentation  gcodésique,  qui  a  été  discuté  anté- 
rieurement par  l'auteur  {Transactions,  t.  IV,  igoS,  p.  149-102 ),  est  essen- 
tiellement le  même  que  \c  problème  inverse  des  géodésiques,  proposé  par  Lie. 
L'équation  des  géodésiques  étant  donnée  dans  la  forme  F  (  u,  v,  )>,  [x)  =  o, 
déterminer  les  surfaces  correspondantes.  Pour  qu'une  telle  surface  existe,  il  est 
nécessaire  que  l'équation  différentielle  du  système  donné  soit  de  la  forme 

(i)  y"  =  \y''  -+.  By--  +  Cy'  ^  D, 

où  les  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  de  x,  y.  Toute  équation  de  cette  forme, 
l'auteur  l'appelle  de  type  cubique;  mais  il  faut  remarquer  que  la  classe  des 
équations  géodésiques  ne  forme  qu'une  partie  de  la  classe  générale  d'équations 
de  type  cubique.  Ce  Mémoire  est  consacré  à  la  considération  du  problème  :  Un 
système  de  courbes  planes  dépendantes  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  paramètres  étant  donné,  déterminer  les  systèmes  à  deux  paramètres  qui  sont 
capables  de  représenter  les  géodésiques  d'une  surface,  et  étudier  ces  surfaces. 

La  partie  principale  de  l'Ouvrage  est  consacrée  au  cas  le  plus  simple  de  ce 
problème,  savoir  :  le  cas  du  système  de  paraboles  verticales 

{2)  y  —  \x- -r-  li-X -h'^, 
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ou  de  l'équation  difTérenlielle  correspondante  _>'"  =  o.  L'auleur  trouve  d'abord 
que  les  seules  équations  de  type  (i)  qui  représentent  un  système  de  para- 
boles (2)  sont  les  équations 

(3)  {2  t  y  +  ax"-  +  2  b  X  -^  c)  y"  =  t  y'--i-  2{ax  -h  b)y'  ~  2  {a  y  —  d), 

contenant  quatre  constantes  a,  b,  c,  d,  t.  Le  système  (2)  est  alors  assujetti 
à  la  condition 

{!^)  t{[l- —  4^"'')  —  2C)>  +  26[X  —  2av  +  2rf=:0. 

Ce  système  est  linéaire  (équivalent  àj'"  =  o),  si  le  discriminant  5  de  la  rela- 
tion (4  )  est  nul;  si  0^0,  le  système  est  essentiellement  quadratique  et  équi- 
valent à  2}\y'[  =y\--^î. 

Après  avoir  donné  une  classificalion  détaillée  de  ces  systèmes  de  paraboles 
par  rapport  à  deux  groupes  finis  continus  (dont  l'un  est  projectif)  et  après 
avoir  caractérisé  géométriquement  ces  diverses  classes,  l'auteur  s'approche  de 
la  question  regardant  les  surfaces  correspondantes.  Il  trouve,  en  effet,  qu'il  y  a 
des  surfaces  pour  les  systèmes  de  paraboles  considérés.  Dans  le  premier  cas, 
l'équation  est  équivalente  ày"  =  0,  de  sorte  que  les  surfaces  sont  simplement 
•celles  de  cijurbure  constante  (théorème  de  Beltrami).  Il  reste  à  discuter  le 
second  cas  ■2yy"=y'^-hi.  L'auteur  trouve  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  seules  su/-faces  représentables  ponctuellement  sur  un  plan,  de  sorte  que 
les  lignes  géodésiques  sont  représentées  par  les  paraboles  y  =  \x-  -t-  |j.a:-t- v, 
sont  : 

1°  Des  surfaces  de  courbure  constantes.  Le  système  est  alors  linéaire 
défini  par  la  relation  (4)  avec  0  =  0. 

2°  Des  surfaces  à  courbure  variable  dont  l'élément  linéaire  est  d'une  des 
formes 

ds-  =  V  (  du''-  4-  dv-  ) 

(/i==  (L  -^q\  {du--i-dv-) 

ds-  =  (  P  e"+  Q  e-"  )  (  du-  -h  dv'-  ) 

ds-  —  — ^- — -  ( du^  ^  dv^). 

(e^  —  e-^)- 

Ces  surfaces  sont  équivalentes  géodésiquement  et  sont  toutes  applicables 
sur  des  surfaces  de  révolution.  Le  système  de  paraboles  dans  ce  cas  est  qua- 
dratique défini  par  (4)  avec  5  ^  o. 

L'auteur  trouve  aussi  les  conditions  pour  que  cette  représentation  soit  con- 
forme, et  discute  le  nombre  de  toutes  les  représentations  possibles.  En  termi- 
nant, l'auteur  démontre  le  théorème  suivant  plus  général  : 

Si  une  surface  est  représentable  conformément  sur  un  plan  de  façon  que 
les  courbes  représentant  ces  géodésiques  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 
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(P i  fonction  de  x,  y),  alors  son  élément  linéaire  est  de  la  forme 

ds^'  =  f{v)  (  du-  -f-  dv"^  ), 

de  sorte  que  la  surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 

Mason  {M.).  —  Les  solutions  à  deux  périodes  de  réqualion  de 
Poisson  à  deux  variables  indépendantes.  (159-164). 

Toute  solution  à  deux  périodes  de  l'équation  de  Laplace 

d-u        d-u  _ 

dx-        dy"^  ~ 

se  réduit  à  une  constante.  C'est  l'objet  de  cet  Ouvrage  de  discuter  les  solutions 
à  deux  périodes  de  Téquation  de  Poisson 

/  ^  à"- u        d-u 

où  f{x,  y)  est  une  fonction  continue  avec  deux  périodes  en  x  et  y  égales  à  a 
et  b.  L'auteur  démontre  ce  théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  d'une  solution  à  deux 
périodes  a,  b  de  l'équation  (i),  est  que  l'intégrale 


f       I     f{^,y)dxdy 


soit  nulle.  Cette  condition  étant  satisfaite,  la  solution  aux  deux  périodes 
a,  b  de  l'équation  {\)  et  égale  à  C  pour  les  valeurs  x  —  a.,  y  —  '^  est  unique 
et  s'obtient  par  la  formule 

"(?.  t)=-;^r      f    G{x,y,l,-n,a,^)f{x,y)dxdy  +  C, 

oie  G  est  une  fonction  de  Green  bien  déterminée,  qui  s'exprime  au  moyen  des 
fonctions  3". 

Veblen    (O.).    —    Définition   en    terme    d'ordre    seulement    du 
continu  linéaire  et  des  ensembles  bien  ordonnés.  (  i65-i  ^  i  ). 

Dans  cet  Ouvrage,  l'auteur  donne  une  définition  du  continu  linéaire  par  un 
système  de  postulats  qui  s'expriment  seulement  par  la  notion  d'ordre,  ne  fai- 
sant pas  usage  des  notions  d'opération  ou  de  l'égalité  des  segments.  Ce  système 
consiste  en  quatre  postulats  d'ordre,  un  postulat  de  Dedekind,  un  postulat 
pseudo-archimédien,  un  postulat  de  densité  et  un  postulat  d'uniformité.  C'est 
le  dernier  qui  offre  l'élément  d'originalité.  Ce  postulat  est  le  suivant  : 

Postulat  d'uniformité.  —  Pour  chaque  élément  P  d'un  ensemble  (P)  salis- 


^«^^^     Par-Un  - 

I 
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faisant  aux  postulats  précédents  et  pour  chaque  vfv=  i,  2,  3,  ...),  il  y  a  un 
segment  s.  ,  de  sorte  que  lensenible  des  segments  (t,  )  a  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1°  Pour  un  P  fixe,  7.     contient  ^v+ip  î 

2°  Pour  un  P  fixe,  P  est  contenu  par  chaque  t  et  P  est  le  seul  élément  avec 
ladite  propriété  ; 

3°  Pour  chaque  segment  t  il  y  a  un  v,  v.,  de  sorte  que  z-j^  ne  contient  z 
pour  aucun  P. 

Ce  postulat  remplace  celui  de  Cantor  concernant  un  ensemble  partiel  dense 
dénombrable.  Les  deux  premiers  postulats  sont  suffisants  pour  une  large  partie 
de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle.  En  particulier,  le  théorème 
de  Heine-Berel  et  sa  généralisation  se  démontrent  comme  une  conséquence  de 
ces  deux  postulats.  Ce  système  de  postulats  est  comparé  avec  les  définitions 
antérieures  du  continu  et  l'indépendance  des  postulats  est  établie.  En  termi- 
nant, l'auteur  donne  une  définition  par  postulats  de  la  notion  générale  d'un 
ensemble  bien  ordonnée. 

Epsleen   {S.)  et  Maclagan-Wedderburn  (/.-//.).    —    Sur  la 
structure  des  systèmes  de  nombres  livpercomplexes.  (1^2-1^8). 

Dans  cet  Ouvrage,  les  auteurs  démontrent,  pour  des  systèmes  de  nombres 
complexes  à  n  unités,  certains  théorèmes  analogues  à  ceux  de  Jordan-Hôlder, 
concernant  les  groupes  facteurs  et  les  séries  de  composition  dans  la  théorie  des 
groupes  finis  abstraits.  Les  méthodes  sont  toutes  rationnelles,  et  par  conséquent 
les  résultats  sont  applicables  à  des  systèmes  de  nombres  dont  ces  coefficients 
sont  restreints  à  des  éléments  d'un  corps  donné,  fini  ou  infini. 

Par  les  produits  EEj  d'un  système  E  ^  e,  ...  e^  e^+,  ...  e„  et  l'un  de  ses 
complexes  partiels  E^  =  e^^^  ■■■  ^n  s'enlend  l'ensemble  d'unités  qu'on  obtient 
par  la  multiplication  de  chaque  unité  de  E  par  chaque  unité  de  E,.  Si  l'on  a 
EE|£Ej  etE,E;iE,,  le  système  partiel  Ej  est  dit  int'a/vanf  en  E.  D'après  Molien 
{Math.  Annalen,  t.  XLI,  p.  gS),  si  E,  est  invariant  en  E,  il  y  a  un  système  Kj, 
éïx.  complémentaire  à  Ej  par  rapport  à  E. 

La  série  E,  E,,  E,,  ...  est  dite  norm.ale,  si  E,  est  un  système  partiel  inva- 
riant maximal  de  Ej_,  (E,  =  E),  et  Kj,  K,,  K3,  ...  est  dite  une  série  normale 
complémentaire,  si  K,  est  complémentaire  à  E,  par  rapport  à  Ej_,.  Si  n,  est 
Vordre  (le  nombre  d'unités)  de  E,,  les  nombres  entiers  l^  sont  définis  comme 
suit  :  l^={n^  —  l'ordre  du  système  partiel  maximal  de  E,_^  contenant  E,). 
5  =  1,  2,3,  . . .;  de  plus,  les  nombres  A',  sont  définis  par  Âj  =  /i,_,  —  n^.  Si  C,  est 
le  système  partiel  maximal  de  C,_^  invariant  en  E,  la  série  E,,  Cj,  C,,  ... 
est  dite  série  principale  de  E.  On  a  alors  les  théorèmes  suivants  : 

1"  Si  E  a  deux  systèmes  partiels  invariants  E,,  E', ,  E  est  réductible  ou 
bien  E'j  ^  E,  ; 

2°  E,,  E',  étant  deux  systèmes  partiels  invariants  maximals  de  E,  leur  partie 
commune  E'J  est  un  système  partiel  invariant  de  E; 

3°  La  série  normale  complémentaire  A,,  k\,  ...  est  indépendante,  à  l'ordre 
près,  de  la  série  normale  E,  E'j,  E^,  ...  ; 

4°  La  série  de  nombres  /j,  U,  ...  et  aussi  la  série  Ap  A^,  ...  sont  indépen- 
dantes, à  l'ordre  près,  de  la  série  normale  choisie  ; 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  7.'  série,  t.  XXXR'.  (Avril   1910.)  R.  4 
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5°  La  série  complémeulaire  principale  A','^',  kf\  ...  est  indépendante,  à  l'ordre 
près,  de  la  série  principale  E,  C,,  C,,  . ... 

Moore  [E.-H.).  — ■  Sur  une  défini  lion  de  groupes  abstraits. 
(179-180). 

Dans  cette  Note,  l'auteur  dénnonlre  qu'un  de  ses  postulats  pour  la  définition  du 
gronpe  abstrait,  qu'il  a  donné  antérieurement  {Transactions,  t.  III,  p.  485-492) 
est  une  conséquence  des  autres  postulats,  et  aussi  que  ces  autres  postulats  sont 
indépendants. 

Huntington  [E.-V.).  —  Note  sur  les  définitions  des  groupes 
abstraits  et  des  corps  arithmétiques  par  des  postulats  indé- 
pendants. (  181-197). 

Dans  cet  Ouvrage,  l'auteur  donne  une  comparaison  de  toutes  les  définitions 
connues  des  groupes  abstraits  par  des  postulais  indépendants,  et  présente  un 
système  de  six  postulats  qui  est  à  certains  égards  plus  simple  que  les  systèmes 
antérieurs  comme  suit  : 

Pi.  Si  a,  b  sont  des  éléments  de  la  classe,  leur  produit  ab  est  élément  de 
la  classe  ; 

P2.  La  loi  associative  :  {ab)  c  =  a  {bc); 

P3.  Il  y  a  au  moins  un  élément  i  de  sorte  que  ii  —  i; 

P4.  Il  n'y  a  plus  qu'un  élément  i.  Cet  élément  unique  i  s'appelle  l'identité 
du  groupe  ; 

P5.  Si  t  est  l'identité,  on  a  j'a  =  a  (  ou  bien  ai  —  a)  pour  chaque  élément  a  ; 

P6.  Si  i  est  l'identité,  il  y  a  pour  chaque  élément  a  un  élément  a'^i  de  sorte 
qu'on  a  aa'^^i  (ou  bien  un  élément  a'„  de  sorte  que  a'  a  =  i).  On  démontre 
qu'on  a  a'j=:a'  =^a'  et  que  cet  élément  est  unique  pour  chaque  a;  cet  élé- 
ment a'  s'appelle  l'inverse  de  a. 

Ces  six  postulats  sont  suffisants  pour  la  théorie  générale  des  groupes  abstraits. 
Pour  que  le  groupe  soit  abélien  on  ajoute  ; 

P7.  La  loi  comniutative  :  ab  —  ba. 

Tous  les  sept  postulats  sont  indépendants,  et  ils  restent  indépendants  si  l'on 
demande  que  le  groupe  soit  d'ordre  infini.  Si,  au  contraire,  on  demande  que  le 
groupe  soit  d'ordre  fini,  les  postulats  3  et  6  deviennent  redondants. 

Pour  la  définition  des  corps  arithmétiques  on  obtient  alors  treize  postulats  : 

A1-A6;  qui  expriment  que  le  corps  est  un  groupe  par  rapport  à  l'addition. 
L'identité  dans  ce  groupe  s'appelle  l'élément  zéro; 

Mi,  Ma,  M3,  M4,  M6,  M7  ;  qui  expriment  que  le  corps  est  un  groupe  abélien 
par  rapport  à  la  multiplication.  M5  (correspondant  à  P5)  est  une  conséquence 
des  autres,  et  par  suite  n'est  pas  nécessaire. 

D.  La  loi  distributive  à  droite  (ou  à  gauche). 

La  loi  commutative  de  l'addition  se  démontre  par  le  moyen  des  postulats 
précédents.  L'auteur  établit  l'indépendance  de  ces  treize  postulats  pour  un  corps. 
Il  donne  alors  un  système  plus  court  pour  la  définition  d'un  corps,  ce  système 
consistant  en  dix  postulats;  mais  il  n'en  a  pas  établi  l'indépendance.  En  ter- 
minant, il  donne  une  définition  du  groupe  abstrait  en  terme  d'une  relation 
triadique  R. 
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Dickson  [L.-E.)  —  Détînilion  d'un  groupe  et  d'un  corps  arith- 
métique par  des  postulats  indépendants  (198-204). 

La  définition  simple  du  groupe  général  abstrait,  que  l'auteur  donne  dans 
cette  Note,  est  une  niodificalion  des  deux  définitious  de  M.  IMoore  (  Transac- 
tions, t.  III,  1902,  p.  483-492  ).  Elle  a  la  propriété  désirable  en  ce  que  les 
postulats  restent  indépendants  quand  on  ajoute  d'autres  postulats  de  spéciali- 
sation, soit  par  rapport  aux  nombres  d'éléments,  soit  par  rapport  à  la  commu- 
talivité. 

aob  étant  une  fonction  de  deux  variables  a,  6,  nous  dirons  qu'un  ensemble 
d'éléments  a,  b,  ...  forment  un  groupe  par  rapport  à  0,  s'il  satisfait  aux  pos- 
tulats suivants  : 

I,,  ij,  I,.  Pour  chaque  paire  a,  b  d'éléments  (  égaux  ou  différents)  de  l'ensemble 
il  y  a  au  moins  une  détermination  aob;  il  y  a  au  plus  une  détermination  aob  ; 
s'il  y  a  une  détermination,  il  y  en  a  une  qui  est  un  élément  de  l'ensemble. 

2.  On  a  (aob)  oc  —  ao{boc),  toutes  les  fois  que  a,  b,  c  et  toutes  les  détermi- 
nations aob,  boc,  (aob)  oc,  et  ao{boc)  se  trouvent  dans  l'ensemble. 

3.  Il  y  a  dans  l'ensemble  un  élément  i  de  sorte  que  pour  chaque  élément  a 
de  l'ensemble  aoi  a  la  détermination  a. 

4.  S'il  y  a  des  éléments  j,  il  y  a  un  i  particulier  de  sorte  que  pour  chaque  a 
de  l'ensemble  il  y  a  un  élément  a'  de  sorte  que  aoa'  a  la  détermination  i. 

On  a  comme  conséquence  de  ces  postulats,  qu'il  y  a  un  seul  élément  i,  et 
pour  chaque  a  un  seul  élément  a'.  L'auteur  démontre  alors  l'indépendance  des 
postulats  ij,  ij.  I3,  2,  3,  4)  3|.  (A"  =  I,  2,  3)  où  l'on  a 

5,.  Le  nombre  d'éléments  différents  est  un  entier  fixe  n,  n>i. 

5,.   Les  éléments  différents  forment  un  ensemble  dénombrable. 

5,.  Les  éléments  différents  forment  un  ensemble  non  dénombrable. 

L'auteur  démontre  aussi  le  théorème  suivant  : 

Soit  n  =  p^' P^-  •  •  -P^^i  Pi,  •  •  •!  P^  étant  des  nombres  premiers  distincts  et 
chaque  a^  o.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  tous  les  groupes 
d'ordre  n  soient  abéliens  sont  :  {i)  chaque  2t  S  2  ;  (ii)  aucun  des  nombres 
p^'  —  I  n'est  divisible  par  un  des  nombres  p^,  ...,  p^. 

En  terminant,  l'auteur  donne  un  système  simple  de  postulats  définissant  un 
corps  arithmétique,  qui  a  quelques  avantages  par  rapport  aux  définitions  anté- 
rieures; il  démontre  aussi  leur  indépendance. 

Dickson  [L.-E.).   —    Sur  Jes    demi-groupes    et  risomorphisme 
général  entre  les  groupes  infinis.  (2o5-2o8). 

Si  l'on  a  une  correspondance  entre  les  éléments  de  deux  groupes  d'ordre  fini, 
de  sorte  que  le  produit  de  deux  éléments  de  l'un  correspond  au  produit  des 
deux  éléments  correspondants  de  l'autre,  les  éléments  de  l'un  qui  correspondent 
à  l'identité  de  l'autre  forment  eux-mêmes  un  groupe.  Ce  théorème  bien  connu 
n'est  plus  vrai,  en  général,  si  les  groupes  sont  d'ordres  infinis.  L'auteur 
établit  ce  résultat  par  des  exemples  concrets.  .M.  Séguier  a  cru  démontrer  ce 
théorème  en  général  ;  l'erreur  dans  sa  démonstration  est  bien  subtile.  Le  théo- 
rème général  correct  fait  usage  de  la  notion  de  demi-groupe,  qui  se  réduit  à 


48  SECONDE  PARTIE. 

la  notion  de  groupe,  si  le  nombre  d'éléments  est  fini;   mais  non,  en  général,  si 
ce  nombre  est  infini. 

Huntington  (E.-V.).   —  Un  système  de  postulais  pour  rAlgèbre 
ordinaire  complexe.  (209-229). 

C'est  l'objet  de  cet  Ouvrage  d'analyser  les  propositions  fondamentales,  et  les 
hypothèses  de  l'Algèbre  ordinaire  complexe.  L'auteur  considère  deux  ensembles 
K,  C  d'éléments  (nombres),  deux  opérations  +  et  x,  et  une  relation  <.  Ces 
notions  sont  suffisantes  pour  caractériser  complètement  l'Algèbre  ordinaire  com- 
plexe, si  elles  sont  assujetties  à  des  postulats  qui  s'expriment  comme  suit  en 
cinq  groupes  : 

I.  L'ensemble  K  est  un  corps  arithmétique  par  rapport  à  -I-  et  x. 
IL  L'ensemble  K  contient  l'ensemble  C  qui  est  aussi  un  corps  arithmétique 
par  rapport  à  -)-  et  x.  C  correspond  à  l'ensemble  des  nombres  réels. 
m.  L'ensemble  C  est  un  continu  par  rapport  à  -<. 

IV.  Dans  l'ensemble  C  on  .a  :  1°  Si  l'on  a  x<.y,  on  a  a-hx<.a—y,  2°  Si 
l'on  a  a  >  o,  6  >  0,  on  a  a  x  6  >  o. 

V.  Il  y  a  en  K  un  élément  ;  de  sorte  que  j  xj  =  —  i  ;  et  si  i  est  un  élément  y, 
il  y  a  pour  chaque  élément  a  de  K,  deux  éléments  a:,  y  de  C,  de  sorte  qu'on  a 
X  -\-  iy  =  a. 

Ces  cinq  groupes  contiennent  28  postulats  qui  sont  tous  démontrés  mutuelle- 
ment indépendants. 

BUchfeldt  [H.-F.  ).   —  Sur  ks  g^roupes  linéaires  homogènes  impri- 
railifs.  (23o-236). 

Cette  Note  est  consacrée  d"abord  à  la  démonstration  d'un  théorème  fonda- 
mental pour  la  construction  des  groupes  linéaires  homogènes  imprimitifs  (au 
sens  donné  à  ce  mot  dans  deux  Ouvrages  antérieurs  de  l'auteur  :  Transactions, 
t.  IV,  1908,  p.  38-;  t.  V,  1904,  p.  3io).  Par  le  moyen  de  ce  théorème  et 
d'autres  théorèmes  de  l'auteur  {voir  les  Ouvrages  cités),  il  démontre  alors, 
pour  les  groupes  imprimitifs,  le  théorème  de  Jordan,  que  l'ordre  d'un  groupe 
linéaire  homogène  G  en  n  variables  est  de  la  forme  }»_/,  où  _/ est  l'ordre  d'un 
sous-groupe  invariant  abélien  de  G,  et  À  est  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  dé- 
pendant seulement  de  n.  L'auteur  trouve  un  nombre  dont  )v  doit  être  un  fac- 
teur. En  terminant,  l'auteur  détermine  les  groupes  principaux  imprimilifs  de 
collinéations  à  4  variables,  donnant  aussi  leurs  substitutions  génératrices.  Il 
trouve  i4  types  de  ces  groupes,  dont  quatre  ont  l'invariant  xu  — yz  =  o  et  qui 
ont  été  donnés  antérieurement  par  Goursat  {Annales  scientifiques  de  l'École 
Normale  supérieure,  3°  sér.,  t.  VI,  1899,  p.  9-102). 

Poincaré  (//•)•    —  Sur  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  con- 
vexes. (237-274)- 

Cet  Ouvrage  est  consacré  à  l'élude  des  lignes  géodésiques  des  surfaces  con- 
vexes, un  problème  de  grande  importance  dans  l'élude  des  particularités  des 
solutions  du  problème  des  trois  corps.  M.  Hadamard  a  déjà  donné  une  solution 
complète  du  problème   des  lignes  géodésiques  des  surfaces  à  courbures  oppo- 
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sées.  Mais  ce  n'est  pas  aux  géodésiques  des  surfaces  à  courbures  opposées  que 
les  trajectoires  du  problème  des  trois  corps  sont  comparables;  c'est  au  con- 
traire aux  géodésiques  des  surfaces  convexes.  Malheureusement,  ce  problème 
est  beaucoup  plus  difficile  que  celui  qui  a  été  résolu  par  M.  Hadamard. 
L'auteur  a  donc  dû  se  borner  à  quelques  résultats  partiels,  relatifs  surtout  aux 
géodésiques  fermées  qui  jouent  ici  le  rôle  des  solutions  périodiques  du  pro- 
blème des  trois  corps. 

Soit  S  une  surface  convexe  analytique;  supposons  que  ses  deux  rajons  de 
courbures  principaux  restent  constamment  compris  entre  deux  limites  L^  et  L,. 
Soit  O  un  point  fixe  de  la  surface  S.  Envisageons  une  géodésjque  OM  passant 
par  le  point  O,  soit  OH  une  autre  géodésique  fixe  passant  par  ce  même  point  O, 
soit  V  l'angle  sous  lequel  ces  deux  géodésiques  se  coupent  en  0,  soit  w  l'arc  OM 
compté  sur  la,  géodésique  ;  les  deux  quantités  u,  v  peuvent  être  regardées 
comme  des  coordonnées  {polaires)  du  point  M  sur  la  surface.  Le  carré  de 
l'élément  d'arc  sera  alors  de  la  forme 

ds-  =  du--{-  \dv", 

où  A  est  une  fonction  de  u  et  de  v. 

Si  nous  envisageons  deux  géodésiques  infiniment  voisines  issues  du  point  0, 
elles  se  recouperont  successivement  en  une  infinité  de  points  d'après  un  théo- 
rème de  M.  Hadamard  et  les  points  d'intersections  successifs  pourront  être  dé- 
signés par  F,,  F^,  . . .,  F„,  . . .  Le  point  F„  est  ordinairement  appelé  le  n'«"" 
foyer  du  point  O;  F^  est  le  {p  —  qf"^'  foyer  de  F^.  On  appelle  caustique  l'en- 
veloppe de  toutes  les  géodésiques  issues  du  point  O;  la  caustique  est  le  lieu 
des  foyers  du  point  O.  Cette  caustique  a  pour  équation 


L'auteur  trouve  alors  que  dans  l'équation  de  la  caustique  les  coordonnées  x, 
y,  z  d'un  point  sont  des  fonctions  holomorphes   de  v  et  aussi  de  u.  Tous  les 

d'K  ,, 

points  singuliers  de  la  caustique  sont  donc  donnés  par  1  équation  ---  =  o  ;  elles 

correspondent  donc  aux  minima  ou  maxima  de  u,  quand  on  décrit  la  courbe 
A  =  o  dans  \in  plan  avec  des  coordonnées  polaires  m,  v.  (Celte  courbe  se  com- 
pose d'une  série  d'ovales  fermées  s'enveloppant  mutuellement  et  enveloppant  le 
pôle  M  =  o.) 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  nature  de  ces  points  singuliers,  supposons 
que  A  s'annule  ainsi  que  ces  p  premières  dérivées  par  rapport  à  f  el  que  la 
(^-M)'*™'  dérivée  ne  s'annule  pas.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer 
quatre  sortes  de  foyers  : 

1°  Les  foyers  ordinaires,  correspondant  aux  points  non  singuliers  de  la  caus- 
tique {p  =  o); 

2°  hes  foyers  en  pointe,  correspondant  aux  points  de  rebroussement  ordi- 
naires (/>  =  i),  qui  sont  des  minima  de  u\ 

3"  Les  foyers  en  talons  {p  =i),  qui  sont  des  maxima  de  u  ; 

4°  La  foyers  singuliers,  correspondant  aux  points  singuliers  d'ordre  plus 
élevé  {p  >  i). 

L'auteur  introduit  maintenant  la  notion  de  ligne  de  partage.  Soit  OM  une 
géodésique  quelconque  passant  par  0;  on  pourra  trouver  sur  cette  géodésique 
un  point  P,  tel  que  le  plus  court  chemin  de  0  à  un  point  Q,  sur  la  géodésique 
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OM  entre  0  et  P,  soit  précisément  Tare  OQ  de  celte  géodésique,  mais  que  cela 
ne  soit  plus  vrai  si  le  point  Q  est  au  delà  de  P.  On  dit  alors  que  P  est  Vextré- 
mité  du  plus  court  chemin  OP.  De  chaque  point  P  partiront  au  moins  deux 
plus  courts  chemins,  qui  auront  l'un  et  l'autre  leurs  extrémités  en  P.  Les  lieux  des 
points  qui  sont  les  extrémités  de  deux  ou  plusieurs  plus  courts  chemins  forment 
un  ensemble  de  lignes  que  l'auteur  appelle  lignes  de  partage.  Cet  ensemble 
de  lignes  ne  divise  pas  la  surface  S  en  deux  régions;  cet  ensemble  de  lignes 
de  partage,  ou  une  partie  de  ces  lignes,  ne  peut  donc  jamais  constituer  un  po- 
lygone fermé,  il  formera  une  sorte  de  système  rameux.  Les  extrémités  des 
rameaux  seront  des  points  où  deux  plus  courts  chemins  partant  des  points  dune 
ligne  de  partage  se  confondent  en  un  seuL 

L'auteur  aborde  alors  le  problème  des  géodésiques  d'une  surface  très  peu 
différente  d'une  sphère,  et  il  trouve  que  le  nom.bre  total  des  géodésiques  fev- 
m.ées  d'une  telle  surface  est  toujours  impair.  En  appliquant  le  principe  de 
continuité  analytique,  il  démontre  alors  que  : 

Le  nombre  des  géodésiques  d'une  surface  S  qui  font  partie  de  une,  deux  ou 
plusieurs  séries  continues  déterminées  est  constamment  pair  ou  constam- 
ment impair. 

Il  démontre  aussi  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  de  points  d'intersection  de  deux  géodésiques  appartenant  à 
deux  séries  continues  déterminées  est  invariable. 

S'appuyant  alors  sur  le  résultat  déjà  démontré  pour  un  sphéroïde,  on  a 
comme  première  application  de  ce  principe  : 

Sur  une  sur/ace  convexe  quelconque,  il  y  a  toujours  au  moins  une  géo- 
désique fermée  sans  point  double  et  il  y  en  a  toujours  un  nombre  impair. 

L'auteur  envisage  maintenant  des  géoilésiques  peu  différentes  d'une  géodé- 
sique fermée.  L'équation  différentielle  d'une  telle  géodésique  Gj  prend  la  forme 
simple 

d"-  u 

-T-r  =  h"v 

dv 

{u,  V  étant  des  coordonnées  convenablement  choisies).  Cette  équation  admet 
deux  solutions  de  la  forme 

v  =  e'"'<i{u),        i^  =  g-""  ^^(  m). 

Si  ces  solutions  conjuguées  sont  imaginaires,  G,,  est  dite  stable;  si  les  solu- 
tions sont  réelles,  G,,  est  dite  instable.  Faisant  usage  de  la  notion  des  foyers 
successifs  développée  au  début  de  l'Ouvrage,  et  introduisant  la  notion  de/oj'ers- 
limites,  l'auteur  trouve  le  théorème  suivant  : 

Si  sur  une  surface  convexe  quelconque  on  envisage  toutes  les  géodésiques 
fermées  sans  point  double,  l'excès  du  nombre  de  celles  qui  sont  stables  sur 
le  nombre  de  celles  qui  sont  instables  est  constant  et  égal  à  i. 

Sur  une  surface  convexe,  il  y  a  donc  toujours  au  moins  une  géodésique 
fermée  stable  sans  point  double. 

En  terminant,  l'auteur  discute  divers  types  de  géodésiques  fermés  et  donne 
une  seconde  démonstration  du  théorème,  qu'il  y  a  toujours  au  moins  une  géo- 
désique fermée. 
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Broimvich  (T. -G.).  —  La  classification  des  quadriques.  (275-285). 

Dans  un  numéro  antérieur  (t.  IV,  p.  161)  de  ce  journal,  M.  Coolidge  a 
donné  une  classification  des  quadriques  dans  l'espace  hyperbolique,  s'appuyant 
sur  l'Ouvrage  de  Clebsch  regardant  les  relations  mutuelles  de  deux  quadriques. 
Dans  le  présent  Ouvrage,  l'auteur  discute  ce  même  problème,  faisant  usage  de 
la  classification  des  formes  quadratiques  par  le  moyen  des  diviseurs  élémen- 
taires de  Weierstrass.  Il  trouve  que  certains  types  de  M.  Coolidge  peuvent  être 
simplifiés  davantage. 

Wright  [J.-E.).  —  Sur  les  invariants  différentiels.  (286-3i5). 

Cet  Ouvrage  est  consacré  à  la  détermination  des  invariants  différentiels  par 
rapport  aux  transformations  de  contact.  L'auteur  obtient  une  énumération 
complète  de  ces  invariants  d'un  certain  type,  comme  suit  : 

1°  Les  expressions  envisagées  sont  :  a,  des  expressions  du  premier  ordre  en 
m  variables  dépendantes  et  n  variables  indépendantes;  b,  des  expressions  de 
deuxième  ordre  en  une  variable  dépendante. 

2°  Les  invariants  considérés  sont  seulement  de  premier  ordre;  i.  e.,  ils  con- 
tiennent seulement  les  dérivées  de  premier  ordre  des  expressions  différen- 
tielles. 

Les  variables  envisagées  au  cas  a,  sont  : 

.2;,,  ...,  a7„  :  les  variables  indépendantes, 
z^^  ...,  z^^  :  le*  variables  dépendantes, 

p',.  =  — -  ( i  =  I     . . . ,  m;  k  =  i,  . . .,  n); 

P''^-'=70F^      (^■=''  •••."^;^-.^  =  ''  •••'"); 

ÈLi,ÉÂ,ÉL         (X=,,  ....  ,•;  i  =  i.  ...,m;A--.,  ...,n); 
dx,    àz,     ôp'^.         ^  '  '  ■ 

/,  (.r,  z,  p^-),  {\  —  1,  ....  r)  étant  les  expressions  différentielles  envisagées. 

Dans  les  invariants  du  cas  b  les  variables  sont  les  mêmes,  sauf  qu'on  a  m  =  i 
et  qu'il  y  a  de  nouvelles  variables 

-^         (>>=i,  ...,/•;  A-,  1=1,  ...,  n), 

f-^{x,z,  Pj,  Pjj)  étant  les  expressions  différentielles  envisagées. 

Employant  une  modification  d'une  méthode  de  Lie,  l'auteur  démontre  alors 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

Dans  le  cas  a,  les  seuls  invariants  relatifs  fonctionnellement  indépen- 
dants de  r  expressions  f  sont  les  alternants  \_f\f^^  si  l'on  a  r<  2  n  +1  ;  51 
l'on  a  r  =  2n-i-i,  il  y  a  un  invariant  de  plus,  à  savoir  le  jacobien  des 
formes  par  rapport  aux  variables  y  contenues. 

Dans  le  cas  b,  tous  les  invariants  de  r  expressions  f  de  ce  type  sont  : 
1°  Des  expressions  de  type  df;  ou  bien 
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2°  Des  invariants  ou  covariants  algébriques  des  formes  quadratiques 


les  V  étant  les  variables  et  où  l'on  a 


pourvu  que 


dz  ^2_.  Pi.  ^-2^.' 


et  les  V  ne  sont  pas  zéro:  ou  bien 

?)"  Des  invariants  algébriques  des  formes  quadratiques 


et  de  la  forme  linéaire 


les  y  étant  les  variables,  pourvu  que 

n  n 

^-   =^  P.   '^^.'  ^P'  =  '^P'I-    ^^-^A  • 


Dans  ce  théorème  il  y  a  deux  systèmes  des  conditions  sur  les  / 
1°  Les  déterminants  d'ordre  /•  de  la  matrice 


P..U 

p.... 


•   p,,„„ 
..   p.... 


ne  sont  pas  tous  zéro,  où 
2°  L'identité 


P     .=  ^; 

/• 
y  S,B.4- AR  =  0 


ne  peut  être  satisfaite  pourvu  qne  les  B^  soient  des  multiples  constants  de  A. 
Ici  yii  }'■:,  ■■■,  y„  étant  n  variables  quelconques,  les  B,  sont  des  fonctions  li- 
néaires des  y^.  K  est  une  fonction  quadratique  des  y^,  et 

s,-2p.,,3rara. 

a.? 
\  =  y^y^dx,. 

k 
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Neikirk  (L.-D.).  —  Les  groupes  d'ordre  p'"-  contenant  des  sous- 
groupes  cvcliques  d'ordre />"'~^.  (3  1 6-325). 

Blirnside  a  déterminé  tous  les  groupes  d'ordre  p'"  contenant  des  sous-groupes 
cycliques  invariants  d'ordre  /j'"^'  et  />"'"-,  et  Miller  a  déterminé  le  nombre  de 
groupes  d'ordre /j"'  contenant  des  sous-groupes  cycliques  non  invariants  d'ordre 
Z»""--.  Cet  Ouvrage  donne  une  liste  complète  de  groupes  d'ordre/?"'  {p  premier 
impair)  contenant  des  sous-groupes  d'ordre  p'"-'^  et  qui  n'ont  pas  d'ordre  su- 
périeur. La  métliode  est  abstraite  et  de  telle  nature  qu'il  est  possible  de  don- 
ner pour  chaque  groupe  les  équations  génératrices. 

Mille/-  {G. -A.).  —  Les  sous-groupes  invariants  dont  l'index  est 
un  nombre  premier.  (326-33 1). 

L'ensemble  de  tous  les  éléments  dun  groupe  (G)  quelconque  communs  à 
tous  les  sous-groupes  invariants  dont  l'index  p  est  un  nombre  premier  est  un 
sous-groupe  caractéristique  de  G.  et  le  groupe  facteur  correspondant  est  le 
groupe  abélien  d'ordre  p'-  et  de  type  (i.  i,  ...).  Ce  résultat  est  dû  à  M.  Bauer 
{iXouielles  Annales,  t.  XIX,  1900,  p.  009).  Le  nombre  des  sous-groupes  inva- 
riants d'index  p  est  donc •  Si   G  est  abélien,  >.  est  égal  au  nombre  d'in- 

p  —  i 
variants  tlans  le  sous-groupe  de  Sylow  d'ordre  p"'   contenu  dans  G.  Si  G  n'est 

pas  abélien,  la  détermination  de  />  est  beaucoup  plus  difficile.  Ce  nombre  ne 
peut  dépasser  la  valeur  de  a  pour  un  sous-groupe  de  Sylow  d'ordre yj"*  contenu 
en  G,  mais  il  peut  être  plus  petit.  Par  conséquent,  il  est  important  de  détermi- 
ner les  valeurs  de  X  pour  les  groupes  d'ordre  p'",  et  dans  la  suite  l'auteur  sup- 
pose que  l'ordre  de  G  soit  de  cette  forme.  Au  lieu  de  déterminer  la  valeur  de  X 
pour  des  groupes  donnés,  il  emploie  la  méthode  inverse  de  déterminer  les 
groupes  possibles  pour  une  valeur  donnée  de  A.  On  sait  que  si  X  =  i,  G  est  cy- 
clique ;  si  A  =  /n,  G  est  abélien  de  type  (1,1,  . . .  )•  Tous  les  groupes  correspon- 
dant à  la  valeur  X  =  /n  — i  ont  été  récemment  déterminés  par  M.  Miller  {Ma- 
thematisclie  Annalen,  t.  LX,  1900);  les  groupes  hamiltoniens  appartiennent  à 
cette  catégorie. 

Le  présent  Ouvrage  est  consacré  à  l'étude  d'une  classe  de  groupes  appartenant 
à  la  valeur  X=  m  —  2,  savoir,  à  tous  ceux  dont  le  sous-groupe  commutateur 
est  d'ordre /j.  Dans  ce  qui  suit,  G  est  supposé  non  abélien,  parce  que  les  seuls 
groupes  abélien  s  de  cette  classe  sont  des  types  (3,  1,  i,  . . .  )  et  (2,  2, 1,  1,  —  ). 

L'auteur  démontre  d'abord  le  théorème  suivant  dont  il  fait  usage  dans  la 
suite  : 

Si  l'ordre  du  sous-groupe  commutateur  d'un  groupe  d'ordre  p"'  est  p, 
chaque  élément  commun  à  tous  les  sous-groupes  d'index  p  est  invariant 
dans  le  groupe. 

Soit  K  le  plus  grand  sous-groupe  de  G  qui  est  contenu  dans  chaque  sous 
groupe  d'index  p.  L'ordre  de  K  est  alors  p"-.  Le  travail  est  divisé  en  deux  par- 
ties. Dans  la  première,  l'auteur  étudie  les  groupes  G  dans  lesquels  K  est  cy- 
clique; dans  la  seconde,  ceux  dans  lesquels  K  est  non-cyclique.  Le  sous-groupe 
commutateur  d'ordre/»  est  représenté  par  C. 

Les  résultats  de  la  première  partie  peuvent  se  résumer  comme  suit  :   soit  I 

le  groupe  — •  I  est  abélien  de  type  (2,1,1,...).  Soit  alors  H  le  sous-groupe  de  G 
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correspondant  à  tous  les  éléments  de  I  dont  l'ordre  ne  dépasse  p.  Quand  H  est 
donné,  il  y  a  toujours  deux  groupes  G,  pourvu  que  H  ait  plus  de  ff-  élé- 
ments invariants  ;  si  A  n'a  que  p-  éléments  invariants^  il  y  a  un  seul  groupe  G. 

La  première  de  ces  deux  catégories  de  groupes  est  composé  de  -  (m — i) 
ou  -  {m.  — 2)  groupes  suivant  que  m  est  impair  ou  pair.  La  seconde  caté- 
gorie est  composée  de  -  (m  —  3  )  ou  -  (m  —  2 )  groupes  suivant   que  m  est 

impair  ou  pair. 

Dans  la  seconde  partie  (K  non-cyclique),  l'auteur  prouve  qu'il  y  a  corres- 
pondant à  chaque  H  un  seul  G  qui  a  le  même  groupe  d'isomorphismes  cogré- 
dients  que  H  (H  ayant  la  même  signification  que  dans  la  première  partie).  Il 
reste  alors  la  considération  des  G  dont  ce  groupe  d'isomorphismes  est  plus 
large  que  celui  des  H.  L'auteur  trouve  que  pour  chaque  H  il  y  a  dans  cette  hy- 
pothèse cinq  groupes  G  distincts  avec  le  même  groupe  d'isomorpliismes  cogré- 
dients,  si  ce  groupe  est  d'ordre  moindre  que  p'"~'^;  si  cet  ordre  est  p"'~^,  il  n'y 
a  que  quatre  groupes  G  distincts  de  ce  type. 

Biown  (E.  W.).  —  Une  méthode  générale  pour  traiter  les 
mouvements  transmis  et  son  ap|)lication  à  des  perturbations 
indirectes.  (332-343). 

La  discussion  mathématique  d'un  problème  physique  demande  la  construc- 
tion d'un  problème  idéal,  dont  les  conditions  sont  différentes  de  celles  du  pro- 
blème actuel.  En  général,  ce  problème  idéal  est  construit  en  négligeant  d'abord 
quelques-unes  des  influences  qui  en  font  partie,  mais  qu'on  suppose  affecter 
les  résultats  moins  que  celles  qu'on  retient.  Ce  problème  simplifié,  l'auteur 
l'appelle  le  problème  A.  Le  problème  A  étant  résolu,  il  faut  déterminer  les 
changements  nécessaires  dans  la  solution  de  A  quand  quelques-unes  ou  toutes 
les  influences  négligées  y  sont  comprises;  ce  problème,  l'auteur  l'appelle  pro- 
blème B.  Ce  Mémoire  est  consacré  au  problème  de  déterminer  une  solution  de  B 
quand  on  connaît  la  solution  de  A. 

Une  méthode  pour  résoudre  le  problème  B  est  celle  dite  la  variation  des 
constantes  arbitraires.  Dans  cette  métliode,  les  constantes  du  problème  A  de- 
viennent des  variables  dans  le  problème  B.  La  relation  entre  A  et  B  peut  donc 
être  regardée  comme  un  changement  de  variables  introduit  dans  B  pour  le  simpli- 
fier. Le  problème  A  n'est  plus  regardé  comme  un  problème  de  Dynamique, 
mais  simplement  comme  un  ensemble  de  relations  qui  donnent  lieu  à  des  trans- 
formations utiles  pour  la  solution  de  B.  L'auteur  se  propose  de  discuter  un  cas 
particulier  de  telles  transformations  différentes  de  celles  (jui  se  posent  dans  la 
méthode  de  variations  des  constantes^  quoique  suggérées  par  elles. 

Les  équations  d'un  système  dynamique  sont  supposées  écrites  sous  la  forme 
canonique 

dt        ây^  dt  ûx^  ^  \    ,'./  o    ^j' 

où,  pour  fixer  les  idées,  les  n  variables  x,  peuvent  être  considérées  comme  coor- 
données définissant  la  position  du  système,  les  n  invariables  j-,  comme  les 
moments  correspondants,  et  4>  comme  la  somme  de  l'énergie  vive  et  poten- 
tielle; ces  interprétations  ne  sont  pourtant  pas  nécessaires. 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  55 

Supposons  qu'on  change  les  x^,  y,  en  2  n  variables  nouvelles  /j,,  q^  liées  aux  ^,, 
y\  par  les  relations 

y'^-%:    ^'=^.     [s  =  s(^,r,o]. 

Jacobi  a  démontré  que  les  équations  auxquelles  satisfont  les  variables  nouvelles 
sont 

dt         dp\  dtr  dt        '     dq\dt 

Aucune  condition  n'est  posée  relativement  à  la  forme  de  la  fonction  S;  mais  il 
faut  que  le  déterminant 

I     '^^'S     I 


i)x,  Op. 


soit  différent  de  zéro.  Si  maintenant  les  x^,  y^  sont  exprimées  comme  fonctions 
de  t  et  des  p-,  ^,,  on  trouve  les  relations 


en  posant 


Supposons  maintenant  que  S  ait  été  choisie  de  façon  à  satisfaire  à  l'équation 

<ï»  H =  B. 

r)t 

B  étant  une  fonction  des  p  seulement;  c'est  là  une  forme  très  utile  dans  bien 

des  applications.  Les  p  et,  par  conséquent,  les  -p-  sont  alors  des  constantes.  Po- 
sons 

^  ,  ,  àB 

OC- 

les  constantes  arbitraires  étant  c,,  s,  et  B  étant  une  fonction  des  c,  seulement; 
à  présent  B  n'est  pas  déterminée,  mais  elle  peut  être  assujettie  à  des  conditions 
prochaines  regardant  les  formes  de  x,  y  comme  fonctions  de  c,  £,  t. 

L'auteur  suppose  résolu  ce  problème  et  qu'on  emploie  la  nouvelle  forme  de  S 
comme  fonction  des  c,,  co.,  ^,  qui  sont  toutes  indépendantes.  Les  équations  (i) 
donnent 

(  =  )  r.=  ^.  o,=  g  [S  =  S(.,c,0], 


(3) 


\  [c,,  co,]  =ri.         [c.,  tjj  =  0        {i  ^j), 

{   [c„  c,.]  =  o,         [w„  (oj  =0         (t  =  ou  ^.  j). 


Supposons  maintenant  que  fl>  contient  m  constantes  a,,  auxquelles  on  n'a 
pas  donné  de  valeurs  numériques.  Quelques-unes  de  ces  constantes  ou  toutes 
appartiendront  à  toute  forme  de  S.  Pour  faire  plus  générale  la  discussion,  il 
suppose  ces  constantes  remplacées  par  des  variables  ou  constantes  W;,  liées  aux  a,, 
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par  les  ni  relations  indépendantes 

A  (";.,«/..  O  =  «         (/t,  A-  =  i,  j,  ..., /?2). 

La  fonction  S  était  une  fonction  de  x,  c,  a,  ^;  elle  est  maintenant  une  fonc- 
tion de  X,  c,  M,  t\  représentons-la  par  S'  dans  ce  dernier  cas.  Posons 

U,,  =  -T — .  3 — =- — '^{x,Y,u,t). 

On  démontre  alors  la  relation 

du.  â'<i>       v-i  ,,   au,        dB 


6tu,.  __  d  <P       v;^        f>W;         du 
dt  du,,       j^     '  du,,        du,,  ' 


une  équation  (jui  permet  de  trouver  U^.  Il  résulte  alors  qu'on  a 

^-^=]""'"^^- 

L'auteur  suppose  maintenant  que  t  ne  se  trouve  pas  explicitement  ni  dans 
«Î>(a7,  y,  «,  <),  ni  dans  les  x,  y  quand  elles  sont  exprimées  comme  fonctions 
de  c,  w,  u,  t.  On  a  alors 


Dans  la  méthode  ordinaire  de  la  variation  des  constantes,  on  suppose  qu'après 
que  les  équations  (i)  ont  été  résolues  en  termes  de  c,  w,  i,  une  nouvelle  fonction 
R(a7,  jK,  t)  soit  ajoutée  à  <I».  On  suppose  de  plus  qu'alors  x,  y  sont  de  la  même 
forme  en  c,  u,  t,  de  façon  que  c,  c  ne  sont  plus  constantes.  Mais  cela  revient 
simplement  à  une  transformation  des  variables  x,  y  en  des  variables  nou- 
velles c,  (1),  de  sorte  que  les  résultats  de  la  première  partie  de  cet  Ouvrage 
sont  immédiatement  applicables.  En  effet,  on  trouve  sans  difficulté  en  em- 
ployant (3)  les  équations 

^  _  ^  d<^  __  dq 

dt        dw,  dt  de, 

où  la  fonction  Q  =  <1>  -t-  R  H est  supposée  exprimée  au  moyen  de  (  2  )  en  fonc- 
tion de  c,  10,   t.  Mais  «t  étant  une  fonction  de  x,  y.  t  tl-^  étant  une  fonction 

'^'  dt 

de  a;,  c,  t.  et  «I>  ni  -—  ne  contenant  des  dérivées  totales  par  rapport  k  t,<^  -\ — r— 
dt  dt 


doit  être  de  la  même  forme  quelles  que  soient  les  valeurs  données  à  c,  w.  On  a 

m  de  c  seulem 
Q=—  B-f-  R. 


donc  <I>  H — —  =  —  B,  une  fonction  de  c  seulement,  et 
dt 
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Supposons  que  R  est  due  au  changement  d'une  des  constantes  a  de  <ï>  en  une 
variable.  On  a  alors 

^  „        d'<P  ,  1    d'-'i>  ,  „    ,, 

Q  =  —  B  +  -T—  oaH -—-  (ca )-  +  ..., 

Sa  étant  la  partie  variable  ajoutée  à  a.  Si  Ton  adopte  cette  méthode,  on  ne  fait 
pas  usage  du  fait  que  la  forme  de  <ï>  considérée  comme  fonction  de  x,  y,  a.  t 
ne  change  pas,  et  il  paraît  qu'on  devrait  en  faire  usage  pour  simplifier  les 
résultats.  La  méthode  nouvelle  qui  suit  utilise  ce  fait  et  montre  des  résultats 
qui  seront  utiles  dans  les  applications. 

L'auteur  suppose  que  les  x,  y  ont  les  mêmes  formes  quand  les  u  (rempla- 
çant les  a)  dans  <î»  sont  considérées  comme  des  fonctions  de  t  différentes  de 
celles  avec  lesquelles  le  problème  original  a  été  résolu,  de  sorte  qu'on  ne  rem- 
place pas  seulement  les  c,  oj,  mais  aussi  les  u,  par  leurs  valeurs  nouvelles  pour 
obtenir  les  valeurs  nouvelles  de  x,  y.  I^es  valeurs  nouvelles  de  c,  w  sont  diffé- 
rentes de  celles  qu'on  trouve  dans  la  méthode  ordinaire.  En  effet,  on  trouve 
les  relations 


de 
~di 


'a  'Va/ 


si  M,,  est  indépendant  de  c  ,  to,,  et  encore 

h 

Les  équations  sont  donc  encore  en  forme  canonique.  La  forme  finale  de  Q  peut 
alors  s'écrire 


Q=-B-+-2i^'.(â^"'-^"")- 


h 

L'auteur  fait  application  de  sa  méthode  au  problème  des  inégalités  plané- 
taires indirectes  du  mouvement  de  la  Lune.  Il  trouve  sans  difficulté  le  théorème 
suivant  : 

Si  les  carrés  et  les  puissances  d'ordre  supérieur  du  rapport  de  la  masse 
d'une  planète  à  la  niasse  du  Soleil  sont  négligeables,  le  facteur  a  du  à  une 
inégalité  de  période  longue  ne  peut  être  présent  dans  le  terme  correspon- 
dant dans  le  mouvement  de  la  Lune  à  une  puissance  supérieure  à  a',  même 
si  son  carré  est  présent  dans  l'inégalité  correspondante  du  mouvement  de  la 
Terre. 

L'importance  de  ce  résultat  résulte  du  fait  qu"il  nous  permet  de  rejeter 
d'avance  beaucoup  de  termes  à  période  longue,  qu'avec  la  méthode  ancienne 
on  devrait  examiner. 

Dickson  (L.-E.).  —    Les  svslèmes  de  nombres  hjpercomplexes. 

(344-348). 
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Il  s'agit  dans  cette   Note  d'une    généralisation   de  la   notion   de   système  de 

n 

nombres.  Dans  la  théorie  ordinaire,  on  envisage  des  nombres  \    o.e.,    où    les  a, 

parcourent  indépendanament  toutes  les  valeurs  réelles  ou  complexes;  par 
exemple,  le  système  des  quaternions  réels  ou  le  système  des  quaternions  com- 
plexes. Une  généralisation  immédiate  s'obtient  quand  les  a^  sont  considérés 
comme  les  éléments  d'un  corps  commutatif  F  quelconque;  par  exemple,  le  sys- 
tème des  quaternions  rationnels.  On  peut  aussi  supposer  que  les  a,  prennent 
des  valeurs  d'une  portion  seulement  des  éléments  F;  par  exemple,  le  système 
des  quaternions  intégraux.  Encore,  il  n'est  pas  nécessaire  que  les  a-  parcourent 
tous  les  éléments  d'un  même  corps. 

Si  nous  faisons  ces  généralisations  en  retenant  la  notion  ordinaire  des  unités  C;, 
nous  n'obtenons  que  des  sous-systèmes  des  systèmes  ordinaires,  les  cas  des 
systèmes  modulaires  faisant  exception.  Il  n'en  est  pas  ainsi  si  nous  généralisons  la 
notion  des  unités  elles-mêmes  en  enlevant  la  restriction  d'être  linéairement  in- 
dépendantes par  rapport  au  système  de  tous  les  nombres  complexes  ordinaires, 
et  en  supposant  seulement  qu'elles  soient  indépendantes  par  rapport  au  corps  F. 
Cette  notion  d'un  système  de  nombre  est  alors  plus  générale  que  celle  de 
Taber  (Trans.  Amer.  Math.  Soc.^  'Vol.  V,  1904,  p.  Sog).  L'auteur  démontre 
alors  que    chaque    système   de  nombres  hypercomplexes  peut  se  définir  comme 

suit  : 

Un  système  de  n  éléments  ordonnés  a^{ai,  . . .,  o„)  de  F  est  dit  un  élé- 
ment n-ple.  On  a  a  =  6  seulement  si  l'on  a  a^  —  b^,  ...,a„  =  6„.  Soit  y.-^ 
n^  éléments  fixes  de  F.  Un  système  d'éléments  /ï-ples  se  dit  fermé  si  les  cinq 
postulats  suivants  sont  satisfaits. 

I.  Si   a,   b  sont  des  éléments  du  système,  leur  somme 

a-h  b  =  S  =  {a^-hbi,  .  . . ,  a„ -f-  6„ ) 
est  un  élément  du  système. 

II.  L'élément  o  =  (  o,  ...,  o)  est  dans  le  système. 

III.  Si  0  est  dans  le  système  correspondant  à  chaque  élément  a,  il  y  a  un 
élément  a'  du  système  tel  qu'on  a  a-(-a'=o. 

IV.  Si  a,  b  sont  deux  éléments  du  système,  leur  produit  ab  =  p,  où  l'on  a 

1,  ...,n 
Pi=  ^   ^i^k'fju        {i  =  i,  ...,n), 

est  un  élément  du  système. 

V.  Les  7  n;  satisfont  aux  relations 

n  n 

2]  frtj ï,i.  =  2]  T^"; ^n-        {r,t,k,i  =  i,  ...,n). 
7=1  7=1 

Il  suit  que  la  multiplication  est  associative  et  distributive.  Le  système  fermé 
est  de  n  dimensions  si  l'on  a  encore  : 
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VI.  Si  T,,  . . .,  T„  sont  des  éléments  de  F  "tel  qu'on  a 
■1,01-^...+  T^a,,  =  o 
pour  chaque  élément  a  du  système,  on  a 

T,  =  o,  .  .  .,  T„  =   0. 

Il  arrive  alors  que  chaque  sjstème  fermé  à  n  dimensions  est  un  système  de 
nombres  hyperconiplexes.  L'auteur  discute  aussi  l'indépendance  de  ses  postu- 
lats et  envisage  quelques  autres  généralisations. 

Maclagan-lVedderburn  [J.-H. j.  —  Un  théorème  sur  les  algèbres 
finies.  (349-352). 

Frobenius  et  C.-S.  Peirce  ont  démontré  que,  dans  le  domaine  de  tous  les 
nombres  réels,  le  système  des  quaternions  et  ses  sous-systémes  sont  les  seuls 
sj'stèmes  linéaires  associatifs  de  nombres  dont  chaque  nombre  (zéro  excepté)  a 
un  inverse  ;  et  que  dans  le  domaine  complexe  il  n'y  a  pas  de  sjstème  linéaire 
associatif  avec  cette  propriété.  L'auteur  démontre  dans  cette  Note  que  les  corps 
de  Galois  sont  les  seuls  systèmes  avec  un  nombre  fini  d'éléments  doués  de  cette 
propriété. 

Royce  (/.  ).  —  Le  rapport  des  principes  de  la  logique  aux  principes 
de  la  Géométrie.  (353-4i5). 

Dans  les  Philosophical  Transactions  de  la  Société  royale  de  Londres, 
A.-B.  Kempe  a  publié  en  1886  un  Mémoire  Sur  la  théorie  de  forme  mathé- 
matique-, dans  lequel  il  discute  les  notions  fondamentales  de  la  logique  sym- 
bolique et  de  la  Géométrie.  Ces  idées,  M.  Kempe  les  a  encore  développées  dans 
un  Mémoire  Sur  le  rapport  entre  la  théorie  logique  des  classes  et  la  théorie 
géométrique  des  points  (  Proceedings  of  the  London  mathematical  Society, 
1890).  En  dépit  du  grand  intérêt  qui  se  rattache  à  présent  aux  principes  de  la 
Géométrie,  ces  Ouvrages  de  M.  Kempe  n'ont  pas  reçu  l'attention  qu'ils  mé- 
ritent. L'auleur  de  ce  Mémoire  s'est  donc  proposé  de  discuter  de  nouveau 
les  conceptions  de  M.  Kempe.  Cette  discussion  l'a  amené  à  des  conceptions 
nouvelles.  Les  principes  de  l'Algèbre  de  la  Logique  eux-mêmes  sont  énoncés 
dans  une  forme  différente  de  ceux  de  M.  Kempe  et  de  ceux  que  Huntington  a 
récemment  énoncés  dans  les  Ti-ansactions  {\o\.  V,  p.  288  et  552).  Une  relation 
fondamentale,  dite  n-relation,  est  définie  au  moyen  de  postulats.  Ces  o-rela- 
tions  sont  entièrement  symétriques  et  peuvent  être  satisfaites  par  des  paires,  des 
triples,  etc.  et  par  un  système  d'un  nombre  quelconque  d'éléments.  Les  rela- 
tions asymétriques  possibles  dans  l'Algèbre  de  la  logique  sont  dérivées  des 
propriétés  des  o-relalions.  Une  nouvelle  théorie  de  l'addition  et  de  la  multipli- 
cation logique  est  développée,  basée  sur  celle  de  M.  Kempe,  mais  plus  générale. 
L'auteur  démontre  alors  comment  on  peut  obtenir  les  axiomes  de  Géométrie 
comme  théorèmes  de  l'Algèbre  de  la  Logique. 

Pierpont  {P.).  —  Sur  les  intégrales  multiples.  (4  1 6-434). 

La  principale  difficulté  dans  la  théorie  des  intégrales  multiples  se  présente 
dans    la  considération  des  points  du  contour  du    champ   d'intégration   :v.    La 
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théorie  des  ensembles  a  rendu  possible  la  considération  de  champs  généraux. 
Stolz,  Pringsheim  et  Cauchy  ont  fait  des  contributions  importantes  dans  cette 
direction.  Jordan,  en  particulier,  a  traité  avec  une  grande  généralité  le  cas  de 
deux  variables.  Dans  cette  théorie,  deux  théorèmes  fondamentaux  concernent 
la  réduction  d'une  intégrale  multiple  à  une  intégrale  itérée  et  le  changement 
de  variables  dans  une  intégrale  multiple.  L"auteur  du  présent  Mémoire  se 
propose  d'obvier  aux  difficultés  graves  des  points  du  contour  du  champ  d'inté- 
gration par  une  généralisation  de  la  définition  de  l'intégrale.  Cette  générali- 
sation a  été  donnée  auparavant  par  Siolz  [Sitzungsberichte  der  Wiener 
Akademie,  Vol.  CVI,  1887,  Abt.  II,  A,  p.  453  )  ;  mais  l'importance  de  cette  défini 
lion  parait  lui  avoir  échappé. 

Il  convient  de  représenter  les  points  x=^{x^,  ...,x^)  d'un  espace  R^  à 
m  dimensions  par  un  ensemble  de  points  sur  m  lignes.  Divisons  chacune  de 
ces  lignes  en  des  intervalles  de  longueur  ^  d,  de  manière  qu'un  segment  fini 
quelconque  d'une  de  ces  lignes  ne  contienne  qu'un  nombre  fini  de  ces  intervalles. 
Nous  dirons  que  nous  avons  effectué  une  division  rectangulaire  de  R„  de 
norme  d  ;  elle  divise  R^  en  àcscellules  rectangulaires  de  côté  1  rf.  Si  les  lon- 
gueurs des  intervalles  sont  tojus  égales,  ces  cellules  deviennent  des  cubes.  La 
division  est  alors  dite  cubique.  Soient  ^  un  ensemble  de  points  borné;  i.  c.  les 
coordonnées  des  points  ne  dépassant  pas  en  valeur  absolue  un  nombre  donné.  Soit 
/(Xj,  ...,x^)  une  fonction  uniforme  bornée  définie  pour  chaque  point  de  A.  Soit  D 
une  division  rectangulaire  de  R^  de  norme  d.  Soient  c?;,  c?,,  rfj,  ...  les  cellules 
de  D  contenant  au  moins  un  point  de  A.  Sans  ambiguïté  on  peut  aussi  repré 
scnter  le  volume  de  ces  cellules  par  les  mêmes  lettres.  Soient 

.M,=  max.y,         "1=  min. y,         dans  a^ 
et 

|/(.r,,  ...,  j;,,,)  1^  F,         dans  ,\. 
Soient 


Su  =  /^  ^^,d-.         Si,  =  \   ni-d^. 


qu'on  peut  appeler  les  sommes  supérieures  et  inférieures  pour  la  division  D. 
Soit  M;  —  m,  =  osc./;   l'oscillation  de /dans  0?,. 
Soit  fl  un  sous-ensemble  de  A.  Si  la  dislance 

[dist.(a,  b)  =  \J{a,  —  b,r^...-r-  («„.— è,J'] 

d'un  point  quelconque  du  contour  de  A  à  un  point  quelconque  du  contour 
de  â  dépasse  p>o,  nous  dirons  que  G  est  un  ensemble  intérieur  de  A.  Un 
ensemble  de  points  ne  contenant  aucun  de  ces  points  de  contour  est  dite  une 
région.  Le  point  x  tel  que  dist.  {a,x)'^ô  forment  un  domaine  de  a  de  norme 
S  =  D,.{a). 

Ces  définitions  posées,  l'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Soit  f  {x^,  ...,  x^)^o  définie  pour  le  champ  A.  SoitS  =  min.  Sopar  rap- 
port à  toutes   les   divisions  rectangulaires  D  de  norme  d.   On  a  lim  So  =  S. 

rf  =  o 

yi ussi,  lim  Sb  =  S,  si  l'on  a  f  -^o  et  S  =^  max. Sd. 
<i  =  u  -        ~  — 

II.  Si  f  (x^,  . . .,  x^J  est  définie  pour  chaque  point  de  A,  les  limites  lim  Sd  et 

_  dz=0- 

lim  Sd  existent  et  sont  finies. 

fl  —  O 


^^*  Pc^Ui 
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Ces  (ieu\  liiniles  sont  dites  respectivement  les  intégrales  inférieure  et  supé- 
rieure de  /  sur  JV  et  sont  représentées  par 


T/cLa     et       T/rfA. 


Si  ces  deux  limites  sont  égales,  on  dit  que  /  est  intégrable  dans  ;X;  la  valeur 
commune  de  cette  limite  est  alors  dite  intégrale  de  /  sur  A  et  se  représente 
par 

ffd^. 

III.  Soient  D  une  division  rectangulaire  quelconque^  de  norme  d,  et  H,  un 
point  quelconque  de  A  dans  la  cellule  c/,.  Si  f  est  intégrable  dans  A  o/i  a 

iim    >   f{%i)di~l     ft^'i  et   réciproquement,   si  cette   limite  existe,  f  est 

intégrable  dans  A. 

Soit  /  définie  pour  chaque  point  de  :^.  Soit  D  une  division  cubique  de 
norme  d_d^.  S'il  y  a  un  nombre  a>  tel  qu'on  ait 

2^  f/"'~'  ose.  /,  <  OJ, 


quelle  que  soit  la  division  D,  nous  dirons  que /a  une  variation  limitée  duns  A. 

IV.  Si  f  a  une  variation  limitée  dans  A,  /  est  intégrable  dans  A. 

Dans  tout  ce  qui  suit  dans  ce  .Mémoire,  la  notion  de  la  mesure  d'un  ensemble 
est  fondamentale.  Cette  notion  a  été  définie  de  façons  diverses  par  Cantor, 
Jordan  et  par  Borel.  La  définition  suivante  est  équivalente  à  celle  de  Cantor  et 
de  Jordan,  quoiqu'elle  paraisse  difi'érente.  Soient  A.  un  ensemble  borné  dans  R^ 
et  D  une  division  de  R^  de  norme  d.  Soient  c?,,  d^,  c?3,  ...  les  cellules  contenant 
au   moins  nn  point  de  A;  d'^,  d'^,  d'^,  ...  les  cellules  dont  tous  les  points  sont 

des  points  de  A.  Alors  les  limites  A  =  Iim   >    rf.  ei  A  =  Iim  \    d'^  existent  et 

sont  finis.  Les  nombres  A,  A  sont  dits  la  mesure  supérieure  et  inférieure  de  A.  Si 
l'on  a  A  =  A  leur  valeur  communes  est  liite  la  mesure  de  A;  A  est  mesurable 
dans  ce  cas,  et  la  mesure  se  représente  par  mes.  A.  Pour  que  :\  soit  mesurable, 
il  est  nécessaire  que  la  mesure  de  ses  points  de  contour  soit  zéro. 

Il  convient  d'étendre  les  notions  de  cellules,  divisions,  etc.,  comme  suit  : 
Supposons  que  les  points  d'un  ensemble  A  soient  divisés  en  des  ensembles  par- 
tiels (cellules)  avec  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  cellules  dans  une  portion  limitée  quelconque 
de  R„; 

2°  Le  contour  de  chaque  cellule  est  de  mesure  zéro; 

3°  Chaque  cellule  est  contenue  dans  un  cube  de  côté  £5.  Cette  division  de  A 
est  dite  de  norme  S.  Soit  A  une  telle  division;  soient  A^  la  mesure  de  toutes  les 
cellules  contenant  au  moins  un  point  de  A,  A^  la  mesure  de  toutes  les  cellules 
dont  tous  les  points  sont  des  points  de  A.  On  a  alors 

litn  A„  -  ,A,  Iim  A^;^  =  A. 

0=0  o=o~         — 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  i'  série,  t.  XXXIV.  (IMai  1910.)  H. 5 


C2  SKCUN  l)K   PAHI  lE. 

Après  quelques  ihéorèmes  (jénéraux  sur  les  intégrations  muiiiples,  l'auteur 
s'approche  du  problème  de  la  réduction  des  intégrales  multiples  aux  intégrales 
itérées.  Soit  A  un  ensemble  de  points  dans  R,„.  Soit  a7  =  (a;,,  ...,x,„)  un  point 
de  :a.  L'ensemble  de  toutes  les  valeurs  a:,  des  points  de  :a  forment  un  ensemble  x^ 
(la  projection  de  A  dans  l'axe  des  x,).  Les  points  de  A  pour  lesquels  iT,  a  une 
valeur  donnée,  x^  —  'c^.,  forment  un    ensemble  p,.  Les    points 

(X^,   ...,   Xi_i,  o,  x-_^i,   ...,  ^„,  ) 

forment  l'ensemble  ï,.  L'auteur  démontre  alors  le  théorème  qui  suit  : 

Soil  f{x„  ....  a;,,,)  une  fonction  bornée  définie  dans  un  ensemble  mesu- 
rable A.  Alors  on  a 

(,)  ffdxâ  f  dx,  f  fd)?,^  f  dx,  f  fd^-^  f  .fd\, 

(2)  ffdx^^fdx^   f  fd^^-à  f  dx,  ffd]},-,ffd\, 

(  3  )  ff  d\  S  r  dx,    ffdx-^  C  dx,    ffdx,^  f  f  c/A, 

(  4  )  ff  d^  ^  r  dx,    ff  dx,%  f  dx,    f  f  dx,  ^  ff  d  .-V . 

i-A  —X,         '-  a.  -Xi         '-  a  *"  A 

La  dernière  partie  de  ce  Mémoire  est  consacrée  au  problème  du  changement 
des  variables.   Soil  T  une  transformation,  de  déterminant  y^  o, 

a7,=  <!>,(/,,  . .  .,  /,„)         (t  =  I,  .  . .,  /«), 

les  <t>;  ayant  des  dérivées  continues  dans  la   région   R.  La  région  R  est  trans- 
formée par  T  en  une  région  Rt,  dite  l'image  de  R.   T  est  dite  régulière. 

Soit  uniforme  la  correspondance  entre  R  et  Rt.  Il  vient  alors  que  si  A  ou 
At  est  mesurable,  l'autre  l'est  aussi. 

Soit  J  le  déterminant  de  T.  Soit  i  un  ensemble  intérieur  parfait  et  mesu- 
rable de  R  et  soit  x,  l'image  de  î.  Soit  f{Xj,  ...,  x,,,)  continue  en  X.  On  a 
alors 

/(a^p  . . .,  x^)  dx^. .  .rfa;„,  =   /    I  J  I  f  dti . .  .dt,„. 


f. 


Soit  £  un  ensemble  intérieur  de  R  et  soit  X  son  image.  Soit  f{x^,  ...,  x^) 
une  fonction  bornée  en  £.  Alors  on  a 


f  f{x„  ...,x,„)dx,=  f\i\f 
-  X  ^  z 

ff(x„...,x„jdx  =  f\i\f 


dz. 


dz. 


Fféchet  [M.).  —  Sur  l'écarL  de  dciiv  courbes  et  sur  les  courbes 
liniilcs.  (435-449)- 


REVUK  DES  PUBLICATIONS.  65 

L'auleiir  appelle  arc  de  courbe  continue  l'ensemble  ordonné  formé   par  la 
suite  des  p(jirils  qu'on  ohlient  en  faisant  croître  t  de  f„  à  <,  dans  les  formules 

(i)  x=f{l),        r  =  g{t).        z  =  h{t}, 

où  /,  g,  h  sont  trois  fonctions  de  t  uniformément  continues  de  t„  à  f,.  Lorsque 
/,  g,  h  ne  sont  en  même  temps  constants  dans  aucun  intervalle  de  valeurs  de  /, 
il  dit  que  les  formules  (i)  fournissent  une  représentation  normale  delà  courbe. 
Si  les  formules  (i)  donnent  k  x,y,  z  les  mêmes  valeurs  pour  deux  valeurs  dif- 
férentes de  t  :  fj),  t\,  sans  que/,  g,  li  soient  constants  entre  ces  deux  valeurs 
de  t,  t'g  et  t[  correspondant  à  deux  points  de  la  courbure  qui  sont  considérés 
comme  distincts  quoiqu'ils  occupent  la  même  position  dans  l'espace;  il  y  a 
ainsi  un  point  multiple  de  la  courbe. 
Soient  maintenant 

(3)  x-r=-s{u),         r  =  'H'0.         z=^y{u) 

trois  formules  dillérentes  des  (orriiules  (r),  oii  cp,  <]^,  /  sont  des  fonctions  de  u 
uniformément  continues  dans  l'intervalle  (m,,,  u^).  Les  formules  (i)  et  (  :»  )  re- 
présentent deux  ensembles  de  points  ordonnés  :  G  et  F.  Ces  formules  repré- 
sentent la  même  courbe  lors(|ue  les  ensembles  ordonnés  C  et  F  sont  superpo- 
sables.  L'auteur  entend  par  là  qu'on  peut  établir  entre  les  points  de  C  et  de  F 
une  correspondance  univoque  et  réciproque  de  façon  que  deux  points  corrcs- 
pondanls  occupent  la  même  position  dans  l'espace  et  que  deux  points  quelcon- 
ques de  C  soient  trouvés  tlans  le  même  ordre  relatif  que  les  deux  points  cor- 
respondants de  F  quand  on  parcourt  C  et  F  dans  le  sens  de  f  et  m  croissants. 
D'après  cette  définition,  les  courbes  C  et  F  peuvent  être  formées  avec  les  mêmes 
points  de  l'espace  et  être  cependant  distincts. 

L'auteur  cherche  d'abord  les  relations  qui  doivent  exister  entre/,  g,  h;  '■?, 
«j/,  y  pour  que  les  formules  (i)  et  (2)  représentent  la  même  courbe  au  sens 
indiqué.  Si  les  représentaLions  (i  )  et  (  2  )  sont  normales,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
doit  avoir  pour  deux  points  correspondants  une  relation 

a  =  6(0. 

6  étant  une  fonction  continue  de  /,,  à  f,  et  qui  croît  constamment  de  m„  jusqu'à  m, 
lorsque  t  croît  de  f„  à  ty,  et  telle  qu'on  ait  de  i,,  à  t^ 

(3)  /(O-9[0(O],       g-(O  =  ^[0(O],       A(0  =  /[e(0]- 

Réciproquement,  étant  donnée  la  représentation  normale  d'une  courbe  C,  les 
formules  (i)  définiront  la  même  courbe  lorsqu'on  prendra  pour  /,  g,  h  les 
fonctions  définies  par  (3)  où6(^)  est  une  fonction  continue  et  croissante  de  t 
et  la  représentation  (1)  sera  normale. 

L'auteur  suppose  maintenant  que  les  représentations  (1)  et  (  a  )  soient  choi- 
sies arbitrairement,  non  nécessairement  normales,  et  cherche  encore  la  condi- 
tion pour  que  les  deux  courbes  coïncident.  Tout  d'abord,  si  l'une  se  réduit  à 
un  seul  point,  il  en  sera  de  même  de  l'autre.  Dans  le  cas  contraire,  l'auteur 
démontre  qu'on  peut  ramener  le  [)roblème  au  précédent.  Autrement  dit,  une 
courbe  continue  qui  ne  se  réduit  pas  à  un  seul  point  a  toujours  au  moins  une 
représentation  normale.  En  effet,  soit  I  l'ensemble  des  intervalles  qu'on  peut 
supposer  sans  points  communs,  où  /,  g^  h  sont  à  la  fois  constants.  Il  existe 
alors  une  fonction  5  =  a(<)  allant  sans  jamais  décroître  de  o  à  1  quand  ^  croit 
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de  t„  à  ^,  et  qui  n'est  constante  que  clans  cliacun  des  intervalles  de  I.  Dès  lors, 
à  une  même  valeur  de  s  correspond  un  seul  point  de  C  et  l'on  peut  écrire 

fit)  =  fois),        .?{t)=g,{t),        h(t)=h,{l), 

t  variant  de  t^  à  <,,  et  s  de  o  à  i,  et  à  deux  valeurs  de  5  distinctes  correspon- 
dront deux  points  de  C  distincts  (mais  qui  coïncident  peut-être  en  position). 
Alors,  par  un  raisonnement  de  continuité  uniforme,  l'auteur  montre  que  les 
formules 

X=fAs),  y^gois),  5=/l„(5) 

constituent  une  représentation  normale  de  C.  Il  est  alors  facile  de  montrer  que 
la  condition  cherchée  peut  s'cxjirimer  comme  suit  : 

Lorsqu'aucune  des  courbes  (i)  et  (2)  ne  se  réduisent  à  un  point,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elles  représentent  la  même  courbe  et 
qu'il  existe  deux  fonctions  a{t)  et  (x[u)  continues  allant  sans  jamais  dé- 
croître de  o  à  1,  n'étant  constante  que  dans  les  intervalles  où  il  en  est  res- 
pectivement de  même  pour  f,  g,  h  et  pour  9,  i^,  /  et  telles  que  l'égalité  : 
a{t)  =  a  (  M  )  entraine 

f{t)=o{u),        g{t)  =  'b{u),         h{t)=y{u). 

L'auteur  généralise  maintenant  la  notion  de  voisinage  introduite  par  Weier- 
strass  dans  le  calcul  des  variations.  Il  attache  à  tout  couple  C,  F  d'arcs  de 
courbes  continues  un  nombre  positif  ou  nul  qu'il  désigne  par  la  notation  (  C,  F  ) 
ou  (F,  C)  et  qu'il  appelle  écart  des  arcs  C,  F.  Ce  nombre  sera  tel  que  :  1°  l'é- 
cart (C,  F)  n'est  nul  que  si  C  et  F  coïncident;  2°  C,,  C^,  C,  étant  trois  arcs  de 
courbes  continues  quelconques,  si  les  écarts  (€„  C3)  et  (C2,  C3)  sont  infini- 
ment petits,  il  en  est  de  même  de  (C,,  Cj).  Pour  définir  cet  écart,  considérons 
deux  arcs  continus  quelconques  distincts  ou  non,  C  et  F.  On  peut  les  représen- 
ter d'une  infinité  de  façons  par  des  formules 

(4)  ^=/(0,      y  =  git),       z  =  h{t)      (o^tâi), 

(5)  ^=r(0,        r  =  '^{n,         -  =  /.(0        (oi^^O, 

où  y,  g,  h;  9,  <\i,  y  sont  uniformément  continus  de  o  à  1.  Soit  ô{t)  la  dis- 
tance de  deux  points  correspondant  à  la  même  valeur  de  t.  ô(t)  est  une  fonc- 
tion continue  de  t  qui  atteint  un  maximum  absolu  d.  A  chaque  système  de 
représentations  (normales  ou  non)  de  C  et  F  correspond  une  valeur  déterminée 
positive  ou  nul  de  d.  L'auteur  appelle  écart  de  C  et  de  F  la  limite  inférieure 
e  =  (C,T)  de  l'ensemble  des  valeurs  de  d.  Ce  nombre  sera  lui-même  positif 
ou  nul. 

Après  quelques  remarques  consacrées  au  calcul  simplifié  de  l'écart,  il  dé- 
montre les  deux  théorèmes  suivants  : 

1.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  arcs  de  courbes 
continues  coïncident  est  que  leur  écart  soit  nul. 

5.  Étant  donnés  trois  arcs  de  courbes  continues  quelconques  C,,  C,,  C,,  on 
a  toujours  (C,,  C^)  ^  (  C,,  C3)  -+-  (  C,,  C,). 

L'auteur  définit  ainsi  la  limite  d'une  suite  de  courbes  : 
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Une  suite  d'arcs  continus  C,,  Cj,  C,,  . . .,  C„,  ...  a  pour  limite  un  arc  con- 
tinu C  lorsque  l'écart  (C,  C„)  tend  vers  zéro  avec  -• 

n 

On  peut  ramener  cette  définition  à  la  définition  ordinaire  au  moyen  de  la 
proposition  suivante  : 

3.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  arc  continu  C„  tende 
vers  un  arc  continu  déterminé  C  lorsque  n  croît  indéfiniment  est  que,  quelle 
que  soit  la  représentation  de  C  : 

^=f{t),      y  =  g{t),      z  =  /i{t)      (o'^tii), 

on  puisse  choisir  celle  de  C„ 

•^=./„(0,      y  =  gAn.      ^  =  hjt)      (ol/^i), 

de  façon  que  f^^,  «'„,  /i„  tendent  uniformément  vers  f,  g,  h   respectivement. 
L'auteur  démontre  aussi  le  théorème  suivant  : 

4.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  arc  continu  C„  tende 
vers  un  arc  continu  déterminé  C  lorsque  n  croit  indéfiniment  est  que^  quelle 
que  soit  t,  on  puisse  trouver  un  nombre  entier  n  tel  que,  quel  que  soit  l'en- 
tier p,  l'écart  (  C„,  C„^p)  soit  inférieure  à  e. 

Un  ensemble  E  d'arcs  continus  est  dit  compact  s'il  ne  comprend  qu'un  nombre 
fini  d'éléments  ou  bien,  dans  le  cas  contraire,  si  tout  ensemble  H  formé  d'une 
infinité  de  courbes  de  E  admet  au  moins  une  courbe  limite.  L'auteur,  en  ter- 
minant son  Ouvrage,  cherche  la  condition  pour  qu'un  ensemble  de  courbes  soit 
compact.  Pour  y  arriver,  il  introduit  Vindice  de  compacité  d'un  ensemble  de 
courbes.  11  appelle  ainsi  un  nombre  v  égal  à  zéro  si  E  ne  comprend  qu'un 
nombre  fini  de  courbes  distinctes,  et  défini  ainsi  dans  le  cas  contraire.  Soit  S 
une  suite  infinie  de  courbes  C,,  C,,  . . .,  C„,  ...  de  l'ensemble  E  ;  appelons  e„  la 
limite  supérieure  des  écarts  (C,,,C„_^,),  (C„,  C,,^^)»  •••'  ^^  ^s  ^^  P'"^  grande 
des  limites  de  e„.  Si  H  est  un  ensemble  formé  d'une  infinité  de  courbes  de  E, 
à  toute  suiie  S  contenue  dans  H  correspondra  un  nombre  déterminé  )is  et  nous 
pourrons  prendre  la  limite  inférieure  [Xn  des  nombres  Xs.  Par  définition,  l'in- 
dice de  compacité  de  E  sera  la  limite  supérieure  v  de  (j.h  quand  H  est  quel- 
conque dans  E. 

Il  vient  alors  : 

5.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  ensemble  E  d'arcs 
continus  soit  compact  est  que  son  indice  de  compacité  soit  nul. 

Eiesland  (J.).    —   Sur  un  syslème   de   lignes   conjuguées    d'une 
surface  liée  à  la  iransforniation  d'Euler.  [/\bo-^'ji  ). 

Dans  un  Mémoire  antérieur  inséré  à  V American  Journal  of  Mathematics, 
t.  XXVI,  l'auteur  a  démontré  quelques  théorèmes  relatifs  aux  courbes  et  aux 
surfaces  à  deux  dimensions  dans  un  espace  à  cinq  dimensions  qui  appartien- 
nent à  un  complexe  asymptotique  dont  les  lignes  satisfont  aux  équations  difl'é- 
rcntielies 

i  dx-^  -H  x.,  dx^  —  x^  dx^  +  x^  dx^  —  x^  dx,^  =  o, 

(  dx,  dx^  +  dx,  dx,  —  o. 
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Si  M  et  V  sont  les  coordonnées  sur  une  surface  d'un  tel  complexe  et  si  l'on  fait 
usage  de  la  transformation 

P  P 

(2)       X^=    ^,  X^=X^,  X3=    —,  X^=\27  X^-hXiX^  +  X^X^^X, 

X,,  X5,  X„  p,,  P^,  —  I  étant  les  coordonnées  d'un  élément  de  surface  dans  l'es- 
pace ordinaire,  on  obtient,  comme  l'a  montré  l'auteur,  une  surface  dans  l'espace 
à  trois  dimensions  sur  laquelle  les  lignes  u  el  v  sont  des  lignes  asymplotiques. 

La  Géométrie  des  complexes  asymptotiques  est  par  conséquent  liée  intime- 
ment à  la  théorie  générale  des  surfaces;  en  efl'et,  dans  cinq  dimensions,  à 
chaque  propriété  géométrique  d'une  variété  h  deux  dimensions  appartenant  à 
nn  complexe  asymptotique  correspond  une  propriété  des  surfaces  de  l'espace 
finlinaire.  Pans  la  première  partie  de  ce  Mémoire,  l'auteur  montre  qu'une 
seule  transformation  projective  du  complexe  (i)  donne  la  transformation  clas- 
sique d'Ruler  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  Cette  transformation  transforme 
les  lignes  asymplotiques  d'une  surface  en  un  sjstèmc  bien  défini  de  lignes  con- 
juguées ayant  une  propriété  géom(''trii|iie  caractéristique.  L'auteur  appelle  ces 
lignes  les  lignes  d'En  1er. 

L'aulcnr  s'a|)proche  alors  du  problème  de  trouver  toutes  les  surfaces  dont  les 
lignes  d'Euler  sont  des  lignes  de  courbure.  Il  vient  que  la  détermination  de  ces 
surfaces  dépend  sur  l'intégration  d'une  équation  diderentielle  partielle  avec 
des  invariants  égaux  et  à  des  quadratures.  Sur  une  telle  surface  les  lignes  de 
courbure  correspondent  aux  lignes  asymptotiques  de  la  surface  transformée 
par  la  transformation  d'Euler. 

La  seconde  Partie  de  ce  Mémoire  est  consacrée  à  la  définition  géométrique 
des  lignes  d'Euler  et  à  la  dérivation  de  leur  équation  différentielle.  Ladite  défi- 
nition est  contenue  dans  le  théorème  suivant  : 

Si  une  surf  ace  admet  un  système  de  lignes  conjuguées  (m)  et  {v)  tel  que 
le  couple  de  tangentes  au  point  d'intersection  de  la  projection  des  lignes  sur 
le  plan  X,  Xj  forme  avec  chaque  axe  un  triangle  isoscêle,  la  transformation 
d'Euler  transformera  la  surface  en  une  autre  sur  laquelle  les  lignes 
asymptotiques  correspondent  aux  lignes  conjuguées  données.  Un  tel  sys- 
tème de  lignes  conjuguées  forme  les  lignes  d'Euler. 

Dans  la  troisième  Partie  l'auteur  démontre  que  la  transformation  d'Euler 
est  seulement  une  des  00"*  transformations  changeant  des  lignes  asymptotiques 
d'une  surface  en  des  lignes  d'Euler  sur  la  surface  correspondante.  Il  considère 
aussi  un  groupe  de  transformations  de  contact  laissant  invariantes  les  lignes 
d'Euler  et  montre  que  ce  groupe  contient  oj'"  de  ces  transformations. 

Eisenliart    [L.-P.).    —    Les    stnf.ices    à    roiithnre    conslanle    et 
leurs  Iriinslormalions.  (472-480), 

Binnchi  a  remarqué  qu'il  y  a  sur  toute  surface  de  courbuie  totale  positive 
une  infinité  de  systèmes  conjugués  de  lignes  caractérisés  par  la  propriété  que, 
si  un  tel  système  est  paramétrique,  les  paramètres  peuvent  être  choisis  de 
façon  à  rendre  égale  à 

lidu^'+dv"-) 

la  seconde   forme  quadratique  générale,  "K  étant  en   général   une  fonction  de  u 
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et  de  V.  Bianclii  appelle  un  te!  système  isotherme  conjugué.  D'une  façon  ana- 
logue on  prouve  qu'il  y  a  sur  toute  surface  de  courbure  totale  négative  une 
infinité  conjuguée  telle  que  la  seconde  forme  quadratique  est  réductible  à 

A(f/«-—  rff'). 

C'est  ce  qu'a  fait  l'auteur  dans  un  Mémoire  antérieur  {American  Journal  of 
Mathematics,  t.  XXV,  igoS,  p.  220).  Il  appelle  aussi  ces  systèmes  isothermes- 
conjugués.  Quand  la  courbure  totale  est  constante  et  positive,  la  surface  est 
dite  sphërique.  L'auteur  trouve  que  si  une  surface  spbérique  est  représentée 
par  rapport  à  un  système  isothcrme-conjugué,  les  quantités  fondamenlales  de 
la  surface  et  les  équations  qu'elles  satisfont  prennent  des  formes  très  simples, 
qui  suggèrent  des  transformations  changeant  la  surface  en  une  autre  surface 
spliérique.  Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  la  considération  de  ces  transfor- 
mations. 
Soit  S  une  surface  spbérique  de  courbure  totale  — :;•  Supposons  que  les  courbes 

parainélriques  forment  un  système  isotherme-conjugué  et  choisissons  les  para- 
mètres de  ces  lignes  de  façon  à  rendre  D  =  D",  D'  =  o,  D,  D',  D"  étant  les  coef- 
ficients de  la  seconde  forme  quadratique  de  la  surface.  Les  équations  de  Gauss 
et  de  Codazzi   s'écrivent  sous  les  formes  respectives 

et 

f)IogD_\i2)       [II]  r)logD_ii2)        ^22) 


(2) 


du  i  f  2  \  àv 


i  rs  i 
où  les  symboles  de  Christolfcl  '  sont  formés   par  rapport   à   l'élément    li- 

néaire de  S  : 

(  3  )  rfs-  =  E  du-  -f-  2  F  du  dv  +  G  dv"-, 

et  où  nous  avons  mis 

H  =  /eG  —  F-. 

En  vertu  de  la  relation  K  =  -—  =  ^,,  les  équations  (2)    peuvent   être   mises 
H"       a- 

sous  la  forme 

d.'        dV.       dG  dV       dG        àE 

(  4  )  2  —  = )  2  — -  = 

du        dv        dv  dv        du        du 

Il  vient  alors  que  F  et  E  —  G  satisfont  à  l'équalion 

d^6       d-a 
du^        ov 

La  solution  F  =0,  E  —  G  =  const.  de  (  '1),  donne  le  théorème  : 

Les  lignes  de  courbure  sur  une  surface  sphérique  forment  un  système 
isotherme-conjugué  ;  ces  lignes  ne  sont  isothermes- orthogonales  que  dans  le 
cas  d'une  sphère. 
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La  solution  E  =  G,  F  =  const.  donne  le  théorème  : 

Les  lignes  caractéristiques  sur  une  surface  sphérique  sont  isothermes- 
conjuguées. 

Ces  résultats  suggèrent  une  transformation  des  surfaces  sphériques.  Soit  S 
une  surface  dont  l'élément  linéaire  est  (3)  et  qui  satisfait  aux  équations  (4)- 
Remarquons  que  les  équations  (4)  admettent  la  transformation 

(6)  E,=  G,         F.=:-F,         G,=  E. 

Il  vient  qu'on  a  alors 

H,=  H 

et  encore  que  l'équation  de  Gauss  est  satisfaite  si  l'on  met  Dj  —  D'J  =  D.  On  a 
alors  le  théorème  : 

Si  une  surface  sphérique  est  représentée  par  rapport  à  un  système  iso- 
therme-conjugué  et  si  les  paraniétres  sont  choisis  de  façon  qu'on  ait  D  =  D", 
D'  =  o,  il  existe  une  autre  suif  ace  sphérique  avec  la  même  courbure  totale 
et  avec  la  même  seconde  forme  quadratique  dont  V élément  linéaire  est 

(7)  ds\=^du'—iYdudv-^^dV. 

Il  convient  d'appeler  la  nouvelle  surface  Sj   la   surface  conjuguée  de  la  sur- 
face donnée.  La  relation  entre  ces  deux  surfaces  est  complètement  réciproque. 
Soient 

d<s^  —  E  du'-  -h  2  F  du  dv  ^  Ç>  dv^, 
dz\  =  E,  du^-\-  1  F,  du  dv  -+-  G,  dv' 

les  éléments  linéaires  fie  deux  surfaces  sphériques  conjuguées.    On  démontre 
alors  aisément  qu'on  a  les  relations 

È^=:G,  F\=— F,  G^=È. 

Par  conséquent,  on  a  le  théorème  : 

Une  surface  de  courbure  totale  égale  à  l'unité  est  applicable  à  la  sphère 
de  rayon  égal  à  l'unité  de  façon  qu'un  système  isotherme-conjugué  de  la 
première  correspond  à  la  représentation  sphérique  du  système  isotherme- 
conjugué  correspondant  de  la  surface  conjuguée.  Encore,  les  lignes  de 
courbure  correspondent  sur  une  surface  et  sa  surface  conjuguée. 

L'auteur  démontre  alors  que  la  transformation  considérée  est,  dans  une  forme 
plus  générale,  la  transformation  que  Blanchi  a  appelé  la  transformation  de 
Hazzidakis.  L'auteur  fait  application  des  résultats  précédcnis  aux  surfaces  de 
révolution. 

Une  nouvelle  transformaiion  des  surfaces  sphériques  suggérée  par  les  équa- 
tions (.5)  est  la  suivante  : 

E4-G-2F  E  — G  E-J-G-i-aF 

(6-)  E,= ,  F,=  _— ,  G,= 
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Il  vient  aisément  qu'on  a 

E,G,— Fî=:  EG  — F2. 

L'auteur  démontre  alors  que  si  S  est  une  surface  sphérique  représentée 
comme  auparavant,  il  existe  une  autre  surface  S,  avec  la  même  seconde 
forme  quadratique  et  dont  les  coefficients  de  son  élément  linéaire  sont 
donnés  par  les  équations  (6).  La  seconde  surface  S,,  l'auteur  l'appelle  la  sur- 
face adjointe  de  S.  Il  vient  alors  que  sur  une  surface  sphérique  et  son  ad- 
jointe, les  lignes  de  courbure  d'une  surface  correspondent  aux  lignes  carac- 
téristiques de  l'autre. 

Appelons  transformation  I  la  transformation  changeant  une  surface  en  la 
surface  adjointe.  On  a  alors  le  théorème  : 

La  seule  transformation  changeant  une  surface  sphérique  en  une  surface 
sphérique  delà  même  courbure  et  avec  la  même  seconde  forme  quadratique 
et  qui  échange  entre  elles  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  caractéris- 
tiques est  la  transformation  I,  ou  bien  la  résultante  d'une  transforma- 
tion I  et  de  quelques  transf or  mations  de  Hazzidakis. 

L'auteur  termine  l'Ouvrage  par  une  considération  analogue  des  surfaces  de 
courbure  totale  négative. 

Lennes  (N.-J.).  —  Les  volumes  et  les  aires.  (486-490). 

Dans  celte  Noie  l'auteur  fait  observer  qu'une  modification  dans  la  théorie 
des  aires  de  Hilberl  { Festschrift,  1899)  est  nécessaire.  En  ce  qui  concerne  les 
volumes,  il  montre  que,  quoique  la  théorie  de  Hilbert,  ne  faisant  usage  d'aucun 
axiome  de  continuité,  est  complète  par  rapport  à  la  mesure  des  volumes,  il 
n'existe  point  de  théorie  par  rapport  à  la  congruence  géométrique.  En  effet,  si 
P,,  P2  sont  deux  polyèdres  tel  que  F,  est  congruent  à  une  partie  de  F,,  on 
sait  que  M(P,)  —  la  mesure  du  volume  de  F,  —  est  m.oindre  que  M  (F,). 
Mais,  si  l'on  a  M(  F,  )  <  M  (  F^),  on  ne  sait  pas  que  P,  est  congruent  à  une 
partie  de  F^. 

Au  moyen  de  l'axiome  d'Archimède,  l'auteur  démontre  alors  le  théorème 
suivant  :  Si  l'on  a  M  (  P,  )  <  M  (  P^  ),  P,  est  congruent  à  une  partie  de  P...  Il 
démontre  aussi  que  ce  théorème  ne  peut  être  démontré  sans  employer  l'axiome 
d'Archimède.  Il  pose  alors  ces  délinilions  :  F,  <  P^,  si  Fj  est  congruent  à  une 
partie  de  P^;  F,  =  Pj,  si  F;  n'est  pas  congruent  à  une  partie  de  P^,  ni  F^ 
congruent  à  une  partie  de  Pj.  Il  démontre  alors  que  deux  polyèdres  quelconques 
satisfont  à  une  des  relations  :  F;  <  P.,,  Pj  =  Pj,  F;  <  F^ 

Lovett  (E.-O.).  —  Sur  un  problème  comprenant  celui  de  n  corps 
et  admettant  une  intégrale  de  plus.  (491-495)- 

Bertrand  a  introduit  dans  le  problème  des  trois  corps  certaines  fonctions 
quadratiques  des  coordonnées  des  corps  et  des  quantités  proportionnelles  aux  pro- 
jections des  vélocités  sur  les  axes  des  coordonnées.  Bour  (Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  t.  XXI,  i856,  p.  35-58)  a  alors  démontré  que  les  variables  de 
Bertrand  satisfont  à  un  système  S  d'équations  difTérentielles  ordin;iires  de  pre- 
mier ordre  et  a  remarqué  que  le  problème  des  trois  corps  peut  être  considéré 
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comme  solution  particulière  d'un  problème  plus  généra!  dont  les  équations 
sont  celles  de  S  et  dont  une  intégrale  est  connue. 

Dans  cette  Note,  l'auteur  étend  ces  résultats  aux  problèmes  d'un  nombre 
quelconque  de  corps. 

Sharpe    (^F.-R.).  —  Sur  la  slabililc  du  mouvement  d'un  liquide 
visqueux,  (490-5o3). 

Reynolds  a  établi  un  critérium  d'énergie  pour  la  stabilité  du  mouvement 
d"uu  liquide  visqueux  et  l'a  appliqué  au  cas  d'un  liquide  se  mouvant  entre  deux 
plans  parallèles.  Pour  un  liquide  dont  la  densité  est  p  et  la  viscosité  est  [x,, 
se  mouvant  entre  deux  plans  dont  la  distance  mutuelle  est  26  avec  une  vélocité 
moyenne  égale   à  U,  il   a   démontré  que   le  mouvement  est  instable  si   l'on  a 

= — >  017.    Kn  empjiiyant   le  priruipe  quo  la  vélocité  critique  est  inversement 

proportionnelle  à  la  profondeur  moyenne  hydraulique,  il  a  obtenu  le  résultat 
que  la  vélocité  critique  pour  un   conduit  cylindri(|ue  de  rayon  a  est  donnée  par 

■ — >  1035.  Dans  cette  Note,  Fauteur  discute  directement  le  cas  d'un  con- 

,.,.,.             .,                       ,                                          11.,.          2apU, 
duit  c\  lindrique  et  il  trouve  que  le  mouvement  est  instable  si  1  on  a —  >  ^~o. 

Il  trouve  aussi,  en  employant  une  solution  dilTérente  de  l'équation  de  conti- 
nuité, que  le  mouvement  entre  deux  plans  parallèles  est  instable  si  l'un  a 
2bp\J 


[J- 


>i67,  au  lieu  de  617  trouvé  par  Reynolds. 


Lœwy  {A.).  —  Sur  les  groupes  complèlemenl  réductibles 
appartenant  à  un  groupe  de  substitutions  linéaires  homogènes. 
(5o4-533). 

Soit  (B  un  groupe  de  substitutions  linéaires  homogènes  assujetties  à  aucune  con- 
dition. Le  groupe  peut  être  continu  ou  discontinu,  mais,  par  la  supposition  que 
le  résultant  actuel  de  deux  substitutions  soit  dans  le  groupe,  le  cas  que  <&  soit 
un  groupe  de  congruences  est  exclu.  Un  groupe  «5  à  /i  variables  est  dit  réduc- 
tible si  l'on  peut  trouver  une  matrice  constante  T  de  déterminant  non  nul,  de 

façon  que  toutes  les  matrices  du  groupe  «5  =  T6T-'  semblable  à  ©  soient  si- 
multanément de  la  forme 

(5,,       0 


où  (6,,  représente  un  ensemble  de  niatricesavec  v  <  n  ligneset  colonnes;  autre- 
ment dit,  on  peut,  par  l'intervention  de  variables  nouvelles,  transformer  «3  en 
un  groupe  <&  de  façon  que  toute  substitution  de  (6  soit  de  la  forme 

V  n 

Un    groupe   <S>   réductible   quelconque  peut   toujours   se    transformer  en   un 
groupe  semblable  A=:R6R~',   R  étant   une  matrice  constante,  de  façon  que 


RRVUR    DKS    PUBLICATIONS. 

toutes  les  matrices  de  :^  soient  de  la  forme 


Si  les  X  groupes  isomorphes  à  05  déterminés  par  les  matrices  a,,,  a.,.,,  ...,  a^^ 
s<mt  tous  irréductibles,  ce  rjiti  peut  toujours  se  faire,  nous  (Jirons  que  <6  est 
transformé  en  un  groupe  semblable  en  faisant  sortir  ses  composantes  irré- 
ductibles. Les  groupes  n,|>.''22)  •  •  •  )  '\\-  no"s  les  appellerons  les  composantes  irré- 
ductibles de  <6.  Dans  un  Mémoire  antérieur,  l'auleur  a  démontré  le  ihéorème 
fondamental  (aussi  dans  la  théorie  d'équations  différentielles  linéaires  houm- 
gènes)  que,  si  l'on  ne  considère  comme  distincts  les  groupes  semblables,  les 
composantes;  irréductibles  d'un  groupe  «5  sont  déterminées  uniquenient  à 
l'ordre  près  (  Transactions  of  tlie  american    Mathematical  Society^,   t.  IV, 

>9'>9.  P-   41)- 

f'arnii  les  groupes  (&,  ceux  que  l'auteur  appelle  complètement  réductibles 
méritent  surtout  la  considération.  Un  groupe  ©  est  dit  complètement  réduc- 
tible s'il  existe  une  matrice  constante  R  de  déterminant  non  nul  telle  que  le 
groupe  H(BR^  soit  de  la  forme 


(a,„a,2,  ...,av/.) 


Un  groupe  (6  complètement  réductible  est  donc  caractérisé  par  la  propriété 
qu'après  la  transformation  des  variables,  les  variables  nouvelles  se  partagent 
en  des  systèmes  tels  que  les  variables  de  chaque  système  se  ti'ansforment  entre 
elles  et  que  les  groupes  de  ces  systèmes  sont  tous  irréductibles.  Dans  la  classe 
des  groupes  complètement  réductibles  sont  compris  aussi  les  groupes  irréduc- 
tibles; pour  ces  groupes,  on  a  X  =i. 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  l'auteur  démontre  qn'un  groupe  qui 
laisse  invariante  une  forme  herrnitienne  définie  est  complètement  réduc- 
tible. Il  résulte  du  théorème  (démontré  par  E.-H.  .Moore  et  l'auteur)  que  tout 
groupe  fini  ©  laisse  invariante  une  telle  forme,  qu'un  groupe  fini  quelconque 
de  substitutions  linéaires  homogènes  est  complètement  réductible,  théorème 
qui  a  été  démontré  auparavant  par  Frobenius  et  Ma^chke. 

Il  est  évident  t|u'on  peut  transformer  un  groupe  ©  quelconque  en  un  gioupe 
semblable  S©S~'  de  la  forme 


''il»  ^22>  ■  •  •)  ''eè  étant  des  composantes  irréductibles.  Il  peut  arriver  qu'on  a  e  =  i. 
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S'il  est  impossiOle  de  transfurnier  (&  de  façon  que  le  groupe  prenne  la  forme 


E  +  l,£  +  l 

A  A 

l'auteur  dit  que  A  est  une  représentation  de  ©  en  faisant  sortir  le  groupe 
complètement  réductible  maximal  j  a,i,  n^^,  ...,  a„  | .  Ce  groupe  étant  repré- 
senté par  A,i,  la  représentation  a  peut  aussi  s'écrire 

iA„      o 

(     -^21       ^22 

La  représentation  d'un  groupe  <8,  en  faisant  sortir  le  groupe  complètement 
réductible  maximal  n'est  nullement  unique.  Mais  si  l'on  a  deux  représentations 
de  cette  nature 

a, 
l'auteur  démontre  qu'il  existe  toujours  une  matrice  Q  telle  qu'on  ait 

c'esl-à-dire  les  groupes  complètement  réductibles  maximaux  A,,  et  0,,  sont 
semblables.  Si  l'on  ne  considère  pas  comme  distincts  deux  groupes  semblables, 
il  vient  que  le  groupe  complètement  réductible  maximal  d'un  groupe  (6  est 
déterminé  uniquement. 

Soit  à  présent  ^\\  =  PiôP''  une  représentation  de  (B  de  la  forme 

a*,       o        ...        o 
-A*i     ^*j     ...        o 


A„ 

0 

et 

0 

\   Su 

^u 

-^22 

1    0„ 

telle  que  Aj  j   soit  le  groupe  complètement  rérkictible  iiiaxiiiiul  de  ©,  AÎ  2  soit  le 
groupe  complètement  réductible  maximal  de 

A*,     o     ...       o 


et  ainsi  de  suite.  L'auteur  dit  alors  que  (S  est  représenté  de  façon  à  faire 
sortir  la  suite  des  groupes  complètement  réductibles  maximaux  appartenant 
à  es.  Afi  est  dit  le  premier,  ^22  '^  second,  ...,  groupe  complètement  réduc- 
tible maximal  fie  i5.    L'auteur  démontre  alors  le  théorème  fondamental  : 

Si  l'on  ne  considère  pas  comme  distincts  les  groupes  semblables,  la  suite  des 
groupes  complètement  réductibles  maximaux  est  déterminée  uniquement  et 
dans  toute  représentation  de  (ô  en  faisant  sortir  la  suite  des  groupes  com- 
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plètement  réductibles  maximaux  appartenant  à  <&,  l'ordre  de  ées  groupes 
est  le  même. 

En  terminant  cet  Ouvrage,  l'auteur  étend  les  résultats  précédents  à  des 
groupes  <&  dont  les  coefficients  appartiennent  à  un  corps  Si. 

Carver  (IV.-B.).  —  Sur  les  configurations  de  Cayley-Veronese. 

(534-545). 

Cayley  a  porté  l'attention  aux  figures  qu'on  obtient  en  prenant  la  section 
par  un    plan    ou    par  un    espace    S^   à    trois    dimensions    du   n  point  complet 

I  i.e.  n  points  et  les  [       1  droites,   (       I  phuis,  etc.,  déterminés  par  eux      dans 

un  S^  {Collecled  Papers,  t.  I,  p.  327).  Après  Cayley,  Veronese  a  considéré  la 
nature  de  ces  configurations  discutant  en  général  les  configurations  obtenues 
de  la  manière  indiquée  dans  un  S^  {Matheniatische  Annalen,  t.  XIX,  1SS2  ). 
Parmi  les  Mémoires  postluunes  de  Caporali,  il  y  en  a  un  {Memorie  de  Geome- 
tria,  1S79)  qui  donne  sans  déinonstration  un  nombre  de  théorèmes  relatifs 
à  une  classe  de  configurations  planes.  Dans  le  présent  Mémoire,  l'anleur  donne 
quelques  théorèmes  relatifs  aux  configurations  de  Cayley-Veronese  dans  un  S^  ; 
la  plupart  sont  des  généralisations  des  théorèmes  de  Caporali.  Nous  en  donnons 
quelques-uns  ci-dessous  : 

Soit  S^,  un  espace  linéaire  de  points  àv  dimensions.  Les  expressions  co-point, 
co-plan,  etc.,  représentent  les  éléments  réciproques  du  point,  plan,  etc.,  dans  S^; 
un  co-point  est  un  S.^_^  et  un  n  co-point  complet  est  la  figure  réciproque 
du  n  point  complet.  Le  nombre  de  combinaisons  de  n  choses  prises  v  à  la  fois 

est  représenté  par 

Soit  alors  r"/,  ,.  la  configuration  obtenue  dans  S,,  par  la  section  d'un  n  point 
complet  dans  S^,  par  S^.  Les  relations  d'incidence  de  cette  configuration  peu- 
vent se  représenter  par  la  malrice  d'ordre  /• 

(a,,,)         (/»>?  =  o,  I,  ...,/•  — i), 

dans  laquelle  a  représente  le  nombre  des  S  dans  la  configuration  et  a^^  (p  ^  q) 
représente  le  nombre  des  S    incidents  avec  chaque  S^.  Pour  la  r^^,.  on  a 


/j  -f-  V  —  /•  +  I  / 
U/  -i-v  —  r  -h  1  \ 
,  /j  +  V  —  /•  -t-  I  / 

n  —  q  —  •/  +  /•- 
p  —  q 


{q>  P). 
iP>  (J)- 


Si  l'on  représente  chacun  des  n  points  de  S„  par  une  lettre,  chaque  S^  de 
r"/,  ,.  se  représente  par  une  combinaison  de  /)-t- v  — /•  +  i  de  ces  n  lettres,  et 
un  S  et  S  quelconques  de  la  configuration  sont  incidents  si  \es  q -{- \>  —  r -\- \ 
lettres  représentant  S  se  trouvent  parmi  les  />-f-v  — r-i-i  lettres  représen- 
tant S  . 

Supposons,  réciproquement,  que  l'on  commence  avec  un  n  co-point  complet 
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dans  S.,  et  qu'on  le  projette  sur  un  S^,  avec  un  co-S^  (i.  e.  un  S.,_^^  j  )  comme 
centre  de  projection.  La  configuration  obtenue  de  celte  façon  est  évidemment 
la  réciproque  de  r",j  ^.;  représentons-la  par  C'/^  ^.  Les  relations  d'incidence  de 
C'/j  ^  sont  données  par  la  matrice  («,„,)  en  posant 


ig>p), 
ip>q). 


V-  p 

Il  —  V  -+  q 
q  -  p 

V  -  q 

V  —  p 


Chaque  élément  S  d'une  C'^  ,.  est  représenté  par  une  combinaison  de  v — p 
lettres  prises  d'uu  ensemble  de  n  lettres.  Si  l'on  donne  une  nouvelle  représen- 
tation à  chaque  élément  en  le  représentant  i>ar  la  combinaison  ties  n  -h p  —  v 
lettres  qui  ne  se  trouvent  pas  parmi  les  lettres  de  sa  représentation  originale, 
il  vient  que  la  Cj^  ,.  devient  sous  la  nouvelle  représentation  iilenlique  à  une 
r^'^~''+''~'.  Soit  rnainlenant  n  —  v  -f-  ;•  —  i  —  [i..  Les  configurations  CJ^  ^  et  Clj'j  ,. 
sont  alors  des  figures  réciproques,  de  même  que  les  T)'  ^  et  V^  ,.•  De  plus.  T'/,  ,. 
et  Cy,  ,.  sont  récipro(jues  à  eux-mêmes  si  l'tm  a  2v  =  7t-i-/"  —  i. 

Les  notations  G^'^  ,,  et  T^  ^  représentent  donc  la  même  figure.  Mais  il  convient 
pourtant  de  les  employer  tous  deux.  On  peut  se  servir  de  r^^ ,.  si  l'on  considère 
la  figure  comme  section  d'une  (igurc  à  [i  dimensions,  et  de  Cy^  ,.  si  on  la  consi- 
dère comme  projection  d'une  figure  àv  dimensions.  L'auteur  donne  alors  sans 
démonstration  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Si  dans  une  C^^  ^  on  sépare  les  éléments  dont  les  représentations  con- 
tiennent une  lettre  donnée  des  éléments  dont  les  représentations  ne  contien- 
nent pas  cette  lettre,  les  éléments  de  la  première  sorte  forment  une  C/,~'|  ,. 
et  ceux  de  la  seconde  sorte  forment  une  C^^^j  ,. .  Tout  S  de  la  C'^^_^f 
(/>  =  I,  2,  . . . ,  /•  —  i)  est  incident  avec  un  S     ,  de  la   0,^3*  ,.. 

Une  Cy,_,  ,,  cl  une  C^j^j  ^  avec  la  propriété  énoncée  dernièrement  l'auteur, 
les  appelle  chiastiques. 

2.  Par  rapport  à  deux  lettres  a,  b.  la  C',  ^  se  sépare  en  une  C)'^_,  ^. .  dont 
les  représentations  des  éléments  contiennent  ni  a  ni  b;  deux  C1~\,  ,.,  l'une 
contenant  a.  mais  non  b;  l'autre  contenant  b,  mais  non  a;  et  une  CJ'jl|  ,.  con- 
tenant a  et  b. 

Les  deux  C'^Z^  r  ^""'-  '""tes  deux  chiastiques  avec  la  C'l^_„  ,.  et  aussi  avec  la 
C"'^^'-,  ,..  De  |)lus,  chaque  S  de  la  C][_„  ^.  (/>  =  2,  3,  . . .,  /•  —  1)  est  incident  avec 
un  S^,_.  de  la  Cy^^l  ^..  Ces  deux  configurations,  l'auteur  les  appelle  encore 
chiastiques.  Kn  général,  deux  configurations  C)*,  ,.  et  Cy~*  se  disent  cAj'as^/^Mes 
si  chaque   S„  de    C^,  „  est  incident  (dans  un  certain  ordre)  avec  un   S„  .  rie 

^  }'  il  1  f  ^  '  1 

Cy~*.  Cela  ne  se  peut  que  sous    la   condition  k~r  —  i. 

3.  La  séparation  d'une  C^,,  ,■  P^''  ''ctppo't  à  s  lettres  données  se  représente 
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symboliquement  par  la  formule 

Une  C/jl*  ,.  quelconque  dans  celte  formule  est  formée  par  les  éléments  de 
C'n  j,  dont  les  représentations  contiennent  un  ensemble  de  k  parmi  les  5  lettres 
et  non  pas  les  autres  s  —  A'. 


j.  //  existe  (      )   (      )  ^n-'s,r  <l3"s  chaque  C'^^  ,. . 


6.  Si  l'on  a  s  configurations  C,"^^' ^.  chiastiijues  avec  une  C^'^^^  ,. ,  deux 
quelconques  des  C^'^J  ,.  déterminent  une  C'l,z1  ,.  avec  laquelle  elles  sont  toutes 
deux  chiastiques  ;  trois  quelconques  des  C"/,7j  ,.  déterminent  donc  trois 
C'l~-^  r  qui  sont  chiastiques  avec  et  déterminent  une  C^^^  ,. ,  ...,  et  ainsi  de 
suite;  Jinalement,  les  s  configurations  C','3]  ,.  déterminent  s  configurations 
C'i^l'^^  qui  sont  chiastiques  avec  et  déterminent  une  C"/"'^.  ^;  et  la  figure 
complète  ainsi  déterminée  est  une  C"/;  ,. . 

Le  cas  v  =n  —  s  de  ce  théorème  donne  le  tliéorèiiie  de  Veroiiese  relatif  à  la 
pyramide  perspective. 

Après  quelques  aulrcs  théorèmes  relatifs  au  ciis  général,  lauleur  fait  appli- 
cation des  résultats  pour  ri  ^  ^t  pour  Fg  ^  à  la  construction  des  réciprocités 
du  plan  et  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  En  terminant,  il  discute  un  sys- 
tème intéressant  de  coniques  défini  par  la  T'j^  ^ . 
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Réniy  {L.).   —  Sur  le  nombre  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  de  cerlaines  surfaces  algébriques.  (3-i  i  ). 

D'après  un  théorème  fondamental  de  M.  Picard,  toute  surface  algébrique 
F  {x, y.,  z)  ^  o  possède  un  nombre  limité  p,,  d'intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  distinctes.  La  présente  Note  a  pour  objet  de  déterminer  la  valeur  de  cet 
invariant  p,  pour  les  surfaces  algébriques  (  S„)  liées  à  une  courbe  hyperel- 
liptique  (C„)  de  genre  n,  de  telle  sotte  qu'à  tout  couple  de  points  de  (C„) 
corresponde  un  point  de  (S„)  et  qu'inversement  à  tout  point  de  (S„)  corres- 
pondent deux  couples  de  (G„),  les  points  du  premier  couple  étant  conjugués- 
hvperelliptiques  de  ceux  du  second.  Ces  surfaces,  dont  font  partie  les  surfaces 
du  type  de  Kummer  (/i=  2),  sont  celles  dont  les  points  admettent  une  corres- 
pondance (i,  2)  avec  les  couples  de  points  de  la  courbe  (C„). 

L'auteur  établit  que  le  nombre  p,,  est  égal  à  2/?-  -^  n  —  i  pour  les  surfaces 
dont  les  points  admettent  une  correspondance  (i,  2)  avec  les  couples  de 
points   d'une   courbe   hyperelliptique  de  genre  n,  supposée  non  singulière, 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXIII,,  p.  172. 
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c'esl-à-dirc  telle  qu'il  n'cxisle  entre  les  périodes  de  ses  intégrales  abcliennes  de 
première  espèce  aucune  relation  singulière  à  coefficients  entiers. 

Lecornu  {L,.).  —  Sur  l'équilibre  d'un  système  de  plans  soumis  à 
l'action  du  vent.  (  i  i-3 1  ). 

L'auteur  étudie  au  point  de  vue  mathématique  l'action  du  vent  sur  un  sys- 
tème quelconque  d'aires  planes  formant  un  ensemble  rigide  {éléments  du 
système).  Il  admet  la  loi  du  sinus,  d'après  laquelle  un  vent  de  vitesse  V,  ren- 
contrant sous  un  angle  i  une  aire  plane  de  surface  S,  exerce  sur  celle-ci  une 
pression  qui  lui  est  normale  et  dont  la  valeur  est  proportionnelle  à  SV-sin/. 
Il  suppose  en  outre  le  système  disposé  de  telle  sorte  que  chaque  élément  soit 
sollicité  par  le  vent  de  la  même  manière  que  s'il  était  isolé  et  assez  petit  [)our 
qu'on  puisse  négliger  les  déplacements  du  centre  de  piessioii  avec  la  direction 
du  vent. 

En  composant  les  actions  élémentaires,  on  arrive  à  des  quadriques  dont  les 
rayons  vecteurs  représentent  les  projections  sur  la  direction  du  vent  de  la  résul- 
tante des  pressions  et  du  moment  résultant  et  l'on  définit  ce  qu'il  faut  entendre 
par  systèmes  équivalents  au  point  de  vue  de  l'action  du  vent,  quelles  que 
soient  l'intensité  et  la  direction  de  celui-ci. 

On  peut  toujours  trouver  un  système  de  trois  éléments  plans  équivalents 
à  un  système  donné  et  faire  en  sorte  que  les  plans  de  ces  trois  éléments  pas- 
sent par  un  point  arbitrairement  choisi.  Il  y  a  un  nombre  simplement 
injini  de  semblables  tricdres;  les  normales  à  tous  les  éléments  forment  un 
cône  du  second  degré. 

Pour  que  l'action  du  vent  sur  un  système  de  trois  éléments  puisse  avoir 
un  moment  nid  par  rapport  au  point  de  concours  des  plans  de  ces  éléments, 
il  faut,  ou  bien  que  ces  plans  passent  par  une  même  droite,  ou  bien  que  les 
normales  aux  trois  éléments  rencontrent  une  même  droite  passant  par  le 
point  de  concours. 

Appliquant  ces  théories  à  l'aéroplane  rigide  dont  le  moteur  ne  fonctionne 
pas,  M.  Lecornu  conclut  qu'il  ne  peut,  quelle  que  soit  sa  forme,  demeurer  im- 
mobile si  le  vent  est  horizontal;  l'équilibre  n'est  possible  que  dans  un  vent  ascen- 
dant. De  plus,  l'aéroplane  indéformable  privé  de  moteur  n'est  jamais  en  équi- 
libre stable;  il  éprouve  de  lents  mouvements  de  rotation  autour  d'un  axe 
passant  par  son  centre  de  gravité  et  parallèles  au  vent.  Sous  cerl aines  condi- 
tions, précisées  par  l'auteur,  le  système  possède  le  maximum  de  stabilité  dont 
il  est  susceptible,  c'est-à-dire  qu'en  dehors  de  la  rotation  continue  autour  de 
l'axe  parallèle  à  la  dii'ection  du  vent,  ses  mouvements  présentent  le  caractère 
oscillatoire. 

Le  Mémoire  se  termine  par  lu  recherche  des  conditions  d'équilibre  d'un  sys- 
tème d'éléments  plans  possédant  un  point  fixe  ou  un  axe  fixe. 

Maluski.  —  Sur  la   continuité  des  racines   d'une  équation  algé- 
brique. (32-3'^). 

Rctffy  {L.).  —  Sur  certaines  transformations  de  contact.  (3^-5o). 

Certaines  transformations  de  contact  classiques  ont  en  commun  une  propriété 
remarquable  :  à  une  surface  quelconque  elles  font  correspondre  une  autre  sur- 
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face  telle  que  les  normales  aux  points  homologues  (x,y,  z)  et  (a;,,  y^,  z^)  de 
ces  deux  surfaces  sont  toujours  dans  un  même  plan.  Tel  est  le  cas  de  Vinver- 
sion.  de  la  transformation  apsidale,  de  la  transformation  podaire  et  de  la  dila- 
ta iion. 

En  quelques  pages,  visiblement  destinées  à  signaler  un  sujet  de  recherches 
analytiques  et  géométriques  à  la  fois,  M.  RafTy  pose  le  problème  général  qui 
consiste  à  trouver  toutes  les  transformations  de  contact  jouissant  de  la  propriété 
ci-dessus,  quelle  que  soit  la  surface  lieu  du  point  {x,  y,  z).  Il  forme  les  équa- 
tions dont  ce  problème  dépend  et  se  contente  d'en  indiquer  des  solutions 
étendues. 

I.  Pour  les  transformations  ponctuelles,  on  obtient  six  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  entre  les  trois  fonctions  x^,  y^  z,  des  trois 
variables  x,.y,  z.  Si  l'on  ajoute  la  condition  supplémentaire  que  le  plan  des 
deux  normales  passe  par  l'origine  des  coordonnées,  on  trouve 

^  =^  =  ^  =  6(a;2+^2  +  ^-^), 
X       y        z  -^  ' 

9  étant  une  fonction  arbitraire  de  son  argument.  Quand  9  varie  en  raison  in- 
verse de  ^-+jK-+-s-,  la  transformation  est  une  inversion.  L'inversion  est 
d'ailleurs  la  seule  transformation  ponctuelle  dans  laquelle  les  normales  concou- 
rent en  un  point  également  distant  de  leurs  points  d'incidence.  Si  l'on  veut 
que  le  plan  des  deux  normales  reste  parallèle  à  l'axe  des  z,  on  trouve  l'unique 
transformation 

x,  =  x,       y,=y,       -!=/(-); 

d'où  une  interprétation  géométrique  évidente  de  la  condition  qui  consiste  dans 
l'évanouissement   du    déterminant    fonctionnel   de   deux  fonctions  z{x,y)   et 

II.  Pour  les  transformations  de  contact  à  deux  équations  directrices, 

']'i{x,  y,  z;  a;„y„  ;:)  =  o,         4^5(0;,  jk,  z;  x„  y,  z^)  =0, 

les  fonctions  <\>^  et  t]/,  doivent  vérilier  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Parmi  les  transformations  de  cette  nature  pour  lesquelles  le 
plan  des  deux  normales  passe  constamment  par  l'origine,  figurent  celles  qu'on 
définit  en  écrivant  que  des  trois  expressions 

^  =  x'' -h y""  +  z\        M  =  xxi-hyyi-i-  zz^,        p  =  x] +y\ -h  z], 

deux  sont  des  fonctions  arbitraires  de  la  troisième.  Elles  donnent  lieu  à  une 
construction  géométrique  simple  qui  fournit,  comme  cas  très  particulier,  les 
surfaces  apsidales. 

III.  Pour  les  transformations  de  contact  à  une  seule  équation  directrice 

la  fonction  4*  vérifie  l'équation 

d^      &]^ 
Ox     dx^ 

d4;     _(^ 
ày     ày, 

dz     ôz. 


y  ~y\    -â:. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.  XXXIV.  (Juin  1910.) 
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homogène  et  du  seconrl  riegré,  qui  s'intègre  par  les  méthodes  classiques.  L'au- 
teur signale  deux  solutions  du  même  ordre  de  généralité  :  l'une  conduit  à  une 
transformation  dans  laquelle  les  normales  correspondantes  sont  constamment 
parallèles;  l'autre  qu'on  obtient  en  prenant  pour -^  une  fonction  arbitraire  de 
ces  trois  expressions  p,  xs  etp,,  définit  toutes  les  transformations  dans  lesquelles 
les  deux  normales  correspondantes  appartiennent  à  un  plan  passant  constam- 
ment par  l'origine.  Si  l'on  prend  en  particulier  (!/  =  ra  —  p,,  on  obtient  la  surface 
podaire,  par  rapport  à  l'origine,  de  la  surface  lieu  du  point  {x^  y,  z).  A  la 
solution 

0  =  p  —  2CJ  -H  p,  -t-  const. 

correspond  la  dilatation. 

Goursal  {E.).   —   Sur  les  surfaces  à  courbure  conslanle  négalive. 

(.5 1-58). 

M.  Ililbert  a  démontré  qu'il  n'existe  aucune  surface  analytique,  à  courbure 
constante  négative,  n'ayant  aucun  point  singulier  à  distance  finie.  M.  Goursat, 
en  restreignant  un  peu  l'énoncé,  en  donne  une  démonstration  beaucoup  plus 
simple. 

Soit  S  une  surface  analytique  à  courbure  constante  égale  à  — i,  sans  point 
singulier  à  distance  finie,  correspondant  point  par  point  à  un  plan  {u,  v),  de 
manière  à  représenter  complèlement  l'élément  linéaire 

ds"-  =  du}  -h  e-"  dv"-. 

Les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  de  cette  surface  satisfont 
aux  équations 


gy  =  ,,    s^$:  =  o,    s/'^v 


du  dv         '  \dv 

l^'auleur  montre  qu'il  ne  peut  exister  aucun  système  de  transfornuitions  ana- 
lytiques, régulières  dans  tout  le  plan  des  variables  réelles  u  et  qui  vérifient  les 
équations.  Son  raisonnement  n'exige  pas  d'ailleurs  l'analycité  des  fonctions 
X  {u,  v),  y  (u,  i>),  z{u,  v)  ;  il  suffit  que  ces  fonctions  soient  continues  et 
admettent  des  dérivées  continues  jusqu'au  troisième  ordre. 

Hadamard.  —  Sur  une  pro|jriélé  fonctionnelle  de  la  fonction  'C{s) 
de  Riemann.  (Sg-ôo). 

L'auteur  indique,  entre  autres  équations  fonctionnelles,  vérifiées  par  la  fonc- 
tion î^(s),  les  deux  suivantes: 

—  ri\l  .l-.^  -  ^    C(^-H)         ^f5 -4-1)  ^(^-4-2)     ^    s  (^+0(5 -h  2)!;  (.S -1-3) 

^KS)K^      -      )~^      2,^,  ^^         2-^      "^  1.2.3  ~^^'  •■•' 

Î:(0(i— 2'-0  =  -^^'^'^'^     '    S(5-f-l)  !;(S-l-2)     ,    5(s-|-l)(S-f-2)  î;(s-h3)    , 


2^+3 


Chacune  de  ces  équations,  jointe  à  la  condition  supplémentaire 

lim  Ç(s  -t-  n)  =  i. 
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suffit  à  caractériser  la  fonction  ^(s).  On  a  ainsi  deux  définitions  de  cette  fonc- 
tion, analogues  à  la  définition  fonctionnelle  bien  connue  de  r(5). 

Barré  [E .).  —  Étude  sur  le  déplacement  d'une  liélice  de  forme 
variable.  (Gi-go). 

Les  équations  d'une  hélice  rapportée  à  des  axes  mobiles  étant  prises  sous  la 
forme 

x=   I     cosy{s,  t)dt,        y^  j     Siiny  {s,  t)  ds,        z  =  S'élit), 

l'auteur  établit  des  formules  générales  concernant  le  mouvement  de  cette 
hélice  et  les  éléments  qu'elle  engendre. 

Il  étudie  ensuite  les  surfaces  dont  une  famille  d'asyinptotiques  ou  de  géodé- 
siques  est  formée  par  des  iiélices.  Voici  quelques-uns  de  ses  résultats  : 

Les  seules  sur  faces  engendrées  par  des  hélices  de  même  direction  cVaxes 
et  dont  la  base  varie  d'après  la  loi  définie  par  la  relation 

yXs,t}  ^\{t)Ms)  +  Ut) 

et  qui  admettent  ces  hélices  comme  asyniptotiques  sont  :  i"  des  hélicoides 
gauches  à  plan  directeur  ;  -i"  une  famille  de  surfaces  engendrées  par  des 
hélices  dont  les  tangentes  coupent  sous  un  angle  constant  les  générations 
d'un  cylindre  qui  se  déplace  sa/is  se  déformer. 

L'hélicoide  gauche  à  plan  directeur  est  la  seule  surface  admettant  pour 
asyniptotiques  une  famille  d' hélices  circulaires. 

Les  cylindres  sont  les  seules  surfaces  admettant  comme  géodésiques  une 
famille  d'hélices  de  même  direction  d'axes;  le  cylindre  circulaire  droit  est 
la  seule  surface  admettant  comme  géodésiques  une  famille  d'hélices  circu- 
laires. 

Si  une  famille  d'hélices  mobiles  engendre  une  surface  dont  ces  hélices 
sont  toutes  des  asyniptotiques  ou  des  géodésiques,  ces  hélices  admettent  une 
enveloppe. 

Pellet  {A.).   —   Des  équations  majorantes.  (93-101). 

L'auteur  appelle  équation  majorante  d'une  équation 

x"'  — f{x,  x^,  . . .,  a;„)  =  o 
toute  équation 

X'"  — F(X,  X„  ...,  X„)=o 

où  F  est  une  fonction  majorante  de/,  supposée  holomorphe.  De  la  considéra- 
tion des  fonctions  majorantes  il  tire  une  nouvelle  démonstration  de  l'existence 
des  fonctions  implicites.  Il  envisage  ensuite  l'équation 

X'"  —  f{x)  =0 

ail  f{x)  est  une  série  entière  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  holomorphes 
d'une  variable  t,  dont  les  n  +  \  premiers  s'annulent  avec  t;  il  établit  qu'on 
peut  assigner  un  nombre  -,  tel  que  pour  |  ^|  <  x  on  ait 

x"—f{x)  =e?o+(;(^)P„(a;), 
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sous  la  seule  condition  que  \x\  soil  inférieur  à  un  cerlain  nombre  positif  ^, 
résultat  dû  à  Weierstrass. 

Il  traite   ensuite  des  fonctions  enlière-;  du  genre  zéro  et  donne   un  exemple 

1 

d'une  telle  fonction  qui  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  z^-  quel  que  soit 
l'argument  de  n,  quantité  de  module  égal  à  z.  et  cela  pour  une  infinité  de  va- 
leurs de  z. 

De  Montessus  (/?•)•    —   Recherche  efFeclive  des  racines   réelles 
des  séries  hypergéométricjiies.  (101-108). 

L'auteur  définit  des  suites  de  Slurm  qui  résolvent  le  problème  du  calcul 
effectif  des  racines  de  la  série  hypergéométrique 

a(a  +  i);ii(p-t-  i)  ^, 
i.y""    '         '-ï.ylT  -H  i) 

Cette  série  converge  si  —  i  <^-x  <  i,  elle  est  positive  quand  x  est  négatif;  elle 
n'a  donc  de  racines  qu'entre  o  et  i. 

Il  }•  a  quatre  hypothèses  différentes  sur  les  grandeurs  réciproques  et  les  signes 
de  a,  p,  y. 

Premier  cas  :  o<a<i,o<|î<y;  l'équation  n'a  pas  de  racine  réelle. 

Deuxième  cas  :  o<la<i,  |î>y>o. 

Troisième  cas  :  a  >  i,  p  >  y  >  o. 

Quatrième  cas  :  l'uu  au  moins  des  nombres  a,  j5,  y  est  négatif. 

Dans  chacun  de  ces  trois  derniers  cas,  l'auteur  enseigne  à  constituer  la 
suite  de  Sturm  dont  dépend  la  solution  du  problème. 

Bulil  {A.).    —   Sur  la  croissance  des  coefficienls  des  séries  Irigo- 
nométriques  analytiques.  (108-1  i5). 

Les  séries  trigonoraétriques  définissent  en  général  des  fonctions  non  analy- 
tiques. 

Néanmoins,  à  une  série  de  Laurent  représentant  une  fonction  analytique 
définie  dans  une  certaine  couronne,  on  fait  par  un  changement  de  variable  bien 
connu  correspondre  une  série  de  Fourier  valable  dans  une  bande  du  champ 
complexe.  On  arrive  ainsi  à  ce  théorème  classique  : 

Soit  f  {z)  une  fonction  satisfaisant  à  la  relation  f{z  -f-2w)  =f{z)  et 
qui  n'ait  aucun  point  critique  dans  la  bande  comprise  entre  deux  droites 
parallèles  L,  L'  faisant  avec  Vaxe  réel  un  angle  égal  à  l'argument  de  210. 
On  aura  dans  cette  bande 

m  :=  « 

(I)  /(^)  =  ^ /[■  -^■^Y.'o.'^i.-  .)]/(a)da, 

/«  =  1 

/  désignant  une  droite  de  longueur  1  m  parallèle  à  h  et  h'  et  située  arbitrai- 
rement dans  la  bande. 

M.  Buhl  étudie  directement  ce  théorème,  en  supposant  u  =  u  et  n'envisageant 
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que  des  séries  trigonomélriques 

I  ,      .  ,      . 

(2)  -  a^  -i-  a,  cosj;  +  o,  sin:c  +. .  .-t-  a„  cosnx  -+-  o„  sinnx  +. . . 

dont  les  coefficients  sont  réels.  Il  montre  que  si  la  série  (2)  a  une  bande  de 
convergence  parallèle  à  l'axe  réel  et  contenant  cet  axe,  les  dérivées,  formées 
terme  à  terme  et  jusqu'à  un  ordre  quelconque  A"  de  la  série  (2)  admettent  la 
même  bande  de  convergence;  les  intégrales,  formées  terme  à  terme  et  jusqu'à 
un  ordre  quelconque  A"  de  la  série  (2),  admettent  la  même  bande  de  conver- 
gence. 

Comme  exemple,  l'auteur  examine  la  série 

I  +  ia  cosx -h  2  a- C0S2X -h  .. .         (o<a<i) 

dont  la  bande  de  convergence  s'étend  de  part  et  d'autre  de  l'axe  réel  sur  une 
largeur  égale  â  —  Ing  a. 

Il  fait  voir  que  la  recherche  de  séries  trigonométriques  convergeant  dans  tout 
le  champ  complexe  est  liée  à  celles  des  fonctions  de  m  (entier  positif)  qui 
croissent  plus  rapidement  qu'une  exponentielle. 

Il  donne  en  terminant  un  exemple  élémentaire  et  explicite  de  fonction  ana- 
lytique représentée  dans  une  fonction  bien  définie  du  champ  complexe,  soit 
par  une  série  de  polynômes,  soit  par  une  série  d'autres  fonctions  continues. 

Zoretli  (L.).    —    Un    théorème    de    la    théorie    des    ensembles. 
(116-119). 

DaulIieK'ille.   —  Sur  les  systèmes  non  liolonomes.  (120-182). 

On  sait  que  les  équations  du  mouvement  d'un  sjstème  non  holonome  peuvent 
être  mises  sous  une  forme  analogue  à  celle  des  équations  de  Lagrange,  les 
seconds  membres  contenant  des  termes  correctifs.  On  a.  ainsi  les  équations  de 
Lagrange  corrigées. 

L'auteur  rappelle  les  résultats  dus  à  M.  Appell  à  ce  sujet,  et  elTectuant  la 
transformation  de  Poisson-Hamilton,  il  o\i\.\e.nt\t?,  équations  canoniques  corri- 
gées, qui  diffèrent  des  équations  canoniques  ordinaires  par  des  termes  ajoutés 
aux  seconds  membres.  On  peut  étendre  à  ces  équations  certains  théorèmes 
relatifs  aux  systèmes  holonomes,  notamment  le  théorème  des  forces  vives; 
d'autres  doivent  être  modifiés  :  c'est  le  cas  du  célèbre  théorème  de  Poisson. 

M.  Dautheville  prouve,  en  effet,  que,  si  l'on  connaît  deux  intégrales  des 
équations  canoniques  corrigées,  on  peut  encore  en  former  une  troisième.  Mais 
il  faut,  pour  cela,  trouver  une  solution  particulière  d'un  système  d'équations 
différentielles  linéaires;  en  outre,  lintégrale  obtenue  n'a  pas  la  forme  simple 
qui  convient  aux  systèmes  holonomes. 

Lattes  [S .).    —   Sur  les  multiplicités  invariantes  par  une  trans- 
formation de  contact.  (  1 3-- 163). 

Introduction.  —  La  détermination  des  courbes,  des  surfaces  ou,  en  général, 
des  multiplicités  invariantes  par  un  groupe  continu  de  transformations  (trans- 
formations  ponctuelles  on   transformations   de    contact)  est   un  des  problèmes 
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fondamentaux  de  la  théorie  de  Lie  ;  on  obtient  ces  multiplicités  invariantes, 
dans  certains  cas,  par  des  calculs  purement  algébriques,  et  dans  d'autres  cas 
par  rinlégralion  d'équations  diflërentielles  ou  de  systèmes  complets  d'équations 
aux  dérivées  partielles. 

Si  l'on  considère,  au  contraire,  une  transfnrriialion  isolée^  la  délerminalion 
des  multiplicités  invariantes  se  fait  à  l'aide  d'é<[uations  fonctionnelles.  J'ai 
commencé  cette  étude,  dans  un  travail  antérieur,  pour  les  transformations 
ponctuelles  à  deux  ou  trois  variables  et  pour  les  transformations  de  conlacldu 
plan  {Annali  di  Matematica,  1906).  Certains  des  résultats  peuvent  s'étendre 
aux  transformations  ponctuelles  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  ainsi 
que  je  l'indique  dans  la  deuxième  Partie  du  présent  Mémoire. 

Mais,  les  résultats  obtenus  à  ce  sujet  étant  encore  assez  incomplets,  le  but 
que  je  me  propose  actuellement  est  surtout  de  montrer  le  lien  qui  existe  entre 
les  deux  problèmes,  le  premier  relatif  aux  transformations  ponctuelles  et  le 
deuxième  relatif  aux  transformations  de  contact.  Pour  les  transformations 
ponctuelles,  les  ensembles  invariants  qu'on  se  propose  de  déterminer  sont  des 
variétés,  c'est-à-dire  des  familles  quelconques  de  points  dépendant  d'un  certain 
nombre  r  de  paramètres  ;  pour  les  transformations  de  contact,  ce  sont  des 
multiplicités,  c'est-à-dire  des  familles  d'éléments  à  ;•  paramètres  assujetties  à 
vérifier  l'équation  de  PfafF  : 

dz  —  py  dxy  —  p,  dx.,  —  ...  —  />„  dx,^  =  o. 

\]\\(t  transformation  de  contact  T  de  l'cspai'e  I''  à  /?  +  i  dimensions  porte  sur 
un  élément  de  contact  (a;,,  x^,  . . . ,  ^„  ;  z;  p^,  />,,  ...,/>„)  de  cet  espace  qu'elle 
transforme  en  un  élément  (X,,  Xj,  ...,  X„  ;  Z;  P,,  P,,  ...,  P„).  Mais  les  for- 
mules qui  définissent  X,,  Z,  P,  en  fontion  de  x^,  s,  />;  définissent  en  même  temps 
une  simple  transformation  ponctuelle  C  d'un  espace  C  à  in-i-ï  dimensions 
pour  lequel  (a;,,  x^,  ...,  :r„;  ^',  Pi^  p^  ••■■>  P„)  seraient  les  2  71 -f- 1  coordonnées 
d'un  point. 

Lorsqu'on  passe  de  l'espace  C  à  l'espace  E,  un  point  devient  un  élément;  une 
famille  de  points  formant  une  variété  OlO^  à  /•  paramètres  devient  une  famille 
d'éléments  dépendant  de  /■  paramètres  :  mais  cette  famille  ne  constituera  pas, 
en  général,  une  multiplicité  M^  de  l'espace  E,  car  ses  éléments  ne  vérifieront 
pas  l'équation  de  Pfaff. 

Or  il  se  trouve,  et  c'est  ce  que  je  me  propose  de  démontrer  par  le  présent 
Mémoire,  que  lorsqu'il  s'agit  des  variétés  OÏL;,  invariantes  par  (s,  il  y  a 
certaines  de  ces  variétés  qui  fournissent  nécessairement  des  multiplicités  M^ 
invariantes  par  T  :  la  relation  de  PfajJ'  se  trouve  vérifiée  d'elle-même. 

Ces  variétés  sont  des  variétés  invariantes  passant  par  un  point  double  de  la 
transformation;  mais  toutes  les  variétés  invariantes  passant  par  le  point  double 
ne  remplissent  pas  la  condition  demandée,  et  voici  par  quoi  sont  caractérisées 
celles  qui  la  remplissent. 

Généralisant  un  résultat  que  j'avais  établi  précédemment  pour  les  transfor- 
mations de  contact  du  plan,  j'établis  une  relation  entre  les  racines  S,,  S^, 
Sj,  ...  de  l'équation  caractéristique  relative  à  un  point  double  :  les  racines 
s'associent  deux  à  deux  de  façon  que  deux  racines  associées  aient  un  produit 
constant  C. 

Je  démontre  cette  proposition  dans  la  première  Partie. 

Or,  à  chaque  variété  OÏL,,  invariante  correspond,  ainsi  que  je  l'établis  dans 
la  deuxième  Partie,  un  groupe  de  racines  S,,  Sj,  ...,  S,.  :   la  variété  correspon- 
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danl  à  ce  groupe  vérifie  l'équation  de  PfafT  si  parmi  les  quantités  S,,  S^,  ...,  S^ 
no  figurent  ni  C,  ni  des  groupes  de  racines  associées.  Tel  est  le  résultat  que 
j'établis  dans  la  troisième  Partie.  J'ai  appliqué  enfin  ce  qui  précède  à  un 
exemple  relatif  à  une  transformation  de  contact  de  l'espace  {x,  y,  z). 

Dans  les  démonstrations,  j'ai  dû  supposer  les  données  et  les  solutions  cher- 
chées analytiques  ;  certains  des  résultats  pourraient  être  établis  sous  des  hypo- 
thèses plus  larges,  mais  à  condition  d'admettre  certains  résultats  de  l'étude  des 
transformations  ponctuelles  que  j'indique  dans  la  deuxième  Partie  et  que  je 
n'ai  établis  jusqu'ici  que  dans  l'hypothèse  où  je  me  place;  j'ai  cru  donc  indis- 
pensable de  faire  cette  hypothèse,  afin  de  n'avoir  à  m'appuyer  que  sur  des 
résultats  rigoureusement  établis. 

Bioche  [Cli.).    —   Sur  les  surfaces  desmiques  du  quatrième  ordre. 

(163-167). 

Trois  tétraèdres  sont  dits  former  un  système  desmique,  s'ils  constituent  trois 
surfaces  appartenant  à  un  système  linéaire  de  surfnces  du  quatrième  ordre.  Les 
tétraèdres  se  coupent  deux  à  deux  suivant  seize  droites  desmiques  qui  consti- 
tuent la  base  du  faisceau  linéaire  de  surfaces  du  quatrième  ordre;  ces  droites 
concourent  quatre  par  quatre  en  douze  points  desmiques. 

On  appelle  surface  desmique  du  quatrième  ordre  toute  surface  faisant 
partie  d'un  faisceau  linéaire  qui  contient  trois  tétraèdres  :  les  points  desmiques 
sont  des  points  doubles  de  ces  surfaces  dont  l'auteur  donne  l'équation  et 
diverses  propriétés. 

Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  droite  desmique,  est  tangent  tout  le  long 
de  cette  droite;  par  suite,  il  y  a  seize  coniques  sur  la  surface.  La  surface  est 
déterminée  lorsqu'on  connaît  les  seize  droites  desmiques  et  le  plan  tangent  le 
long  de  l'une  d'elles. 

Lorsqu'on  passe  d'une  surface  du  faisceau  à  une  autre,  la  conique  qui  com- 
plète l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  tangent  le  long  d'une  droite  des- 
mique D  décrit  la  quadrique  contenant  les  droites  desmiques  qui  ne  rencontrent 
pas  D. 

Il  existe  vingt-quatre  quadriques  dont  chacune  coupe  une  surface  desmique 
suivant  quatre  coniques. 

Maillet  [Edm.).    —   Sur  les  quantités  complexes.  (i68-i'-'5). 

Des  symboles  ou  unités  principales  e,,  e.,,  ...,  e„  sont  assujettis  à  la  seule 
condition  que  l'hypothèse 

\^e^-\-  . . .  +  '>^„e^  —  o, 
les  X  étant  réels,  entraine   a,  =  X2 . . .  =  >>„  =  o.  Toute  expression    de  la  forme 

0);  =  a}  e,  -t-  a^  e.j  -t-  . . .  -i-  a'J  e„ 

représente  un  point  P[(a{,  aj,  .  .  .,  a'/)  de  l'espace  à  11  dimensions.  Soient  p 
points  pareils  P,,  ...,  P  définis  par  les  quantités  complexes  w,,  w.,,  ...,  oj„. 
L'auteur  considère  l'ensemble  des  points  Q  repiésentés  par 


Q  =  m  1  ii)|  -I- . . .  -t-  '" ,,  t^,,  = 


JT,  e,  -h.  ■  .-1-  xe 


4  SECONDE  PARTIE. 

Si  l'on  peut  toujours  trouver  un  système  de  valeurs  de  m,,  ..,,  m  tel  qu'un 
des  points  0  soit  aussi  voisin  qu'on  veut  de  tout  point  y,,  .-.,}'  de  l'espèce  à 
n  dimensions,  M.  Maillet  dit  que  les  points  Q  remplissent  tout  l'espace.  Il 
établit  le  théorème  suivant  : 

Soit  T  le  tableau  rectangulaire 


à  n  lignes  et  p  colonnes  p'>  n.  Soit  A  le  déterminant  formé  par  les  n  pre- 
mières colonnes  de  ce  tableau  et  Aj  ce  que  devient  A  quand  on  y  remplace 
la  i'^""  colonne  par  la  j''""  du  tableau  (T). 

Pour  que  les  points  Q  ne  remplissent  pas  tout  V espace  à  n  dimensions,  il 
faut  et  il  suffit^  ou  bien  que  tous  les  déterminants  d'ordre  n  formés  avec 
n  colonnes  du  tableau  (T)  soient  nuls,  ou  bien,  si  l'un  d'eux,  A  par  exemple, 
n'est  pas  nul,  qu'il  existe  entre. à  et  les  A{  des  relations  en  nombre  de  p  —  n 
de  la  forme 

C,Af  +  ...  C„A^,  rr:  C,A         (s  =  n  +  i,  n  +  1,   ...,  p) 
à  coefficients  entiers,  non  tous  nuls. 

Autonne    {L.).    —    Sur   la    fonction    monogène    d'une    variable 
hypercomplexe  dans  un  groupe  commutalif.  (1^6-196). 

Introduction.  —  Dans  un  groupe  (e)  de  quantités  hypercomplexcs  aux 
n  symboles  £^(  ^,  a  =  0,  i, . . . ,  n  —  i),  prenons  deux  quantités 


x=^ 


■^^p  r^y^aJa' 


P 


OÙ  les  Xo  et  les  y^  sont  des  nombres  ordinaires  (ou  scalaires),  réels  ou  com- 
plexes, variables.  Si  les  _x  sonr  fonctions  des  x,  Xa—  ya  i^a'  ^i>  ■■•)i  "n  peut 
dire  que  y  est  une  fonction  de  la  variable  hypercomplexe  x. 

Dans  deux  Mémoires  précédents,  j'ai  cherché  ce  que  devenait  la  monogénéité, 
car  la  définition  ordinaire  de  cette  dernière  ne  subsiste  que  pour  les  groupes 
commutatifs  (on  à  multiplication  commutalive). 

Lorsque  (ô)  est  un  groupe  simple  de  /■- —  ions  (n  =  /■-),  la  monogénéité  est 
remplacée  par  un  ensemble  de  propriétés  passablement  compliqué. 

Revenant  maintenant  aux  groupes  commutatifs,  j'ai  résolu  d'une  façon  com- 
plète le  problème  de  la  monogénéité,  c'est-à-dire  construit  toutes  les  fonctions 
y  de  la  variable  hypercomplexe  x,  telles  que  dy=y'dx,  où  y'  est  aussi  une 
quantité  du  groupe  (s),  avec 

«^r=2ea<r«,         dx=^s^dx^. 
a  p 

M'appuyant  sur  certains  résultats  dus  à  MM.    Frobenius  et  Gartan,  j'ai  ra- 
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mené  la  question  au  cas  où  les  n  =  m  +i  symboles  Eq,  . . . ,  s,,,  suivent  les  règles 
suivantes  de  multiplication  : 

? 

(at-  P.  T>  P  =  o,   I,   ...,   m), 

les  constantes  scalaires  a^^.,  étant  assujetties  à  certaines  égalités  qui  expriment 
que  la  multiplication  est  associative  dans  le  groupe  (z).  Enfin 

a^  ]3.,  —  a^-,  3  =  o 

pour  p=|î,  p  =  Y- 
La   propiisilion  suivante  donnera  alors  la  solution  du  problème  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  monogène  y  de  la  variable  liypercomplexe 

X  =  £„a7„  -^  l,  <  =  c,jr,  +  . . .  +  e,n^mî 

est  fournie  par  la  formule 

Y  =  '« 

Y=o 
ou 

u  =  e^u,{Xa)  +.  ..-h£„u^{Xo) 

est  une  quantité  hyperconiplexe  qui  ne  dépend  que  de  x^. 

y  et  u  se  définissent  mutuellement  sans  ambiguïté  et  l'on  écrira  y  =  «I'  (  w). 
La  formule  (o)  est  fournie  sj  mboliquement  par  le  développement  taylorien 
de  l'expression 

u{x)  =  {e,x„  +  t), 

où  t  est  l'accroissement  donné  à  la  variable  s„x„.  D'ailleurs,  <i*  =  o  pour  [i>/n. 
Les  dérivées  partielles  de  y,  de  tous  ordres,  par  rapport  aux  m  +i  variables 
scalaires  x„,  x^,  ...,  x^  sont  encore   des  fonctions  monogènes  de  x.  suivant  la 
formule 

d''y  v^  ^''JKa 


âxP«.  .  .ôx^" 

0  '«a 

(A  ^  p„-+-p, +...+  p,„). 

Si  l'on  a  posé  dy—y'dx,  la  dérivée  ^' = -^  de  j>'  par  rapport  à   x  n'est  pas 

autre  chose  que  -j—\  y  possède  des  dérivées  de  tous  ordres. 
aXf^ 

dr  y  _  ()Py  _      fd''  u 
d^  ~dxi!~      \d^ 


y  possède  aussi  une  fonction  primitive 

z  =  <l>i  I  udxA: 


telle  que 


^  ~  dx' 
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Dans  un  travail  ultérieur,  j'espère  étudier  d'une  façon  approfondie  rrrtaines 
fondions  nionogèncs  particulières,  par  exemple  la  fonction  algébrique. 

Goiiî'saL  {E .).    —    Siii- <|iiel<|iie.s  poiiils  (le  la  lliéorie  des  é(|iialions 
inléi;rales.  (  \()--'M)/\). 

La  proposition  capitale  de  la  théorie  des  équations  intégrales  consiste  en  ce 
que  la   solution  9  {'K)  de  l'équation 

(i)  o{x)=f{x)  +  \l     \\{x,  s)  o{s)ds 

est  une  fonction  méromorphe  du  paramètre  X.  Elle  est  due  à  M.  Fredholm,  qui 
l'obtient  par  le  calcul.  M.  Goursat  l'établit  presque  sans  calcul,  en  ramenant  le 
cas  général  où  le  noyau  K  est  continu  à  celui  oii  il  est  «le  la  forme 

les  fonctions  a ,  et  |3 ,  étant  des  fonctions  régulières  de  ).  dans  un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine. 

A  cet  effet,  il  emploie  la  méthode  de  M.  Schmidt,  qui  repose  sur  les  lemmes 
suivants  : 

1°  Le  rayon  de  convergence  de  la  série 

r{x,  y;'>.)  =  K(x,y)  +XK'--)(.2:,  y)  +. . .+ V-' K("' (.r,  y), 

où  K-,  ...,K(")  sont  les  noyaux  qu'on  déduit  de  K  (.r,  _7)  par  des  itérations  suc- 
cessives, a  un  rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  l'inverse  de  \/L,  si  l'on 
pose 

r''  r'' 

L=   /       /     [K  {x,y]-dxdy. 


2°  Étant  donné  un  noyau  continu  K  (x,  y),  on  peut  toujours  trouver  n  couples 
et  fonctions  a    (.r),  p    (j')   tels  qu'on  ait 
Il  p  =  n 

f    f    \k{x,  y)  -y^c,^{x)'^.^,{y)y  dxdy  <z, 

E  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

Les  noyaux  de  la  forme  particulière/)  (.r  )  ^  (j'),  S  (a;, y),  où  S  est  une  fonc- 
tion symétrique  de  x  t\.y,  se  présentent  dans  plusieurs  questions  importantes 
de  Physique  mathématiciue.  Lorsque  le  produit />  (:r)  q  {x)  conserve  un  signe 
constant,  on  a  démontré  de  diverses  manières  que  tous  les  pôles  de  F  (x,  y,"^) 
sont  réels  et  du  premier  ordre.  M.  Goursat  montre  qu'on  arrive  facilement  à 
cette  conclusion  en  partant  de  la  remarque  suivante,  qui  est  presque  intui- 
tive : 

Si  la  fonction  'f,(.T)  vérifie  l'équation 

./. 
o-i  x)  =  ■>>,  /    /> ( .r  ) <7 ( s ) s ( .-r,  s)-o{s)ds 
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où  'k,  est  un  pôle  de  T  {x,  y;  X),  l'équation 

'^.{a:)  =  l,  f  f)is)q{x)S(s,  x)'i/,{s)d.'! 
•-Il 

est  vérifiée  par  la  fonction 


+.<-'=Hfl'''"' 


et  réciproquement. 


Cotton   {Emile).  —  Sur  les  équations  diflférenlielles    dépeiulaoL 
de  paramètres  arbitraires.  (204-214). 

Étant  donné  un  s\'sléme  d'équations  dilTérentieiles  où  figurent  des  paramètres 
arbitraires  a,,  ...,  |x^,  les  solutions  x,  ...,x^^  déterminées  par  les  valeurs 
initiales  a,,  ...,  a„  sont  fonctions  de  ces  valeurs  initiales  et  des  paramètres  [Ji. 
M.  Cotton  établit  que,  sous  certaines  conditions  bien  déterminées,  les  fonctions 
a?,,  ...,  a7„  admettent,  par  rapport  aux  variables  a,,  ...,a„,  [x,,  ...,  \i.^,  des 
dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre. 

M.  Poincaré  a  prouvé  que,  quand  certaines  hypothèses  sont  réalisées,  les  x 
sont  des  fonctions  analytiques  des  a  et  des  a.  Les  hypothèses  de  M.  Cotton 
sont  plus  larges  que  celles  de  iSI.  Poincaré,  de  sorte  que  ses  conclusions,  va- 
lables quand  le  théorème  de  M.  Poincaré  est  applicable,  le  sont  encore  dans 
des  cas  où  l'on  ne  peut  plus  invoquer  ce  théorème.  D'ailleurs  elles  conduisent 
souvent  aux  mêmes  conséquences  que  le  théorème  de  M.  Poincaré,  notamment 
en  ce  qui  concerne  les  solutions  périodiques. 

La  proposition  dont  il  s'agit  a  été  signalée  soit  dans  des  cas  particuliers,  soit 
sous  son  énoncé  général,  par  divers  auteurs,  dont  M.  Cotton  rappelle  les  re- 
cherches. Il  en  donne  deux  démonstrations  :  la  première,  très  rapide,  est  celle 
de  ses  devanciers,  présentée  avec  des  perfectionnements  de  détail  ;  la  seconde, 
qui  semble  nouvelle,  repose  sur  des  hypothèses  beaucoup  moins  restrictives; 
elle  se  rattache  à  un  résultat  général  concernant  les  approximations  succes- 
sives, que  voici  : 

Soit  donnée  une  suite  de  fonctions  F, (a;,  t),  V^i^'  ^)>  •••»  I'n(^!  ^)  ""'" 
forniénient  convergente  lorsque  le  point  {x,  t)  reste  dans  un  domaine  (D). 
On  suppose  que  ces  fonctions,  continues  dans  ce  domaine,  satisfont  à  une 
même  condition  de  Lipschitz.  Soit  x~y^{t)  une  fonction  continue,  le  point 
[jKo('o))  ^0]  étant  intérieur  à  (D).  On  peut  déterminer  un  intervalle 
1(^0  —  t<,t^),  tel  que  dans  cet  intervalle  toutes  les  fonctions  y ^(^t)  données 
par  la  formule  de  récurrence 


fpiiyi-,^ 


y.{t)=y,{t,)+  /  F;(:k,_„  t)dt 
-''0 

soient  définies  et  que  y ^{l)  converge  uniformément  vers  une  limite. 

Bioche  (Ch.).  —  Sur  les  dégénérescences  des  stirfaees  dt^sniif|ues. 
(21 5-2i6). 

De  la  représentation  des  surfaces  desmiques  au   moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques, M.  G.  Humbert  a  déduit  une  dégénérescence  île  ces  surfaces.  M.  Bioche 
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retrouve  celle  dégénérescence  el  en  obtient  craulres  par  un  procédé  direct  et  très 
élémentaire. 

Raffy  {L.).    —   La   inélhode  de  la  coortJonnée  isotrope   dans  le 
problème  de  la  déformation  des  surfaces.  ('2i'j-243). 

Ossian  Bonnet,  pour  former  l'équation  des  surfaces  qui  admettent  un  élé- 
ment linéaire  donné,  a  pris  comme  variables  {Journ.Ec.Polyt.,WAVCàh\&T, 
1867)  les  paramétres  des  lignes  de  longueur  nulle  et  comme  inconnue  l'une  des 
coordonnées  isotropes  des  surfaces  considérées.  Mais  son  analyse  est  peu  symé- 
trique, elle  se  prèle  malaisément  aux  applications  (  lui-même  n'en  a  fait  qu'une 
seule,  relative  aux  surfaces  minima)  et  l'on  ne  saurait  en  tirer  parti  dans  le 
cas  général  où  l'élément  linéaire  est  exprimé  au  moyen  de  coordonnées  curvi- 
lignes quelconques. 

D'autre  part,  le  procédé  direct  par  lequel  M.  Uarboux  (  Théorie  des  surf aces^ 
t.  111,  p.  261)  a  établi  l'équation  qui  convient  à  ce  cas  ne  montre  pas  ce  qu'il 
faut  faire,  connaissant  une  solution  de  cette  équation,  pour  déterminer  la  sur- 
face correspondanle. 

Il  y  avait  d'ailleurs  à  rechercher  si  les  solutions  illusoires  i-econnues  par 
Bour  et  expliquées  par  M.  Darboux,  qui  vérifient  l'équation  à  laquelle  satis- 
font les  coordonnées  non  isotropes  d'une  surface  dont  l'élément  linéaire  est 
donné,  sans  fournir  de  pareille  surface,  ont  leurs  analogues  dans  la  méthode  de 
la  coordonnée  isotrope. 

Enfin  il  restait  à  présenter  cette  méthode  sous  une  forme  propre  aux  appli- 
cations et  à  l'appliquer  soit  pour  rapprocher  des  résultats  connus,  soit  pour  en 
obtenir  de  nouveaux. 

M.  RalTy  commence  par  former,  en  reproduisant  un  raisonnement  dû  à 
M.  Darboux,  l'équation  de  la  déformation  des  surfaces  pour  une  coordonnée 
quelconque,  non  isotrope  ou  isotrope,  et  prouve  à  la  fois  l'existence  de  solu- 
tions illusoires  dans  les  deux  cas. 

Il  établit  ensuite  l'équalion  de  Bonnet,  à  l'aide  de  calculs  symétriques,  grâce 
à  rmlroduclioii  d'une  inconnue  auxiliaire  dont  la  signification  est  invariante  : 
si  l'on  désigne  par  \  el  r^  les  deu.v  coordonnées  isotropes  x  -\-  iy  tl  x  —  iy^  par  A; 
le  premier  paramètre  et  par  A  (  E,  ti  )  le  paramètre  mixte  relatif  à  l'élément  li- 
néaire donné,  celte  inconnue  auxiliaire  est  le  rapport 

^^  s/i-A(g,  r.) 

Son  emploi  permet  à  l'auteur  d'obtenir  l'équation  de  déformation  pour  une 
coordonnée  isotrope  dans  le  cas  des  coordonnées  curvilignes  quelconques,  par 
une  analyse  qui  indique  l'usage  à  faire  des  solutions  (non  illusoires)  de  cette 
équation  pour  déterminer  les  surfaces  corres.pondantes;  le  problème  s'achève 
par  trois  quadratures  de  différentielles  exactes,  de  sorte  que  la  connaissance  de 
l'élément  linéaire  et  d'une  coordonnée  isotrope  détermine  complètement  la  forme 
de  la  surface. 

M.  Bafîy  fait  ensuite  l'application  de  ces  principes  aux  éléments  linéaires  de 

la  forme 

ds"-  —  4  e2m(»-v.)y:^  j^  _^  4,,  )  (^in  ^^j;  ^ 

qui  conviennent,  comme  on  sait,  aux  surfaces   spirales  quand  m  est  différent 
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de  zéro  et  aux  surfaces  de  révolution  et  aux  hélicoides  quand  m  =  o.  Si  l'on 
pose 

d\  =  p  du  -\-  q  dv,        dp  =  r  du  -h  s  dv,        dq  =  s  du  -f-  t  dv, 

l'équation  à  laquelle  satisfait  la  coordonnée  isotrope  \  est  la  suivante  : 

{frt  -s-)-2{f  -  mf)  rq  -lif  +  mf)tp  +  4  (/"  -  m^f)pq  ^  o, 

les  accents  désignant  les  dérivées  prises  par  rapport  à  w  ^  u  +  v.  Les  pre- 
mières solutions  étudiées  sont  celles  de  la  forme 

Elles  dépendent  de  l'équation 

[/  S;  —  A  (  k  -  m  )/]  .^'  +  [/  S  -  /"  _  m  (/.--/»)/](  Sf^  -  A-  )=  o. 

qui  appartient  à  un  type  bien  connu,  mais  n'est  intégrable  que  dans  des  cas 
1res  particuliers. 

La  constante  A  étant  d'abord  supposée  nulle,  on  trouve,  si  /n  =  o,  les  sur- 
faces quasi  de  révolution  de  M.  Demoulin;  si  in^  o,  les  spirales  particulières 
que  M.  RalTy  avait  signalées  (Comptes  rendus,  t.  CXII,  1891);  les  unes  et  les 
autres  sont  coupées  suivant  des  paraboles  par  les  plans  isotropes  \  =  const. 

Supposons  ensuite  A'  ^  o  et  m  =  o,  on  peut  obtenir  l'intégrale  générale  qui 
est 

•'  "^     =  const. 

v/2r^  —  A-^ 

et  qui  conduit  au  théorème  classique  de  Bour  sur  les  hélicoides. 

Dans  le  cas  général  km±o,  l'équation  en  2r  n'est  pas  intégrable;  mais  elle 
permet  d'établir  le  théorème  de  M.  Maurice  Levy  sur  la  déformation  des  sur- 
faces spirales. 

L'auteur  examine  ensuite  les  solutions  plus  générales  pour  lesquelles  ;  est 
une  fonction  de  l'argument 


—  u  —  V  -h  I  ^{w) 


dw. 


Elles  dépendent  d'une  équation  qui  est  de  la  forme 

Mr(-)  +  Nr(T)  =  o. 

En  supposant  qu'elle  se  réduit  à  une  identité  (  M  =  N  =  o),  on  obtient  les  dé- 
formations dépendant  d'une  fonction  arbitraire  qu'admettent  les  surfaces  dont 
on  connaît  toutes  les  déformations. 

Quand  les  coefficients  M  et  N  sont  tous  les  deux  difTérents  de  zéro,  le 
rapport  Ç":  %'  est  constant  et  différent  de  zéro,  et  l'on  est  ramené  aux  solutions 
précédemment  étudiées.  Il  reste  donc  à  supposer  |"  =  o  avec  N  =  o,  ce  qui  con- 
duit à  l'équation 

(/.=7  +  m/)2r'  -  (/"  -  m-7H2f'  -  1)  =  o. 
L'hypothèse  particulière  m  =  o  qui  permet  de  l'intégrer  donne  une  série  sim- 
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pleraent  infinie  de  surfaces  qu'on  détermine  par  quadratures  et  qui  admettent 
l'élément  linéaire  d'une  surface  de  révolution  quelconque;  ces  surfaces  sont 
engendrées  par  des  cubiques  gauches. 

Rénioundos  (G.).    —   Sur  la  représentation  uniforme  des  surfaces 
algébriques.  (^^^-200). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  l'identité 

m 

Vc,e".('.  y>  =  o 


qui  exige  la  nullité  de  tous  les  coefficienis  c„,  si  les  fonctions  ll-{a:,y)  sont 
des  fonctions  entières  de  deux  variables  complexes  indépendantes  :  c'est  une 
extension  immédiate  d'un  théorème  dû  à  M.  Boi-el. 

Il  en  déduit  une  classe  étendue  de  représentations  uniformes  transcendantes 
de  surfaces  algébriques  dont  l'existence  entraine  celle  de  représentations  ra- 
tionnelles et  montre,  par  suite,  que  les  surfaces  sont  unicursales.  Telles  sont 
celles  que  représentent  les  formules 

•2^  =  N„         y  =  N,,         z  =  N3. 

où  les  N^  sont  des  expressions  telles  que 

/>,( M,  t')eyi"'.i'i  H-. .  .  +  /?„(«,  t')ey™l".''i -+-/>„ (m,  v), 

les  coefficients  des  exponentielles  (qui  sont  les  mêmes  pour  les  trois  coordon- 
nées) étant  des  fonctions  rationnelles  de  u  et  v,  et  les  fonctions  Q,  des  fonctions 
entières  quelconques  entre  lesquelles  n'existe  aucune  relation  linéaire  à  coeffi- 
cients numériques  et  entiers. 

M.  Rémoundos  généralise  ensuite  considérablement  ce  premier  résultat. 

L.  l;. 
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Tome  XXXV;  [904  ('). 

Basset  (A.-B.).  —  Sur  les  points  sextacliques  d'une  quartique. 

('-9)- 

Relations  entre  ces  points  et  les  tangentes  doubles. 

Cunningham  {A.).  —   Grands  nombres  premiers  p  =z /^m -\-  i, 
6  TTJ  +  I ,  et  factorisation.  (  10-2  i  ). 

(')  Voir  Bulletin,  même  Tome,  p.  22. 
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Trois  Tables  donnent  respectivement  57,  169,  i43  nombres  premiers  plus  grands 
que  9000000  et  des  formes  -  (j'^4-  i),  y--i-  i,  y-  ±y  +  i- 

Hardy  (G. -II.).  —  Recherches  sur  la  théorie  des  séries  diver- 
genles  et  des  intégrales  divergentes.  (22-66). 

La  première  Partie  du  Mémoire  de  M.  Hardy  fait  suite  au  Chapitre  III  des 
Leçons  de  M.  Boi-el  sur  les  séries  divergentes  et  au  Mémoire  de  l'auteur  On 
differentiation  and  intégration  of  divergent  séries  {Cambridge  Pliilosophical 
Transactions,  t.  XL\,  p.  297).  L'auteur  y  étudie  successivement  la  relation  entre 
la  convergence  et  la  sommabilité  absolue,  la  suppression  ou  l'introduction  de 
termes  dans  une  série  divergente,  la  condition  de  consistance  pour  les  défini- 
tions autres  que  la  définition  originelle  de  M.  Borel,  la  relation  entre  leslimites 
généralisées  et  les  moyennes  valeurs.  Dans  une  autre  Partie,  M.  Hardy  résume 
une  théorie  analogue  pour  les  intégrales  divergentes. 

Brlll  (J.).  —  Suggestions  pour  la  constitution  d'une  théorie 
générale  des  équations  de  Pfafî\  b"  partie.  (6'--86). 

Hardy   (G. -H.).    —    Un    théorème   sur    les    nombres    cardinaux 
infinis  (87-94). 
On  a,  dans  le  symbolisme  de  M.  Cantor, 

jî  étant   un  nombre  ordinal   quelconque   et  a.  le  p'""*   nombre  cardinal  dans  la 
suite  bien  ordonnée  des  nombres  cardinaux  de  M.  Cantor. 

Woodal  {H.-J.).  —  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  décom- 
position des  grands  nombres,  se  rapportant  principalement  aux 
nombres  de  la  forme  jk^  +  •  •  (o^'O'  )• 

M.  Woodal  montre  comment  on  peut  reculer  la  limite  au-dessous  de  laquelle 
s'applique  la  méthode  du  lieutenant-colonel  Cunningham  pour  décomposer  en 
facteurs  les  nombres  de  la  forme  y'^  +  i. 

Young  [W.-H.).  —  Analyse  des  ensembles  linéaires  de  points. 
(  102-1 16). 

L'auteur  reprend  et  complète  une  théorie  fondée  par  M.  G.  Cantor,  mais 
exposée  par  lui  sous  une  forme  très  abstruse,  où  les  nombres  transfinis  tiennent 
une  très  grande  place.  Au  contraire  l'exposition  de  M.  Young  est  d'une  nature 
élémentaire.  Le  point  de  départ  est  la  considération  des  points  L'd'un  ensemble 
tel  que,  aux  environs  de  chacun  d'eux,  il  y  ait  toujours  une  infinité  non  dénom- 
brable  de  points  de  l'ensemble.  Un  ensemble  qui  ne  possède  pas  de  points  L' 
est  dénombrable.  L'ensemble  des  points  L'  d'un  ensemble  E  constitue  le  noyau 


91  SECONDE  PAKTIE. 

de  E;  ce  noyau  est  dense  en  lui-même,  non  dénombrable;  c'est  un  ensemble 
parfait  si  E  est  clos.  On  étudie  ensuite  Y  adhérence  t\.  la  cohérence  d'un  ensemble 
E;  l'adhérence  E„  est  l'ensemble  des  points  isolés  de  E;  dont  chacun  est  dit 
adhérent  ;  la  cohérence  E^  est  l'ensemble  des  poinls  de  E^  qui  sont  des  points 
d'accumulation,  lesquels  sont  dits  cohérents.  L'ensemble  E^  peut  être  décomposé 
comme  E^.  Ces  décompositions  successives  donnent  lieu  à  une  élude  intéres- 
sante. 

Lovett  (^E.-O.).  —  Solutions  périodiques  du  problème  des  quatre 
corps.  (  1 16-1  55). 

Lagraiige  a  indiqué  deux  cas  où  le  problème  des  trois  corps  se  résout;  soit 
que  les  trois  corps  forment  toujours  un  triangle  équilaléral,  soit  qu'ils  restent 
en  ligne  droite.  Supposons  qu'à  trois  corps,  animés  d'un  des  mouvements  consi- 
dérés par  Lagranj;e,  vienne  s'ajouter  un  quatrième  corps,  de  masse  infiniment 
petite,  qui  ne  trouble  pas  le  mouvement  des  trois  premiers.  M.  Lovett  déter- 
mine les  centres  de  libration  et  construit  les  orbites  périodiques  dans  le  voisi- 
nage immédiat  de  ceux  de  ces  centres  pour  lesquels  des  orbites  périodiques 
peuvent  exister. 

Barnes   (E.-JV.).    —   Sur  les   coefHcienls  de  capacité   de   deux 
sphères.  (  155-1^5). 

L'auteur,  dans  une  suite  de  Mémoires,  a  développé  la  théorie  de  la  fonc- 
tion r  double.  Il  montre  ici  comment  les  expressions  des  coefficients  de  capacité 
de  deux  sphères  électrisées  qui  ne  se  coupent  pas  dépendent  de  cette  fonction. 
Il  considère  aussi  la  fonction  entière  de  la  variable  a,  définie  par  l'égalité 

OB 

L(a|rn)=_Q(i-e-'-'— ), 


où   cj   est    un    paramétre,    fonction  qu'il    désigne   sous  le   nom   de  fonction   de 
Lambert  et  qu'il  exprime  au  moyen  des  fonctions  r,  simple  et  double. 

Barnes  [E.-IV.].  —   La  généralisation  de  la  formule  sommatoire 
de  Maclaurin  et  le  domaine  où  elle  s'applique.  (i'j5-i92). 

Étude  de  la  formule  asymptotique,  où  l'on  suppose  n  très  grand, 

n  —  1 


•n  =  w 


^^  P(^Ut. 
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est  une  fonction  entière  en  x;  quant  à 

c'est  le  coefficient  de  (  —  i)*  +  '  z^  dans  le  développement  de 


La  formule  démontrée,  lorsque  la  fonction  entière  c?  (s)  est  d'ordre  moindre 
que  I,  s'étend,  grâce  à  la  considération  des  séries  divergentes  sommables,  au 
cas  oii  l'ordre  de  o^z)  est  égal  ou  supérieur  à  i  et  à  d'autres  cas. 

Young  (  IV.-H).  —  Note  sur  la  condition   d'intégralité  pour  une 
fonction  d'une  variable  réelle.  (189-192). 

Cette  condition  concerne  la  nature  de  l'ensenible  des  points  pour  lesquels  la 
fonction  est  continue  :  il  doit  être  l'ensemble  complémentaire  de  l'ensemble 
limite  d'une  suite  d'ensembles  clos  de  contenu  égal  à  o. 

Hardy  (G. -II.). — Note  sur  Tinlégrale    /    e^  dt.  {ig3-ig-j). 


Cauchy  a  désigné  sous  le  nom  de  fonctions  réciproques  de  première  espèce, 
des  fonctions  o{x),  '^(.r),  liées  par  les  relations 


■.J-(a)=i  /i    /      cdsolXy  (x)  dx, 

ç!(a)=:i  /ji    /      co?,aiX<^{x)dx^ 
V   ~  •-  0 


dont  la  première,  sous  certaines  conditions  imposées  à  9  {x),  entraine  la  seconde 
en  vertu  d'une  formule  bien  connue  de  Poisson;  il  a  nommé  de  même  fonctions 
réciproques  de  seconde  espèce  des  fonctions  '-six),  ^ix)  liées  par  des  rela- 
tions pareilles  où  les  cosinus  sont  remplacés  par  des  sinus.  Il  a  observé  que  la 

fonction  e  2  est  sa  propre  réciproque  de  seconde  espèce;  M.  Hardy  signale 
la  fonction 


o{x)  =    r     e§<-''-'')rff 


comme  étant  sa  propre  réciproque  de  seconde  espèce;  il  indique,  à  ce  propos, 
d'intéressantes  relations  entre  certaines  intégrales  définies. 

Hobson  (E.-M.).  —  Sur  les  conditions  d'intégrabililé  des  fonc- 
tions d'une  valeur  réelle.  (208-209). 

Démonstration    du    théorème    de   M.    Young    au    moyen    d'un    théorème    de 
M.  Osgood. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  1'  série,  t.  XXXIV.  (Juillet  1910.)  R.7 
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Jeans   (./.-//.).    —   Un    théorème  général  de   dynaniiqne   el  son 
applicalion  à  la  théorie  cinétique  des  gaz.  (209-224). 

Dans  un  iMémoirc  inliltilé  The  kinelic  Theory  of  Gases  developped  from 
a  new  standpoint  {Philosophical  Magasine,  6°  série,  t.  V,  p.  697  ),  l'auleur  s'est 
efTorcé  de  développer  la  tiiéorie  cinélique  en  la  fondant  sur  la  Mécanique  ration- 
nelle; il  supposait  le  gaz  tel  qu'il  n'y  eût  pas  dissipation  d'énergie.  L'objet  du 
présent  iNIémoire  et  du  suivant  est  de  reprendre  la  théorie  générale  et  de  la  pousser 
aussi  loin  que  possible  sans  faire  celte  hypothèse  :  puis,  lorsque  notre  ignorance 
sur  la  stiucture  des  molécules  ne  permet  pas  de  continuer,  d'examiner  un  cas 
|jarticulier  simple  et  d'essayer  d'en  tirer  quelques  conclusions  relatives  à  la 
nature  des  molécules. 

Jeans  (J.-II.).  —  Sur  la  répartition  de  l'énergie  dans  un  système 
de  sphères  pipées.  (224-238), 

Matheivs    (G.-B.).    —    Unje    correspondance    géométrique    dans 
l'espace.  (289-248). 

Les  points  P,  P'  se  correspondent  lorsqu'on  a  PA=P'A',  PB  =  P' B', 
P  C  =  P' C  ;    A,  B,  C  et  A',  B',  C   formant    un    système    de    trois   points    fixes 

(  Voir  Jacobi,  Œuvres,  t.  VII,  p.  ^2). 

Brilt  (J.).    —   Sur  un   poinl  de  vue    cpiasi-géométrique  pour   la 
résolution  d'une  équation  de  Pfaff:  2"  partie.  (249-261). 

Hardy  [G.-!/.).  —  Solution  asyniptolique  de  certaines  équations 
transcendantes.  (261-282). 

Il  s'agit  d'équations  du  type 

où  y{x),  'ti{x)  sont  des  polynômes;  .M.  Fîirger  Lindgren  avait  obtenu  quel- 
(jues  résultats  concernant  ces  équations,  M.  Hardy  montre  qu'on  peut  en  obtenir 
de  beaucoup  plus  précis  en  utilisant  la  méthode  élémentaire  qu'il  a  développée 
dans  le  Messenger  of  Mathemalics  (t.  XXXII,  XXXIII)  pour  obtenir  la  solu- 
tion asymptotique  des  équations 

e-^'=P(a;),         i,\nx=V{x). 
Il  examine  différents  cas  particuliers. 

Dixon  (A.-C).  —  Sur  le  potentiel  newtonien.  {283-296). 

L'auteur  montre  commenl  certains  quaternions  variables  jouent  par  rapp<jrt 
au  potentiel  newtonien  un  rôle  analogue  à  celui  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  par  rapport  au  potentiel  logarithmique.  Il  rencontre  en  particulier 
certaines  fonctions  triplement  périodiques  dont  les  propriétés  rappellent  celles 
des  fonctions  elliptiques. 
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Robcris  (Ix.-A.).  —  Sur  les  foyers  et  les  coiirijcs  planes  confo- 
cales.  ('Î97-384). 

I.  Sur  quelques  courbes  ilonl  les  foyers  sont  liés  d'une  certaine  nianiére.  — ■ 

II.  Sur  les  foyers  de  certaines  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordres.  — 

III.  Sur  la  détermination  des  foyers  d'une  cubique  plane  nodale  dans  un  cerlain 
cas.  —  IV.  Sur  les  foyers  de  quelques  cubiques  planes  non  singulières.  —  V.  Sur 
les  courbes  confocales  à  une  cubique  plane.  —  VI.  Sur  certaines  courbes  confo- 
cales  aux  quartiques  trinodales  et  binodales.  —  VII.  Sur  la  détermination  de  la 
quartique  nodo-bicuspidale  dont  les  foyers  sont  donnés.  —  VIII.  Sur  un  système 
confocal  de  cubiques  nodales. 


Tome  XXVII;  igoâ. 

Dixon  (À.-L.).  —  Sur  les  fondions  hvperelliptiques  de   genre 
(Jeux  (  1-43). 

Exposition  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions  hyperelliptiques  de 
genre  deux,  faite  à  peu  près  parallèlement  à  celle  qu'Halphen  a  donnée  pour  les 
fonctions  elliptiques  dans  la  première  Partie  de  son  Traité. 

Basset  (A.-B.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  du  cin- 
(juième  degré.  (43-5i). 

Propriétés  des  quintiques  nodales  analogues  à  celles  des  quartiques  nodales. 

Miller  {G. -A.).  —  Sur  les  racines  des  opérateurs  d'un  groupe. 

(5i-.o5). 

Soit  G  un  groupe  fini  d"ordre  g.  Si  5,  .s,  sont  des  opérateurs  de  G  tels  qu'on 
ait  s,"'  =  s,  on  peut  dire  que  s,  est  la  racine  /h'*™°  de  s;  à  chaque  opérateur  cor- 
respond une  racine  m'*""  et  une  seule  si  m  est  premier  à  g.  Il  n'en  est  plus 
de  même  quand  jn  et  g  ont  un  diviseur  commun,  M.  Miller  étudie  spéciale- 
ment le  cas  où  G  est  un  groupe  abélien. 

Teixeira  {G.).    —  Sur  la  reclificalion  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole logaritlmiiques  de  Booth.  (56-6o.) 

Il  s'agit  des  deux  courbes  gauches  définies  par  les  équations 
—  ±'~ 1=0,         ikz  —  x"-  -{-  y"-. 

Jourdain  (P/i.).  - —  Sur  les  équations  générales  de  la  Mécanique. 

Dans  une  courte  Note  insérée  dans  The  mathematical  Gazette,  t.  II,  igoS, 
l'auteur  a    montré  comment  le   principe    de   la  moindre  contrainte   de  Gauss, 
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conduisait  à  une  forme  des  équations  générales  de  la  Mécanique,  valable  pour 
les  syslcnfies  non  liolonomes.  Ces  équations  avaient  été  étudiées  antérieurement 
par  M.  Appell.  Elles  équivalent  à  des  équations  données  par  M.  Ferrer.  Dans 
le  présent  Mémoire,  l'auteur  établit  et  étudie  une  troisième  forme  des  équa- 
tions générales  de  la  Mécanique,  valable  aussi  pour  les  systèmes  non  holonomes, 
qu'on  doit  à  M.  Houth. 

Mac-Mahon    (P.-A.).    —    Note     sur    l'inégalité    diophantienne 
la:>u.y.  (80-93). 

V.ldilion  au  Mémoire  de  l'auteur  sur  le  iiu'-iiie  sujel  inséré  dans  les  Cambridge 
pliilosophical  Transactions,  t.  XIX,  preniiiTC  Parlie,  1901. 

Hardy  ((j.-lL).  —  Sur  certaines  séries  de  fonctions  discootinnes 
liées  aux  fonctions  nioduhiires.  (94-123). 

Les  recherches  de  M.  Hardy  se  relient  à  celles  de  Riemann,  de  Smith  et  de 
M.  Dedekind  sur  la  façon  dont  se  comportent  certaines  séries  en  q,  qui  se  pré- 
sentent dans  la  théorie  des  fonctions  elliptique?,  quand  le  paramètre  -.  {q  =  e'~') 
tend  vers  un  nombre  rationnel.  Diverses  formules  qui  se  rapportent  à  ce  sujet 
s'obtiennent  plus  facilement  par  la  considération  d'intégrales  prises  le  long 
d'un  contour  du  type 

'3  {x  )dx 


P 


où  'ç  {x)  est  quelqu'une  des  fonctions 

I  I  I 

sxaaizx  s\nb-ti        cosar.xcoib-x       s\i^a-x  cosb-r.x 

langa-zx       tan^a-rx       roia~x       cota  — ;r 
s\nb~x  '       cosb~x         nnb-x       osb-.x 

Vdn^ar.x  tangb~x.     taii^a~x  cotb- x,     colar.x  colbr.x. 

Quelques-unes   des  formules   établies   par   M.    Hardy   avaient    été   publiées  par 
M.  Lerch. 

Elliot  (E.-B.).  —  Un  théorème  d'intégration  pour  les  fonctions 
rationnelles  entières  et  ses  relations  avec  la  théorie  des  formes. 
(124-140). 

Glaislier  [J.-V.).  —  Sur  les  angles  des  perlai  triangles  et  sur 
quelt|ues  questions  arithmétiques  qui  s"v  rapportent.  (i4o-i6i). 

Le  triangle /^erfrt/  A,  B,  C,  du  triangle  ABC  a  pour  sommets  les  pieds  des 
hauteurs.  Soient  A^B,  C,  le  triangle  pédal  de  A,  B,  C,,  A3  B3  C,  le  triangle  pédal 
de  AjB^C^,  etc.;  les  angles  de  A„  B„  C„  s'expriment  simplement  au  moyen  des 
angles  de  A  B  C.  Lorsque  les  angles  A.  B,  C  sont  commensurables  à  -,  les  angles 
des  triangles  successifs  finissent  par  se  reproduire  périodiquement;  c'est  cette 
périodicité  qu'étudie  en  particulier  M.  Glaislier. 
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Roberts  (R.-A.).  —  Sur  certains  systèmes  confocaiix  de  courbes 
de  Iroisicme  et  de  qualilème  classes  qui  se  coupent  orlhogonale- 
ment.  (  162-1^  1). 

L'auleur  étudie  en  parliciilier  les  systèmes  de  courbes  définies  respective- 
ment par  les  équations 

,  (  />- =  c- cos-w  4- »i- +  a- tang  (o) — a), 

/  p-  ~  c-  cos-w  4-  m-  -)-  a^'  cot(o)  —  a)  ; 
(  p  cos  w  =  m  -t-  c  tang((o  —  a), 
'  p  ces  w  =  m '  +  c  cot  (  w  —  a ). 

Les  lettres/;,  w  désignent  les  coordonnées  polaires  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  considérée.  Les 
deux  courbes  d'un  même  sj'stème  sont  orthogonales. 

Mail-  (  T. -H.).  —  Une  troisième  liste  d'écrits  sur  les  déterminants. 

(■7,-26;). 

Celte  troisième  liste  d'écrits  concernant  la  théorie  on  Yhistoire  des  détermi- 
nants correspond  à  l'époque  de  1748  à  1900.  Les  deux  listes  précédentes  avaient 
paru  dans  les  Tomes  XVIII  et  XXI  du  Quarterly  Journal.  Elle  est  dressée  par 
ordre  chronologique  et  se  termine  par  un  index  ulpliabéiique  des  noms  d'au- 
teurs. 

Basset  (A.-B.).  —  Sur  le  mouvement  dans  un  liquide  d'un 
cylindre  dont  la  section  droite  est  une  quartique   bicirculaire. 

(•i67-2;9). 

L'auteur  reprend  des  i-echerches  sur  ce  sujet,  qu'il  a  publiées  vingt-deux  ans 
auparavant,  et  qui  ont  passé  en  partie  dans  son  Traité  d'Hydrodynamique. 
Il  les  étend  et  corrige  quelques  inexactitudes. 

Young  iJV. -//.).  —  Les  puissances  des  ensembles  clos  et  par- 
faits. (280-284). 

L'auteur  démontre  d'une  façon  simple  que  la  puissance  d'un  ensemble  linéaire 
parfait  est  celle  du  continu  linéaire.  Il  en  est  de  même  pour  un  système  clos 
non  dénonibrable.  Ces  propositions  sont  ensuite  étendues  aux  ensembles  dans 
i  espace  à  n  dimensions. 

Jourdain  (Pli.).  —  Formes  altei  iialives  des  équations  de  la 
Mécanique.  (284-2()6). 

CainpbeU  \D .-F .  ).  — ■  Sur  les  relations  quadratiques  homo::^ènes 
entre  les  solutions  d'une  équation  diHérenliclle  linéaire  A\\ 
quatrième  ordre.  ('>.9(:>-3o4). 

L'auteur  reprend  la  question  pour  la  traiter  d'une  façon  plus  directe  et  qui 
s'applique  plus  aisément  au  sujet  qu'il  a  déjà  développé  dans  le  Quarterly 
Journal,  t.  WXI,  p.  161. 
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Glaisher  (J.-JV.).  —  Sur  la  lepréseiiliilion  diin  nombre  comme 
somme  de  quatre  carrés  et  sur  quelques  fonctions  arltlimcHiques 
liées  à  ce  sujet.  (3o5-358). 

On  sait  que  le  nombre  de  représentations  d'un  nombre  impair  m  comme 
somme  de  quatre  carrés  est  égal  à  huit  fois  la  somme  des  diviseurs  de  7?i  et  que 
le  nombre  de  représentations  de  4  ^«  comme  somme  de  quatre  carrés  est  égale 
à  quatre  fois  la  même  somme.  Le  nombre  de  représentations  de  ni  comme 
somme  de  quatre  carrés  est  ainsi  la  moitié  du  nombre  de  xeprésenlations  de  '(  m 
comme  somme  de  quatre  carrés  impairs.  On  est  amené  à  supposer  que  les  deux 
modes  de  représentation  peuvent  être  transformés  l'un  dans  l'autre;  cest  en 
elfet  ce  qui  arrive.  M.  Glaister  étudie  en  détail  les  i-elations  entre  les  deux 
représentations.  Il  est  amené  à  introduire  les  fonctions  arithmétiques  X  (  m  ), 
P(m),  Q(m),  Ci  (m)  qui  sont  les  coefficients  respectifs  de  16(7"  dans  les 
développements  suivant  les  puissances  de  ry  des  fonctions 

où 

2K 


Basset  (^A.-B.).  —  Singularités  composées  des  courl)cs  du  cin- 
(|uième  degré.  (SSg-S^a). 

M.  Basset  étudie  \es  point  singularilies  (  points  multiples)  qui  proviennent 
exclusivement  de  la  réunion  de  points  doubles  et  de  rebroussements,  les  Une 
singalarities  (  tangentes  multiples  )  qui  proviennent  exclusivement  de  la  réunion 
de  tangentes  doubles  et  de  tangentes  stalionnaires,  enfin,  les  niixed  singula- 
rilies qui  sont  composées  de  points  multiples  et  de  tangentes  multiples.  Il  est 
à  remarquer  qu'une  même  singularité  mixte  peut  être  obtenue  de  diverses 
façons. 

Dikson  [L.-E.).  —  Détermination  de  tous  les  sous-groupes  des 
trois  plus  hautes  puissances  de  p  contenus  dans  le  groupe  G 
de  toutes  les  transformations  /?i-aires  linéaires  et  homogènes 
(mod/;).  (3-3-384). 


ATTI  DELLA  R.  ACGADEMIA  DELLE  SGIENZE  DI  TORINO. 

Torino,  G.  Glausen,  in-8  ('). 

Tome  XLI;  igoS-igoG. 

Boccardi  [G.)  [U].  —  Méthode  pour  la  détermination  des  con- 
stantes de  l'instrument  méridien.  (9-20). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XWIIIj,  p.  182. 
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Zanolti-Bianco  {O.)  [U  lo  «].  —  Les  idées  modernes  sur  la 
(ij;nre  malliématique  de  la  Terre.  Notes  pour  THisloire  de  la 
Géodésie.  Note  III  :  La  gravité  dans  les  îles  et  Thypothèse  de 
Prall..  (21-43). 

La  Note  I  est  diins  le  Tome  XXXIX,  p.  GSg. 

La  Note  II  dans  le  Tome  XL,  p.  18. 

Il  y  a  une  Note  I\'  dans  ce  même  Tome  XLI,  p.  288. 

Jorio  [C .)  [  R  2  I  ].  —  Sur  les  raccoi-denicnlsbicenlriques.  Théorie 
générale.  (44-39)- 

Somigliana  {C.)YI  1^.  —  Sur  la  jjropai;alion  des  ondes  clans 
les  milieux  isotropes.  ((3o-^i). 

M.  Lowe,  dans  les  Proceedings  of  Ihe  London  mathematical  Society,  1904 
(  The  propagation  of  wave  motion,  etc.),  a  étendu,  aux  intégrales  des  équations 
générales  des  mouvements  vibratoires,  la  formule  sur  laquelle  KirclihofTa  fondé 
la  théorie  de  la  propagation  des  rayons  lumineux,  et  il  arrive  à  la  solution  en 
partant  des  intégrales  de  Lorentz  relatives  aux  mouvements  produits  dans  un 
milieu  indéfini  par  des  forces  agissant  dans  un  champ  fini,  en  supposant  que  ce 
champ  se  réduise  à  un  point,  et  en  déterminant  ainsi  ce  que  l'auteur  appelle 
intégrales  élémentaires.  L'auteur  donne  un  procédé  direct  an  moyen  d'une 
intégrale  de  l'équation 

(Df  —  a''-  \^)\^'o  =  o, 
qui  est 

■/  étant  une  fonction  arbitraire. 

De  la  même  manière  qu'au  moyen  de  l'intégrale 


de  l'équation 

(D^—  a^A,)^  =  o, 

on  peut  construire  la  théorie  des  potentiels  retardés 

dS 


ion  cp^  (  r,  t 

y{t,x„y„z,)=  f'^^{r,t,y.)dS, 
•y  s 


t 

aj    r 

l'auteur  forme  avec  la  fonction  '-s^ir,  t,y)  des  potentiels  retardés  du  second 
ordre 


pour  lesquels  on  a 

{D;  —  a-\n)\.\  =  4-0- -/(O. 

formule  analogue   à   celles  de  Lorentz  pour  les  potentiels  retardés  ordinaires, 
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A  l'aide  de  ces  potentiels  on  peut  exprimer  les  intégrales  des  équations 

ây  -  àt' 

^  ôz  -  Ot- 

qui  sont  les  é(]uations  du  mouvement  produit  dans  un  milieu  indéfini  par  des 
forces  agissant  dans  un  espace  fini,  a  et  b  étant  les  constantes  du  milieu,  «,  v, 
w  les  composantes  du  déplacement,  X,  Y,  Z,  celles  des  forces,  et 

„        du        ()v        i)»' 

e  =  -—  +  —  +  —• 

ojc        Oy        OZ 
Les  intégrales  sont  données  par 


Il 

Ox  ' 

h  A.,  t»  , 

Ox 

V 

r/6 

(V 

^   âz 

e 

ùo 

ôy         Oz 

B' 

dx 

où 


<^=7^    f?Ar,l,Y)dS,         'f-T^    fo,{r,t,Y)dS, 

4-a-^/g  4~ty-^/g 

De  là,  l'auteur  déduit  les  vibrations  élémentaires,  dues  à  une  seule  force 
X(<)  agissant  en  un  seul  point  de  la  masse,  suivant  une  direction  constante,  et 
retrouve  pour  u,  v,  (i'  les  expressions  de  Love. 

Tedone  (O.)  [T  2].  —  Sur  le  prohirme   de  l'équilibre   électiiqne 
à  deux  dimensions.  Ellipse.  (8t>-ioi). 

Les  principes  que  l'auteur  a  introduit  pour  la  résolution  des  problèmes  d'équi- 
libre élastique,  et  qui  sont  fondés  sur  les  propriétés  des  fonctions  harmoniques, 
se  trouvent  exposés  et  appliqués  dans  les  Annali  di Matematica,  3°  série,  t.  VIII, 
1902,  p.  129,  pour  le  cas  où  les  forces  de  masse  sont  nulles,  et  dans  les  Bendi- 
conti  del  Circolo  matematico  di Palenno,  t.  XVII,  igoS,  p.  24 1,  pour  le  cas  où 
cette  condition  n'est  pas  satisfaite.  Ici,   il  les  applique  au   cas  de  l'ellipse,  en 
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siipposanl  donnés  les  (léplacenicrits  au  conloiir,  et  aussi  en  supposant  données 
les  tensions. 

Giambelli  (G.-Z.)  [N4  2].  —  Sur  les  variétés  représentées  par 
l'annulation  de  mineurs  d'un  déterminant  général  de  formes 
symétrique  ou  liémisymétrique.  (102-120). 

Burali-Forti  (C.)  [B  12  réf.  M,].  —  Sur  la  courbe  des  probabi- 
lités, (i  55-1  5-). 

Construction  au  moyen  d'une  courbe  logaritlimiiiue  et  d'une  parabole. 

Severi  (/'•)  [B  9].  —  Sur  certaines  propriétés  des  modules  de 
formes  algébriques.    (2o5-223). 

1.  Si  les  formes  V^,  F,,  ...,  F^  à  /•  +  i  variables  r,,  x^,  .  ..,x^  et  des  oi'dres 
n„,  «j,  . .  . ,  n^  respectivement,  n'ont  pas  de  zéros  communs,  toute  forme  d'ordre 
^  «(,  -h  /î,  4-  . . .  -^  n^  —  /•  appartient  au  module  { l''„.  F,,  . . . ,  F^),  c'est-à-dire 
qu'elle  peut  s'exprimer  par  une  combinaison  linéaire  de  ces  formes,  les  coelli- 
cients  étant  des  formes  en  x„,  J7,,  . . .  ,  x^. 

2.  Si  les  h  -h  i  formes  {h^  r) 

n'ont  que  m''-''-'  zéros  en  commun,  et  si  le  produit  de  «I»  par  une  forme  arbitraire 
F  appartient  au  module  (F;....,  F,,  ),  la  roniie  F  appartient  aussi  à  ce  module. 

Ces  théorèmes  de  Lasker  {Math.  Ann.,  t.  LX,  igoS)  sont  démontrés  ici  en 
partant  d'une  extension  aux  espaces  non  linéaires  d'un  théorème  de  M.  Bertini, 
suivant  lequel  une  hypcrsurface  générale  d'un  système  linéaire  ne  peut  avoir  de 
points  multiples  qu'aux  points  de  base. 

Suit  l'extension  à  r  formes  du  théorème  A/-f-  Ba  de  Nœther,  extension  que 
M.  Kônig  avait  donnée  au  moyen  des  séries  de  puissances. 

TorelU  (R.)  [B  ()].  —  Sur  certaines  extensions  du  théorème  de 
Nœlher  A/+B'^.  (224-234). 

Conditions  pour  qu'une  forme  à  /•  +  i  variables  puisse  se  représenter  comme 
une  combinaison  linéaire  de  h  ==  r  formes  ayant  go'"-''  zéros  en  commun. 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  forme  puisse  s'exprimer  comme 
forme  de  degré  s  en  Fj,  ...,  F,,,  la  variété  oc'"-''  des  zéros  communs  étant  dé- 
pourvue de  parties  multiples.  Nombre  des  conditions  linéaires  (postulation) 
pour  un  hyperespace  d'ordre  donné  (jui  doit  contenir  celle  variété  comme 
5-uple. 

GiambelU  {G.-Z.)  [  Mo  i  réf.  Q2].  —  Quoi. pies  cxlcnsions  du 
F undaineiitaisatz  de  Nœtlier  auN.  Iiy|)crespaces.  (235-258). 

Extension  au  cas  oii  la  variété  par  laquelle  l'hyperespace  doit  passer  est 
représentée    par    l'annulation    de    tous    les    déterminants    du   deuxième  ordre 
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contenus  dans  une  matrice  générale  (de  formes)  à  deux  lignes.  Autre  extension 
au  cas  du  passage  multiple  par  une  variété  qui  est  l'intersection  complète  d'hy- 
percspaces. 

Zanotti-Bianco  (O.)  [('  loa].  —  Les  idées  modernes  sur  la 
figure  ni;iLliéuiali(jiie  do  la  Terre.  Notes  pour  l'Histoire  de  la 
Terre.  Noie  IV  :  Lagi-avité  d;ins  les  îles  et  riivpothèse  de  Pratt. 

(28S-308). 

Voir  la  XoU-  Ul  dans  ce  Tuiiie  à  la  page  21.  et  la  Note  V  dans  le  Tome  XLII, 

Pieri  (/'/•)  [K  ^].  —  Appendice  au  Mémoire  Nouveaux  prin- 
cipes de  Géométrie projective  complexe.  (339-342). 

I.e  .Mémoiro  est  dans  les  Meniorie  délie  Ji.  Accad.di  Torino,  2' série,  t.  LV, 
1903.  F^a  proposition  énoncée  dans  ce  Mémoire  comme  Postulatum  XX\  III, peut 
se  déduire  des  postulata  précédents. 

Guidi  (C.)  [T  a/v].  —  Inlluence  de  la  tempérai ure  pour  les  cons- 
Iriiclioris  en  niaroimerie.  (359-3^o,   r   planche). 

Gua/'esc/ii  (G .)  [R^reC.  Q2].  —  Sur  la  géoniélrie  d'une  forme 
quadratique  et  d'une  forme  d'Hermile  à  variables  conjuguées. 

(4o5-4i4.) 

Soient,  dans  l'espace  S„_,,  la  quadrique 

fiindamentale  de  la  polarité 

et  la  quadrique  liyperalgébrique  (dénomination  de  M.  Segre)  [Un  champ 
nouveau  de  recherches  géométriques  (voir  ces  Atti,  t.  XXV,  XXVI,  XXVIII  )]. 

fondamentale  de  V antipolarité 

a  étant  le  nombre  complexe  conjugué  de  a.  L'auteur  étudie  les  pyramides  auto- 
polaires communes  aux  deux  quadriques,  et  l'intersection  de  ces  dernières,  et 
particulièrement  le  cas  de  n  =;  3  (conique  et  conique  hyperalgébrique  dans  un 
plan), 

Barbieri  {U.)  [R5  «].  —  Sur  une  comparaison  entre  l'expression 
de  Helmert  et  celle  de  Pizzelli  pour  le  potentiel  de  la  gravité 
(5o3-5i9). 
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Morera(G.)  [K3a]. —  Sut-  ratlraclion  des  couches  ellipsoïdales 
et  sur  les  fondions  liannoniques  ellipsoïdales.  (520-53i, 
538-541  ). 

Posons 

M   =  I --:. _, 

a' -h  s        o- ->- s        c- -i- s 


c'Jl  (  S  )  =  \  {a'-^  S)  {Ù'-r-  S)  {c'-\-  s), 

el  indiquons  par  s„  zéro  ou  la  plus  granrle  racine  de  a  =  o  suivant  que   le  point 
x,y,  z  est  intérieur  ou  extérieur  à  l'ellipsoïde 


Alors,  Q  étant  un  polynôme  liariiionique  homogène  de  degré  n,  le  symbole 


~ abc  Ola  -—,  0—-,  c  —       /       — - 


ôy        Oz  '' .      <:(l(s) 

représente  une  fonction  harmonique  ellipsoïilaie,  qui  est  la  fonction  potentielle 
de  la  couche  de  densité 


A=-(-2)"-'n!P.of-,^,-\ 
"  \  a     6    c  / 


P  = 


vf 


b'   "^  c 


Les  fonctions  harmoniques  ellipsoïdales  ont  été  aussi  étudiées  par  l'auteur 
dans  le  Mémoire  :  Sulla  attrazione  degli  ellissoidi  {Méni.  de  Turin,  2'  série, 
t.  LV). 

Boggio  i^T.)  [Ta].   — Sur  la  (l('foi-inalion  d'une  splicrc  élasliipie 
isotrope  (5-g-58^). 

L'idée  de  supposer  provisoirement  connue  la  dilatation  cubique  9,  et  de  la  dé- 
duire ensuite,  après  avoir  calculé  les  déplacements,  avait  été  déjà  employée  par 
Cesarù  {Introduzione  alla  teoria  matematica  deW  elasticità,  Torino,  iSg:^), 
mais  G  y  comparaissait  dans  des  intégrales  de  surface.  L'auteur,  en  suivant  la 
même  idée,  trouve  (pour  le  cas  où  l'on  connaît  les  déplacements  à  la  surface) 
les  expressions  des  déidacemcnts 

■  ^4(1- -2 m)  dxy   J^   '       •  J' 

^  '  j  4(1-2/»)   dy\'      J^  '  J' 

4  i-iî/»)  dz  \^     J      '  ' J 
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V,  'ft  ,  ''•1  ctanl  les  fonctions  harmoniques  qui  prennent  à  la  surface  les  valeurs  don- 
nées, p  le  rayon  vecteur,  R  le  rayon  de  la  sphère,  et  m  une  constante.  La  fonc- 
tion 6  se  détermine  au  moyen  des  équations  (  i  )  et  de 

^  _   d\        fh,        cK 
dx        cl  y        dz 

et  l'on  a  ainsi  les  relations  qui  donnent  définitivement  ?,  Tj,  Ç. 

Suit  le  cas  oi'i  l'on  donne  les  tensions,  qui  est  traité  par  une  méthode  analogue. 

Palallni  {F.)  [Q  a]-  —  Sur  les  surfaces  algébriques  dont  les 
espaces  S^  (/<+  i)  —  sécanls  ne  remplissent  pas  l'espace  envi- 
ronnant (G34-640). 

I^es  espaces  S/,  doivent  avoir  en  commun  avec  la  surface  h -\-  i  points  linéai- 
rement indépendants. 

M.  Severi  {Rend,  del  Cire.  mat.  di  Palermo,  1901  )  a  traité  le  cas  des  sur- 
faces dans  S5,  et  a  trouvé  que"  la  seule  surface  ayant  la  propriété  énoncée  est 
celle  de  Veronese.  L'auteur  {Rend,  dei  Lincei,  1908)  a  traité  le  cas  des  surfaces 
représentées  sur  le  plan  par  le  système  de  toutes  les  courbes  d'un  ordre  donné. 

Ici  il  trouve  que  les  surfaces  en  question  sont  : 

i"  La  surface  Sj;,^^,  représentée  sur  le  plan  par  le  système  des  courbes  d'ordre 
ik  avec  un  point  fondamental  2  (/i —  i)-uple  et  /i  —  i  points  doubles; 

2°  dans  le  cas  de  A  =  4»  '''  surface  représentée  par  le  système  des  quarliques 
du  plan. 

Gatti  {E .)  [T3rt].  —  Propriété  relative  aux  lentilles  cvlindriques 
biconvexes  symétriques,  (yoi-^a^). 

Riinoiidlni  (f.)  [C  ay'J.  —  Sur  les  intégrales  définies  d'un  clianij) 
convexe.  (^28-'j38). 

I^xlension  de  la  recherche  précédente  relative  à  un  champ  rectangulaire  (i'0«/- 
ces  Atli,  t.  Xt^,   i()0)-i9o'),  p.  5)  et  application  au  calcul  approché  des  volumes. 

Levi  (/>.)  [1  i2a  réf.  M,  5].  —  Essai  pour  une  tbéorie  aritlinié- 
li(|ue  des  formes  cubiques  ternaires.  (739-~()4)- 

I^a  résolution  en  nombres  rationnels  de 

y-  ■=  a  -{-  bœ  +  ex''-  ^  d x'' 

coïncide  avec  la  recherche  des  points  rationnels  situés  sur  une  cubique  plane, 
et  bien  que  l'équation  ait  une  forme  particulière,  on  peut  3-  réduire  le  cas 
général,  par  une  transformation  birationnelle  à  coefficients  rationnels,  lorsqu'on 
connaît  un  point  rationnel  de  la  courbe.  L'auteur  trouve  les  conditions  d'équi- 
valence de  deux  cubiques  par  rapport  aux  transformations  birationnclles  à  coef- 
ficients rationnels.  Étant 

xz--+a-i,^{xy)  =  o 
la  cubique,  011 

?3  (  ^y  )  —  "ifl  ^'  ~'~  3  "'  1  ^'J'  +  3  «tj  xy-  -+-  y^, 
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et  ayant  posé 

j  =.  m^  —  3  ni ,  /?i2  +  2  «j  2 1 

les  deux  invariants  arithmétiques,  dont  dépend  l'équivalence  rationnelle  de 
deux  cubiques,  sont  —  et  le  plus  grand  facteur  non  quadratique  de  ^-  Il  }•  a  ex- 
ception pour  les  cubiques  harmonique  et  équianharmonique. 

Puis  l'auteur  étudie  les  successions  de  points  rationnels  d'une  cubique,  qu'on 
peut  déduire  rationnellement  d'un  ou  de  plusieurs  points  ralinnurls,  c'esl- 
à-dire  par  intersection  de  la  cubique  avec  des  courbes  à  coeKicieiils  rationnels, 
déterminées  par  les  points  donnés  et  par  des  paramètres  rationnels.  En  parti- 
ticulier,  tous  les  points  déduits  d'un  point  A,  de  coordonnée  elliptique  a,  cor- 
respondent aux  coordonnées  elliptiques  (3n  +  i)a,  avec  n  enliei-,  positif  ou 
négatif.  A  la  question  de  savoir  si  l'on  a  ainsi  tous  les  points  rationnels  exisiant 
sur  la  courbe,  on  doit  répondre  négativement,  et  c'est  cette  considération  de  la 
totalité  des  points  rationnels  qui  a  donné  à  Sylvester  et  à  Poincaré  l'occasion 
d'introduire  le  rang  de  la  courbe.  L'auteur  eu  modifie  la  définition  en  la  don- 
nant comme  il  suit  :  considérons  une  cubique  quelconque,  équivalente  à  la 
cubique  donnée,  et  ayant  un  point  d'inflexion  rationnel  ;  s'il  est  possible  de 
déterminer  un  groupe  de  points  rationnels,  différents  du  point  d'inflexion,  et 
tels  qu'aucun  d'eux  ne  puisse  se  déduire  rationnellement  du  point  d'inflexion  et 
d'autres  points  du  groupe,  mais  que  tout  autre  point  rationnel  de  la  courbe 
puisse  s'en  déduire,  un  tel  groupe  s'appelle  une  base  du  système  de  points 
rationnels,  et  le  nombre  des  points  de  ce  groupe  est  le  rang  de  la  cubique. 

Suit  le  cas  des  cubiques  à  birapport  rationnel. 

Voir  une  autre  Noie  sur  ce  même  sujet,  dans  le  Tome  XLIII,  1907-190S,  p.  99. 

Laura  {E .)  [J4]-  —  Sur  les  transfoimations  orthogonales  à  trois 
variables.  (^65-'-j6). 

Etant 

x'-=  «,1 X, -(-  a^„ X.,  +  a^^Xn,        (  <  =  1 ,  1 ,  3  ) 

une  transformation  orthogonale  dextrorse.  les  équations  que  l'on  obtient  en 
résolvant  par  rapport  aux  dérivées  des  angles  d'Euier  sont 

f/9  .  os 

_    =/.s.n-.  _.c     y, 


(')  at 

d'il 

m 


7. 

CO<3 

sinQ    "^  '■ 

sin» 
sin6 

p 

+  cot  6  (  T. 

:  sin-ji 

-/  ces  cp  )  , 


TT,  /,  p  étant  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  suivant  les  axes  mobiles. 
C'est  un  système  de  Lie,  lié  au  groupe 

_     .  df        si  no    df  ...        df 

\,  f  =  —  coscs  -4-  H : — r  -TV  +  c'^e  sm  -J-^-» 

'-'  ■   o9         sin6    â'^  ■  âv 

,    N  V    ^  •        ^/        cos  z>  df  ,  f,  df 
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qui  est  seniljlablc  au  groupe 

^.    .  .i  —  V-ôf       .  I  —  r:-  àf        .  I  —  V-   àf 

^./  =  -*— —  :f  -'  ■        " 


(3)  .    Y,/  = 


c»;  dr,  f^!; 

el  d'égulc  composition;  la  transformalion 

(4)  I  ?  =  <p(?,'fo  î^), 

qui  réduit  (2)  à  (3),  réduit  le  système  (  1  )  à  la  forme 

clt  .         2  '-       2  '  ■' 

dr.  .     I  —  -f,- 


c/f 


=  —  i"^ ; I-  /. 7- — •  —  t  pf,? 


dt  '  '■       2         '    ^-      o  '  '-"" 

et  l'intégralion  de  (  i  )  se  réduit  à  celle  d'une  seule  équalion  de  l{iccali. 

L'auteur    exprime    les   a-^  en   fonction    des  ^,  t,,  Ç  sans  déterminer   les  for- 
mules (4).  La  résolution  du  problème  est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 


Si 


sont  les  transformations  infinitésimales  d'un  groupe  simplement   transitif, 
et  si  l'on  a 

(\„X,)/=X3/,         (X„\3)/  =  X,/,         (X3,X,)/=X,/; 
si 

'■'        '  '^  ûx        '^'-  ây        '  '^  Oz  ^  '    )     / 

sont  celles  du  groupe  réciproque,  et 

(Y„Y,)/  =  -Y3/,         (V.^,vj/:^_v,y;         (  V3,  Y,  )/ =  -  Y,/, 

et,  en  exprimant  les  Y,/  par  les  X,/,  5i  l'on  a 

Y,  /  =  «,,  X,  /  +  a„ X./  ^-  a,3 X,/, 

/rt  transformation  a,^  e5<  orthogonale  dextrorse,  el  l'on  a  aussi 

-77  =/'l^ii+'/!J-2i+''!J-3.. 


dt 
dy 
dt 
clz^ 
dt 


=  PV-12-^  1\^2i-^  ''\H 


P  !-ll3  +  i]  1^-23  +   '■  1^33, 
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p 

= 

a,, 

dt 

+ 

«r. 

dn^„ 
'■    dt 

-+- 

a,, 

da^^ 
dt 

<i 

= 

«31 

da,, 
dt 

+ 

«3. 

da^^ 

'■    dt 

-+- 

«.,:! 

d(/,i 
dt 

r 

= 

a,, 

da,, 
dt 

+ 

«n 

da,, 
dt 

+ 

«11 

da„ 
dt 

Soinigliana  (C .)  [Ta].  —  Sur  quei(|iies  formules  fondanienlales 
(le  la  (]vnami(|iie  îles  milieux  isolro|)es.  Note  I  (8()C)-885), 
Note  H  (1070-1080). 

II  y  a  une  Note  III  dans  le  Tome  XLII,  p.  7G5. 

Dans  un  Mémoire  publié  dans  le  Nuovo  Ciniento^  3*  série,  t.  W  III,  XI.X. 
et  XX,  l'auteur  a  démontré  qu'en  prenant  pour  point  de  départ  la  formule  de 
Green,  et  sans  faire  usage  du  théorème  de  Betti,  on  peut  trouver  des  formules 
de  représentation  pour  les  composantes  du  déplacement  dans  un  corps  élastique 
isotrope  en  équilibre;  de  là,  par  de  simples  dérivations,  on  peut  déduire 
le>  formules  pour  la  dilatation  et  les  composantes  de  la  rotation  élémentaire. 
Ici  il  trouve  par  un  procédé  analogue  les  formules  correspondantes  pour  le  cas 
du  niouvcment.  11  se  fonde  sur  la  formule  de  KirchliofF,  complétée  par  le  terme 
intégral  il'espace  qui  résulte  du  théorème  de  Lorentz,  formule  correspondant 
à  celle  de  Green  lorsqu'on  se  reporte  à  l'équation 

(i)  (D,-— a^AJ»  =  *, 

<t>  étant  une  fonctioTi  de  t  et  de  a:,  y,  z.  Si  -f  {x.y,  z,  t)  est  une  fonclion  régu- 
lière dans  l'espace  S  limité  par  la  surface  s,  et  satisfaisant  à  (  i  ),  si  l'on  pose 

[  -j  ]^  =  »  /  X,  r,  z,  l 


où  /•  est  la   distance  de  {x,  y,  z)  au  point  (x',y',z')  intérieur  à  S,  et  si  n 
indique  la  normale  intérieure,  la  formule  est  la  suivante  : 

4-  -six',  y',  z') 

L'auteur  donne  à  cette  formule  la  forme 
r  \  à' 


(2)         ^T.-£{x',y',z')  = 
ayant  posé 


<  ^  ■  ^''  on         r  Lf'i  j„  '  «   J^  '■ 


et  cette   formule   (2)  est  la    base   de  la   méthode   suivie  par   l'auteur.   Il    repré- 
sente, au  moyen  de  celte  formule,  les  composantes  u,  v,  w  du  mouvement,  par 
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la  dilatation  0  cl  les  élémoiiLs  fondamentaux,  c'est-à-dire  les  forces  de  masse 
\,  Y,  Z,  les  pressions  superficielles  extérieures  L,  M,  N,  les  valeurs  de  u,  v,  w 
à  la  surface  et  leurs  dérivées  premières  par  rapport  à  t.  A  cette  fin,  il  eniploie 
aussi  la  formule 

qu'il  déduit  en  égalant  les  résultais  d'une  double  Iransformalioii  d'une  intégrale 
d'espace  en  intégrales  de  surface.  Ensuite,  en  posant 

()x  <)y  dz 

U,,  =  z< h  t'  -f 1-  (V  -— , 

on  o>i  (In 


et  A  la  densité,  il  trouve 

1/'    -'    f\  -   (  n-"-—  //n  ,    „ 

dx'  dx 


d*  do 

\-b-'u{x,y  ,z',t)  =  {ar-~b'-)-—,  ^6=-^-,- A, 


-i- b-    1     /[«<],*—  +  [''],* -T- -<- ['^'J,* -r- \ -i—"^^^' 
,  /  ,    l  '^     ^1'  ox        ^    -'''  ày        '■     ^''   âz  '    '-• 


(Jn 

et  deux  autres  formules  semblables  pour  *',  w,  où  entrent  des  expressions  B,  C 
analogues  à  A. 

De  là  on  déduit,  pour  la  rotation  élémentaire, 

o     ,..         àC  r)B 

ôy  dz 

8irè-T|  -  — ^ — ;, 

dz  dx 

o     .-^y        àB         d\ 
dx         dy 

Dans  la  Note  II  l'auteur  représente  la  dilatation  6  par  les  éléments  fondamen- 
taux, toujours  en  s'appuyant  exclusivement  sur  le  théorème  de  KirchhofT,  et 
dans  la  Note  III  [voir  t.  XLII,  p.  760)  il  exprime  directement  par  les  éléments 
fondamentaux  la  fonction 

^  s 
en  complétant  ainsi  le  problème  de  l'expression  de  w,  v,  w. 


*''   P^Li   . 
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Balbi  {L.)  et  Nicolis  ([/.)  [U].  —  Ephéitiérides  stellaires  et  phé- 
nomènes astronomiques  pour  190-.  (886-91  1). 

Perazzo  (U.)  [K  -i^  i-ef.  Q  2].  —   Sur  la  géométrie  descriptive 
d'un  espace  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions.  (g'23-g45). 

Extension  de  la  projection  bicenlrale  d'un  espace  ordinaire  sur  un  plan,  c'est- 
à-dire  projection  (/ +  i  )-centrale  d'un  S„,_^j  sur  un  S^  qui  y  est  renfermé. 
Cas  particuliers  de  S^  et  de  S^. 

Pascal  (/i".)  [C  3  «].    —    Sur  une    propriété    des    déterminants 
vvronskiens.  (io8i-io83). 


La  condition 


W 


pour  que  les  fonctions  yi,y J'„    satisfassent  à   une  relation   linéaire,  est 

équivalente  à  celle-ci 


V 


(-0" 


'r,  fw.dx  =  o, 


où    w,    est    le    wronskicn    de    >',,   i'.,.    ....  .r,.,,  y,^, y„   et   où    l'on  doit 

entendre  que,    pour    y    satisfaire,    on    puisse    détcrniiner   ci>nvenablement    les 
constantes  d'intégration. 

Padoa  (^•)-  —  Qu'est-ce  qu'une  relation  ?(  1  084-1092). 

Du  nombre  des  idées  primitives  on  peut  supprimer  celle  de  relotion,  qui  y 
avait  été  comprise  par  .M.  l'>u<sell  (Revue  de  Mathématiques^  t.  \'II.  Turin. 
1901  ).  La  même  cbose  a  lieu  pour  l'idée  (Videnlité. 


TomeXLFf;   1906-1907. 

Tedone  (O-)  [T  2rt].  —  Sur  (|tielques  formules  fondameniaies  de 
la  dynamique  des  milieux  isotropes.  (6-1 3). 

Les  formules  pour  les  déplacements,  données  par  l'auteur  dans  son  Mémoire 
Sulle  vibrazioni  dei  cor  pi  solidi  oinogenei  e  isotropi  {Mém.  de  Turin, 
2'  série,  t.  XLVII,  1897,  p.  181  ),  contiennent,  comme  cas  particulier,  celles  de 
Love,  The  propagation  of  wave-motion  in  an  isotropic  elastic  solid  médium 
(Proceedings  of  the  Tandon  M.  S.,  2'  série,  189.3,  t.  I). 

Voir  aussi  la  Note  à  la  page  ôi6. 

Balbi  {V.)  [U].  —  Position  du  cratère  Môtting  A  et  passage  des 
bords  de  la  I^une,  observés  au  cercle  méridien  de  Turin  en  1903. 
(14-24). 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXIV.  (Août  1910.)  f{.8 
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Zanotli-Bianco  (O.)  [U  loa].  —  Les  idées  modeines  sur  la 
figure  inalhéinatique  de  la  Terre.  Noies  pour  l'histoire  de  la 
Géodésie.  Noie  V  :  Les  procédés  pour  la  dclerininalion  de  la 
forme  el  grandeur  de  ia  Terre  à  la  moilié  du  xix"  siècle.  (25-46), 

Voir  la  Note  IV  dans  le  Tome  \Ll  de  ces  A(ti,  p.  28S,  et  une  Noie  M  dans 
ce  Tome,  p.  167. 

ChisfioLm-Young  {JV.-H  cl  G.)  [iM,  i  réf.  P6).  —  Noie  sur  la 
Iransforuialion  de  Berlini  d'une  courbe  en  une  aulre  ne  pos- 
sédant que  des  nœuds.  (82-86). 

La  transforma  lion  de  Bertiiii  {Rivista  cli  Maleniatica,  1..  I;  Torino,  1891, 
p.  22,  et  Math.  Ann.,  t.  XLiV,  p.  i58)  est  faite  au  moyen  d'une  transformation 
plane  double,  dans  laquelle  aux  droites  du  plan  double  correspondent  dans  le 
plan  simple  (plan  de  la  courbe)  les  cubiques  passant  par  sept  points.  H  faut 
pourtant  que  ces  sept  points  de' base  soient  choisis  en  dehors  de  certains  lieux 
Aj,  Aj,  Aj,  A^.  L'auteur  montre  qu'il  est  nécessaire  d'y  joindre  un  autre  lieu  Aj, 
qui  d'autre  part  rend  inutile  la  considération  d'un  des  quatre  lieux  men- 
tioanés. 

La  Note  est  éciiie  en   anglais. 

Torelli  i^H.  )  [AL  ij.  —  Sur  les  systèmes  algébriques  de  courbes 
appartenant  à  une  surface  algébrique.  (86-99). 

Extension,  aux  séries  plusieurs  fois  infinies,  du  théorème  démontré  par 
M.  Castelnuovo  [Sulle  série  algebriche,  etc.  {Rend,  dei  Lincei,  5°  série,  t.  X\', 
£°' semestre  1906)],  suivant  lequel  une  série  algébri:{ue  irréductible  00',  d'ordre  v 
et  d'indice  n,  sur  une  courbe  de  genre  -,  a  au  plus  2rt(v-t-Tr — i)  points 
doubles,  et  ce  nombre  maximum  a  lieu  lorsque  la  série  est  contenue  dans  une 
série  linéaire  de  même  ordre. 

L'auteur  démontre  qu'une  série  algébrique  irréductible  ce'',  d'ordre  v  et  d'in- 
dice n,  sur  une  courbe  de  genre  t,  a  au  plus  «  (r-t- i  )  (v -f- /•tî  —  /•)  points 
(  r -f- i)- uples,  et  qu'on  a  ce  maximum  si  la  série  est  contenue  dans  une  série 
linéaire  de  même  ordre. 

Sur  une  surface  F,  dont  I  est  l'invariant  de  Zcuthen-Segre,  un  système  algé- 
brique irréductible  00'  de  courbes  de  genre /j,  généralement  irréductibles  et  sans 
points  multiples  variables  (simples  pour  F;,  a  au  plus  v  (/t-t- ir  H- 4/^  +  I) 
courbes  à  point  double,  v  (>■  i  )  .étant  l'indice,  <s  le  nombre  des  points  de  base, 
et  n  le  degré  du  système.  On  a  ce  maximum  lorsque  le  système  est  contenu 
totalement  dans  un  système  linéaire. 

Burali-Foili  (C.)  [B  12  c].  — Sur  certaines  opérations  projeclives 
applicables  en  Mécanique  (100-120). 

Homographies  vectorielles,  ou  transformations  linéaires  de  vecteurs  en  vec- 
teurs ou  bivecteurs,  et  applications  à  l'hydroiiiécanique  et  à  l'élasticité.  Très 
remarquable  lu  simplicité  des  expressions  et  des  calculs. 

Voir  l'autre  Noie  à  la  page  4i7- 
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Zanotti-Bianco  (O.)  [U  lo  a].  —  Les  idées  modernes  sur  la 
ligure  nialliémaLique  de  la  Terre.  Noies  pour  l'histoire  de  la 
Géodésie.  Noie  VL  :  Les  procédés  pour  la  délermination  de  la 
forme  et  grandeur  de  la  ïerre  à  la  moitié  du  xix"  siècle.  (167- 

Voir  la  Note  V  dans  ce  Tome,  p.  aj,  et  une  Note  VII  dans  le  Tome  XLllI, 
p.  648. 

Laiira  {E.)  [R4  <^'^\  —  Sur  les  systèmes  de  quatre  forces  en  équi- 
libre. (7. 1  0-2l5). 

Quatre  forces  appliquées  aux  sommets  d'un  tétraèdre  et  proportionnelles  aux 
faces.  De  ce  S3'Stéme,  qui  est  en  équilibre,  on  déduit  le  système  le  plus  général 
en  y  ajoutant  des  paires  de  forces  égales  et  directement  opposées. 

Burali-Borti  {C.)  [B  12  c].  —  Sur  les  homographies  vectorielles 
(4.7-426). 

Suite  de  la  Note  précédente  (p.  100).  A  toute  homographie  vectorielle  cor- 
respond une  autre  homographie,  que  l'auteur  appelle  conjuguée,  au  moyen  de 
laquelle  on  peut  exprimer  les  dérivées  des  produits  de  vecteurs  ei  les  invariants 
de  l'inverse  d'une  homographie. 

Tedone  (O.  )\^T  2  a^.  —  Sur  l'extension  de  l'intégrale  de  Poisson, 
relative  à  l'équation  des  potentiels  retardés^  au  cas  de  l'isolropie 
élastique  (5i6-52  i). 

Transformations  des  formules  que  l'auteur  a  trouvées  dans  ce  Tome,  p.  6,  et 
qui  donnent  l'intégrale  générale  des  équations  des  vibrations  d'un  milieu  élas- 
tique isotrope. 

Lebesgue  {H-)  [Iv6c  réf.  L,  8^].  —  Sur  les  transform^itions 
ponctuelles,  transformant  les  plans  en  plans,  qu'on  peut  définir 
par  des  procédés  analjtiques.  (oSa-oSg). 

Extrait  d'une  lettre  à  .M.  Segre  (en  français). 

La  question  se  rattache  aux  recherches  de  M.  Segre  {voir  ces  Atti,  t.  \XV, 
XX\T  )  et  se  ramène  à  chercher  une  relation 

Z  =  c?(^) 

entre  deux  variables  complexes,  satisfaisant  aux  conditifins 

'-?(-Si+-2)  =  ?(-^i)-l-?(-S2), 
^{z,z,)       =o{z,)o{z,). 
Les  trois  solutions 

Z  =  o,         Z  =  z,         Z  =  s, 
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où  z  est  la  conjuguée  de  z,  sont  évidentes.  En  admettant  les  raisonnements  de 
M.  Zermclo  {Math.  Ann.,  t.  LIX),  que  l'auteur  appelle  idéalistes,  suivant  les- 
quels tout  ensemble  peut  être  bien  ordonné,  il  y  aurait  une  infinité  d'autres 
solutions;  mais  il  n'y  a  pas  d'autre  solutioti  qui  soit  exprimable  analylique- 
ment. 

Segre  (C.)  [No  i  i?]-  —  Les  coDgriiences  rectilignes  W  aclhérenles 
à  deux  surfaces  réglées.  ( 53g-55o). 

Une  congruence,  ayant  pour  surfaces  focales  deux  surfaces  réglées  non  déve- 
loppables  G,  H,  est  une  congruence  W  lorsque  la  correspondance  qui  en  résulte 
entre  les  points  de  ces  surfaces  (les  foyers  d'un  même  rayon  étant  correspondants 
entre  eux)  fait  correspondre  entre  elles  les  génératrices.  Ces  congruences  ont 
été  complétées  par  M.  Blanchi  {Lezioni  di  Geom.  diffère nziale^  '894,  p.  299  ; 
et  2'  édition,  t.  II,  igoS.  p.  5i  );  sur  leurs  nappes  focales  se  correspondent  les 
lignes  asymplotiques.  L'étude  et  la  construction  de  ces  congruences  sont  faites 
ici  au  moyen  île  la  représentation  de  l'espace  de  rayons  par  les  points  d'une 
variété  quadratique  à  quatre  dfmensions  dans  Sj. 

Morera  {G.)  [T  2^].  —  Sur  l'équilibre  des  corps  élastiques  iso- 
tropes. (676-686). 

Qi,  Oo,  Q.1  étant  trois  fonctions  harmoniques  arbitraires  et  H  une  fonction 
biharnionique  satisfaisant  à  l'équation 

'  I  —  T,  \  Ox-    ~^    f)}'-  Oz- 

(où  T,  est  le  rapport  de  la  contraction  transversale  à  la  dilatation  longitudinale 
dans  le  cas  d'une  barre  tendue  uniformément),  et  si  l'on  pose 

a  =  R  -  Q„  |â  =  R  +  Q,,  y  =  R  --  Q3, 

les  formules 

X    =  ^  +  ^, 
oz'         ây-' 


Y    =-     "' 


iir  dz  ' 


donnent  les  expressions  les  plus  générales  des  pressions.  Pour  expression  de  R 
on  peut  prendre 


Applications. 


Somigliana  (C.)  [Tar/].    ■ —   Sur  rpielques  formules  fondamen- 
lales  de    la  dynamique   des   milieux  isotropes.   Noie  III.  (760- 

779)- 

Voir  ci-dessus  les  Notes  I  et  II  (ces  Atii.,  t.  XLI,  p.  Stiy  et  1070). 
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Galti  i E .)  [T3rt].  —  Recherches  sur  la  succession  des  points 
cardiiiaiiv  dans  les  lentilles  sphériques.  (881-895). 

Predella  (P.)  [Q  2  réf.  P  i  c  réf.  B  106].  —  Recherches  sur  les 
couples  de  quadrlques  d'un  espace  de  n  dimensions.  (937-908). 

Si,  dans  une  quadrique  h  fois  spécialisée  de  S„,  on  regarde  l'espace  double  S,,_, 
comme  le  soutien  d'une  étoile  (formée  par  tous  les  Sj  renfermant  S,,_, ),  les 
S(,_,  de  celte  étoile  qui  constituent  la  quadrique  forment  (considérés  dans 
l'étoile)  une  quadrique  non  spécialisée  ;  c'est  ce  que  M.  Segre  appelle  le  noyau 
de  la  quadrique  spécialisée  donnée. 

Alors,  soient  Q,  0'  deux  quadriques,  non  spécialisées  en  S„,  et  O  l'homogra- 
phie qui  en  résulte  déterminée,  en  regardant  comme  correspondants  deux  points 
qui  ont  même  hyperespace  polaire,  et  soient  S/,,_i,  ...,  S/,^,— 1,  p  espaces  fonda- 
mentaux superposés  de  O.  Soient  encore  C  le  noyau  de  la  quadrique  du  faisceau 
(  Q,  Q'  )  ayant  S/,,-i  pour  espace  double,  et  Q*  le  noyau  de  la  quadrique  du  sys- 
tème (Schaar)  [  Q,  Q  ]  ayant  pour  espace  double  l'espace  fondamental  de 
plans  S/i,-!,  conjugué  à  S/r,— 1.  L'auteur  appelle  quadriques  associées  à  0  et  Q'  la 
quadrique  Q*  et  les  deux  Q,,  Q',,  polaires  de  G  par  rapport  à  Q,  Q'  ;  et  il  en 
relève  l'importance  dans  l'étude  du  couple  donné  de  quadriques  et  de  l'homo- 
.graphie  qui  en  dépend.  Au  moyen  de  ces  quadriques  associées  il  démontre  aussi 
le  théorème  de  Weierstrass  sur  la  transformation  simultanée  de  deux  formes 
quadratiques  en  deux  autres,  en  le  complétant  par  d'autres  résultats;  par 
•exemple  le  suivant  : 

Il  y  a  x~'  -  projectivités  qui  transforment  un  couple  de  quadriques  en 
un  autre,  la  caractéristique  de  l'homographie  étant  pour  chacun  des  deux 
couples 

[/'!-• /*,-!,    ...]. 

Segre  [C.)  [Q  2  réf.  O  5].  —  Sur  une  classe  de  surfaces  des 
hyperespaces,  liée  aux  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre.  (1047-10-9). 

En  supposant  que  les  coordonnées  x '^  soient  des  fonctions  de  deux  paramètres 
u,  V,  on  appelle  surfaces  *I>  celles  pour  lesquelles  on  peut  trouver  six  quantités  A, 
B,  ...,  fonctions  de  u,  v.  telles  que  tous  les   points   satisfassent  à  la  condition 

,  .  ^fPx''-       r^à'-x'-        _c^-.r')        „  dx'''       „dx'''       ,,     ,., 

(i  A— -^^B- — -H-C— — -  +  0— l-E— h  !• .  a;(')  =  0, 

du'  du  Ov  dv-  Ou  dv 

la  même  pour  toutes  les  fonctions  x'-'>.  Géométriquement  on  a  que,  pour  ces 
surfaces,  les  ai-  plans  osculateurs  aux  courbes  de  la  surface  en  tout  point 
général,  au  lieu  de  former  un  cône  V;,  constituent  un  S^  qu'on  appelle  l'espace 
hvperosculateur  en  ce  point.  Les  surfaces  de  l'espace  ordinaire  S3  rentrent  dans 
cette  espèce,  et  pour  chacune  de  ces  surfaces  on  a  un  nombre  infini  d'équations 
analogues  à  (i).  La  même  chose  a  lieu  pour  toute  surface  de  S^,  mais  avec  une 
seule  équation  (i).  Dans  S„,  n  étant  ^5,  une  surface 

a;(')  =  x'-''  (  u,  V  ) 
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est  une  surface «l»  lorsque  la  nialrire  de  /i-f-x   lignes 


r)-x(')     ot-a^''>     ô-x''^!     do;'''!     âa;''''> 


Il     Ou-       Ou  dv       ôv-         Ou        Ov 

est  nulle  ;  pour  n^^,  exception  faite  pour  le  cas  des  développa  blés,  l'équation  (i) 
est  unique. 

Ces  surfaces  *ï>  ont  des  propriétés  géométriques  remarquables,  particulière- 
ment relatives  aux  lignes  caractéristiques  qui  sont  les  oc'  lignes  intégrales  de 
l'équation 

C  du-  —  B  du  dv  -!-  A  dv-  =  o, 

et  qui  dans  le  cas  parabolique  B-  —  4AC=:o  se  comportent  comme  les  asym- 
ptotiques  des  surfaces  ordinaires. 

Dans  Sj,  on  obtient  comme  surfaces  <1>  celles  dont  les  x-  plans  tangents  for- 
ment une  variété  qu'on  peut  aussi  définir  corrélativement  comme  enveloppe 
de  yJ  hyperplans.  La  variété  ¥4,"  lieu  des  plans  tangents  aune  surface  *,  admet 
ce-  espaces  S<  tangents  (  au  lieu  de  oc^  ).  Cette  propriété,  en  dehors  des  surfaces  «t>, 
n'appartient  qu'à  la  surface  de  Veronese. 

Enfin,  l'auteur  indique  deux  sens  dans  lesquels  ses  recherches  peuvent  être 
généralisées:  ou  en  considérant  des  équations  dilTérentielIes  d"un  ordre  plus 
élevé,  ou  en  passant  du  cas  de  deux  variables  u,  v,  à  celui  de  trois  ou  plu- 
sieurs. 

Scorza  (G.)  [Qa  réf.  M,  2].  —  Les  correspondances  (p^p)  sur 
Jes  courbes  de  genre  /?,  et  quelques  applications.  (1080-1089). 

Ce  travail  est  en  relation  avec  les  Notes  que  l'auteur  a  publiées  dans  ces  Atii, 
t.  XXXV,  1899-1900,  p.  443  et  760,  et  avec  le  Mémoire  de  M.  Severi  :  Sulle 
correspondenze  fia  i punti  di  una  curva  algebrica,  etc.  (Meniorie  délia  R. 
Ace.  d.  Se.  di  Torino,  igoS). 

En  toute  correspondance  {p,  p),  à  valence  —  1,  sur  une  courbe  de  genre  jo, 
a:  el  y'  étant  deux  points  correspondants,  les  p  —  i  points  homologues  de  x, 
autres  que_7',  et  \es  p  —  i  points  homologues  de  y'  dans  la  correspondance 
inverse,  autres  que  x,  constituent  ensemble  un  groupe  canonique. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  (  canonique)  d'ordre  2/>  —  2  dans  un  espace  de  p  —  1 
dimensions,  appelons  /?-gone  correspondant  au  point  x  pour  la  correspondance 
donnée  T,  le  polygone  gauche  ayant  pour  sommets  y',  _^",  ...,  j'f/'),  et  /?-gone 
correspondant  à  y  pour  la  correspondance  T~'  celui  dont  les  sommets  sont 
x',  x",  ...,  x''P'>  ;  du  théorème  précédent  on  déduit  que  les  faces  opposées  à  y' 
et  à  X  dans  les  deux  /?-gones  coïncident,  et  par  cela  : 

L'enveloppe  r  des  faces  des />-goDes  correspondant  aux  points  de  la  courbe  C 
pour  la  correspondance  T,  coïncide  avec  l'enveloppe  des  faces  des  />-gones 
correspondant  aux  points  de  C  pour  T-'.  L'enveloppe  est  de  la  classe  ^p{p  —  1) 
et  du  genre  ^p(p  —  i)-i-i. 

Ces  enveloppes  ont  une  importance  particulière  dans  le  cas  des  quartiques 
planes,  et  l'on  arrive  à  établir  d'une  façon  très  simple  le  théorème  de  Luroth  : 
Dans  une  quartique,  ou  il  n'y  a  aucun  penlalalère  complet  inscrit,  ou  il  y 
en  a  un  nombre  in/ini. 
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Laiira  {E .)  [H  \  /].  —  Sur  l'inlégralion  d'un  système  de  quatre 
équations  dilVérenlielles  linéaires  à  déterminant  gauche,  au 
moven  de  deux  équaîions  de  Riccati.  (io8g-i  i  i8). 

Soit 

une  transformation  orlliogonale  dextrorse.  En  supposant  que  les  a-^  soient  des 
fonctions  du  temps,  les  x-  les  coordonnées  orthogonales  d'un  point  de  S,  et 
les  Çj.  celles  du  même  point  par  rapport  à  un  système  mobile  de  coordonnées, 
les  (i)  sont  les  équations  du  mouvement  d'un  système  rigide  en  S4,  autour  d'un 
point.  Posons 

Phk'=   «M«il+  «),-2«i-2+  a,,3«M-l-  «;.4«H» 


Comme  on  a 


il  n'y  a  dans  les  p  que  six  paramètres  indépendants,  et  l'on  trouve  que  les  a^, 
a,t,  MjjL,  «4,,.  satisfont,  quel  que  soit  A',  au  système 


cix 

=             -Puy-Pn^-Pn^ 

dy 
cU 

=  p,.x                 —P,3-—P2',^i, 

dz 
dt 

=  PnX  +  lh,y                  —p,iU, 

du 
~dl 

=  p,,x-^p^,y-^p,^z, 

qui  possède  1 

'intégrale 

•2^"  +  y^  +  ^'  -+-  u^'  =  const. 

Ce  système  (système  c?eZ,ie  suivant  une  dénomination  de  M.Bianchi  ;  \oir Lezioni, 
sulla  teoria  dei  gruppi,  Pisa,  p.  696),  est  lié  au  groupe  des  rotations  autour 
d'un  point  de  S^,  et  peut  se  réduire  à  la  forme 

dt  !;,-T„ 


/>!',  +  Am-    iPr.—    'Py 

^  =■  Z '  —  1  =  —  Pv,-^  Pi,—  iPu  +  '/>, 
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La  transformation  projective 


., 

= 

A^B;, 

'»! 

C  ^  ;,    ' 

■^l 

= 

A  -1-  Br., 

C  H-  T,j 

ç, 

__ 

A+BC, 

—  —  T   f  ce-J 

ceJ 


B  =  ■:, 


C  =  —  /  ce«/  dt, 


T  étant  une  solution  particulière  de  l'équatioD  de  Kicoati 

(O)  _=«  +  ^,^CT-, 

réduit  le  système  (2)  au  suivant 

d\,     __         (;^_-^,)fï^-;j 


dt  -^ 

'2  —  '''ij 

rf-^,    ,  (  A, 

-l:)(  T.,  -  ;,  ) 

rf^     ^ 

;,  -  !;, 

rf:,     ,,(;, 

-;.)(^.-A,) 

(/< 

■'"■->  —  ?i 

dont  l'intégrale  dépend  de  celle  d'une  équation  de  Riccati,  qui,  par  suite  d'une 
erreur  corrigée  ensuite  dans  une  seconde  Note  de  l'auteur  (t.  XLIII,  p.  358), 
est  ici 


-jj  —  —  a  -t-  ty  -H  2  /|Î7  —  (  a  -H  i  Y  )  7-, 


dz 

mais  qui  doit  être 

(4)  g..-^o_I^(_P),^I,, 

L'équalion  du  système  (i)  se  réduit  à  celle  des  deux  équations  (3)  et(4)- 

Balbi  (  V .  )  [U].  —  Positions  apparentes  d'étoiles  du  Catalogue  de 
Newcomb  pour  1908.  (i  166-1186). 


Tome  XLIII;   njoj-igoS. 

Jadanza  {N.)  et  Baggi  {V.)  [U  10].  —  Un  niveau  donnant  avec 
sûreté  la  visuelle  horizontale.  (3- 12). 
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Btn'a/i-Ford  (C.)  [B  12  c].    —    Fonctions  vectorielles.   (i3-24)- 

Si  u'  est  un  vecteur  fonction  du  point  P,  l'auteur  définit  les  deux  opéra- 
tions D,,,  K,,  par  les  conditions 

(  D„;r)  X  a  =  :r  X  grad.(  ?/  x  a), 
(K^x)  X  y  =  {  D„  V  )  x  X. 

Ces  deux  opérations  ont,  entre  autres,  les  propriétés  suivantes  : 

D„  dP  =  du, 
(  \s.„x  )  X  rfP  —  X  K  du, 

et  l'on  peut,  au  moyen  de  D„,  K„,  définir  la  rotation  et  la  divergence,  étant 

(rot.  u)  tx  X  =  D^^x  —  lv„;r, 

(div.  u)a        =  D„a  —  rot.  (  u  /\  a). 

Autres  fonctions  et  formules  veclorielles. 

Boccatcli  [G.)    [U].    —  Ascensions  droiles   de   quel(|ues  étoiles 
londanientHles  du  Catalogue  de  Newcomb.  f-o-pi). 

G  indice  [h .)  [Mo  3f/].  —  Une  dcuionsiialiun  de  Tinséparabilité 
[)ar  ladicaux  des  2^  droites  d'une  surface  cubique.  (02-93). 

Levi  {  B.)\\  lia  réf.  M,  5].   —    Essai  pour  une  théorie   arithmé- 
tique des  formes  cubiques  ternaires.  (99-120). 

Cette  Note  se  rattache  à  celle  de  même  litre  que  l'auteur  a  publiée  dans  le 
Tome  \LI  de  ces  Atli,  igoS-igoG,  p.  789. 

On  rapporte  à  un  paramètre  elliptique  les  points  d'une  cubique  plane,  de 
manière  que  la  somme  des  valeurs  relatives  à  trois  points  en  ligne  droite  soit 
nulle.  Alors  d'un  point  A  on  déduit  rationnellement  une  succession  de  points, 
qui  est  finie  lorsque  la  valeur  du  paramétre  en  A  est  un  diviseur  d'une  période. 
L'auteur  étudie  les  successions  finies  f)btenues  par  des  tangentes  tirées  succes- 
sivement, puis  les  conditions  sous  lesquelles  les  points  obtenus  peuvent  être 
rationnels. 

La  succession  formée  par  A  et  les  tangentiels  successifs  est  finie  : 

a.  Lorsqu'on  arrive  à  un  point  d'inflexion  ; 

h.  Lorsqu'on  arrive  à  un  point  dont  le  tangentiel  coïncide  avec  l'un  des 
points  précédents. 

On  a  le  premier  cas  si  le  dénominateur  du  |iaramétre  de  A  (diviseur  d"une 
période)  n'a  que  des  facteurs  2  et  un  seul  facteur  3.  Le  second  cas  se  présente 
s'il  y  a  d'autres  facteurs,  et  le  polygone  fermé  aura  pour  sommets  tous  les 
points  de  la  succession  lorsque  le  dénominateur  n"a  pas  de  facteur  2  ;  s'il  con- 
tient 2'  il  y  a  V  points  qui  n'entrent  pas  dans  le  nombre  des  sommets. 

Les  successions  a  correspondent  à  une  valeur 
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du  paramélre  fie  A,  et  sont  appelées  par  l'auteur  des   configurations  arbores- 
centes. 

Les  successions  b  correspondent  à  une  valeur 


t  n'étant  par  une  puissance  de  2.  et  s'appellent  des  configurations  polygonales 
simples  si  t  ne  renferme  pas  le  facteur  2,  mixtes  dans  le  cas  contraire. 

Les  seules  con(ij;urations  arborescentes  de  points  rationnels,  qu'on  peut 
déduire  rationnellement  d'un  de  leurs  points,  sont  celles  qui  correspondent  à  la 
formule  (i)  pour  v  =  0,  i,  2,  3,  et  elles  sont  formées  respectivement  par  un, 
deux,  quatre  et  huit  points.  Il  peut  aussi  y  avoir  des  points  rationnels  acci- 
dentels, dont  quelqu'un  des  points  de  la  succession  soit  le  tangentiel. 

Les  questions  relatives  aux  configurations  polygonales  sont  traitées  dans  une 
troisième  Note  (ce  même  Tume,  p.  4i3). 

Vitali  (G.)  [D  I  f/ réf.  C  i  A].  —  Sur  les  groupes  de  points  et  sur 
les  (onclions  de  variables  réelles.  (29.9-246). 

Le  corps  d'un  groupe  S  de  segments  d'une  droite  est  le  groupe  de  points 
appartenant,  même  comme  extrémités,  à  quelque  segment  de  2.  a  étant  un 
segment  aussi  petit  qu'on  veut,  et  2^.  le  groupe  des  segments  de  il  inférieurs 
à  ff,  le  groupe  G  commun  aux  corps  de  tous  les  S^  est  appelé  le  noyau  de  S. 
Alors  : 

Si  le  noyau  de  S  a  une  mesure  finie  m,,  il  existe  un  groupe  fini  ou  dénom- 
brable  de  segments  de  S,  distincts  deux  à  deux,  dont  les  longueurs  ont  une 
somme  =  m,. 

A  l'aide  de  ce  théorème  l'auteur  étend  aux  fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs 
variables  les  méthodes  employées  dans  sa  Note  Sulle  funzioni  integrali, 
publiée  dans  ces  Atti,  t.  XL,  p.  1021,  où  il  a  donné  la  condition  pour  qu'une 
fonction  d'une  variable  réelle  soit  une  intégrale. 

Elia  Levi  (£'.  )  [O  6/.].  —  Sur  la  défortnalion  des  surfaces  flexibles 
et  inextensibles.  (292-802). 

L'égalité  des  éléments  linéaires  ne  suffit  pas  pour  conclure  la  véritable  appli- 
cabilité, il  faut  aussi  qu'il  y  ait  une  succession  continue  de  surfaces,  repré- 
sentant les  états  intermédiaires  entre  les  deux  surfaces  données.  On  appelle 
isométriques  deux  surfaces  satisfaisant  en  générai  à  l'égalité  des  éléments 
linéaires. 

L'auteur  démontre  que  deux  surfaces  isométriques  à  courbure  négative  (ou 
nulle)  sont  toujours  applicables  ;  si  elles  sont  à  courbure  positive,  l'une  peut 
être  appliquée  sur  l'autre  ou  sur  sa  symétrique.  La  symétrie  entre  deux  sur- 
faces à  courbure  positive  exclut  leur  applicabilité. 

Laurn  {E.)  [H4y].  —  Sur  l'inlégration  d'un  sjslènie  de  quatre 
équations  difïérenlielles  linéaires  à  déterminant  gauclie,  au 
mojen  de  deux  éijualionsde  Riccali.  (358-3-8). 

Note  faisant  suite  à  l'autre  du  Tome  XLII.  p.  1089. 
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F-e  sysLènie  considéré  clans  la  iNole  précédente  est  U-ansforiné  par  des  substi- 
tutions linéaires,  pour  rechercher  la  réduction  apportée  dans  l'intégration  par 
la  connaissance  de  solutions  particulières.  En  connaissant  une  solution  parti- 
culière, il  suffit  d'intégrer  une  seule  équation  de  Riccati  ;  en  en  connaissant 
deux,  on  peut  former  l'intégrale  générale  par  une  quadrature. 

Lei'i{B.)  [I  12  rt  réf.  M,  5].  —  Essai  pour  une  théorie  arithmé- 
tique des  formes  cubiques  ternaires.  (4i3-434)- 

Etude  des  configurations  polygonales  simples  et  mixtes,  annoncées  dans 
Fautre  Note  (ce  Tome,  p.  99).  Voir  la  JNote  IV,  faisant  suite  à  celle-ci,  à  la 
page  673. 

Elta  Levi  (^.  )  [T.f  c].  —  Sur  le  problème  de  Fourier.  (435-453), 

Distribution  des  températures  dans  une  aire  plane. 

Étant  y  le  temps  et  jt,,  x„  les  coordonnées,  on  doit  trouver  une  solution  de 
l'équation 

A.,^ ^  ^  f(x^.  X.,,  y  ), 

,jy       ./  \     1       -^  j-  n 

étant 

z{x„x.,.o)=  f,{x,,x^_), 
et  au  contour 

On  simplifie  le    problème    en    le    réduisant   de    manière    à    pouvoir    supposer 
f  =^  f^  =  0.  L'auteur  démontre  aussi  l'existence  et  l'unicité  de  la  solution. 

Morera  (G.)  [V9].  —  Fr.  Siacei.  Commémoration.  (568-5-8). 
Avec  la  liste  des  travaux  de  Fr.  Siacci. 

Zanotli-Bianco  (O.)  [Uio«].  —  l^es  idées  modernes  sur  la 
figure  mathématique  de  la  Terre.  Notes  pour  l'histoire  de  la 
Géodésie.  JNote  Vif  :  La  variation  de  la  latitude  avec  la  hauteur 
et  la  Figur  der  Erde  de  E.   Bruns.  (648-67  i). 

Voir  la  Note  VI  dans  le  Tome  XLII,  p.  167,  et  une  Note  VIII  dans  ce  Tome, 
p.  706. 

Levi  (B.)  [I  12  rt  réf.  M,  5].  —  Essai  pour  une  théorie  arithmé- 
tique des  formes  cubicpies  ternaires.  Note  IV.  (672-681). 

Suite  de  la  Note  insérée  dans  ce  Tome  à  la  page  4i3.  Ici  l'Huleur  étudie  les 
configurations  polygonales  mixtes,  ayant  des  points  rationnels  accidentels. 

Jadanza  i^N.')  [T  3  «].  —  La  lunette  de  Galilée  empkiyée comme 
microscope.  (685-688). 


I20  SECONDE   PARTIE. 

PizzrltiiP.)  [J  2  6].  —  Sur  la  démonslralion  d'un  lliéorènie 
fondamenlal  dans  le  calcul  des  probabilités.  (698-704). 

Théorème  de  Bernoulli. 

Zanotti-Bianco  (0.)  [U  10  a].  —  Les  idées  modernes  sur  la 
figure  de  la  Terre.  Notes  pour  l'histoire  de  la  Géodésie. 
Note  VIII  :  La  variation  de  la  latitude  avec  la  hauteur  et  la 
Figur  (1er  Erde  de  E.  Bruns.  [-03--1-). 

Vuir  la  Noie  VU  dans  ce  Tome,  p.  fi48. 

Sannia  (G.)\^0  (i  k\  —  Sur  le  théorème  de  Moutaid  et  sur  son 
interprétation  géométrique  pour  les  congrueiiccs  W.  (^'-j^h--C)2). 

La  recherche  des  déformations  infinitésimales  d'une  surface  dépend  de  l'inté- 
gration d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  à 
deux  variables  (équation  caractéristique) 

"''      m 


du  ôv 


d"-b       d-"}       ,.^ 
du-        ov- 

suivant  que  la  surface  est  à  courbure  négative  ou  positive.  Ce  sont  les  formes 
normales  de  l'équation  caractéristique,  la  surface  étant  rapportée  aux  lignes 
asymptotiques.  L'auteur  prend  l'équation  caractéristique  générale,  relative  à 
une  surface  rapportée  à  un  double  système  orthogonal  quelconque,  et  cette 
équation  peut  se  réduire  à  la  suivante: 


_.  _;    6j   =    [-  *(^'    y    T-'    ^'^) -A ^j 


l'opérateur  <1»  élant  défini  par 


D" 

A 

a-           D'      c)-           D    0- 
dif-       '  A    du  dv        A    di'- 
_^fù    D"        d    D'\    (1 

(" 

D 

d    D" 

)   " 

\du    A        <)v    A  /  du 

[ov 

A 

(lu    A 

Kn' 

^  A      A       A 


A  =  vl  L>D"—  D'-  i  . 

Pour  ce  cas  de  l'équation  caractéristique  générale,  l'auteur  démontre  les 
théorèmes  de  Moutard  et  de  Bianchi. 

Pour  les  congruences  W  dans  lesquelles  est  constante  la  différence  des  carrés 
des  distances  des  points  limites  et  des  foyers,  on  a  que  les  courbures  K,  Iv,  des 
deux  nappes  de  la  surface  focale  sont  l'une  fonction  de  l'autre. 

♦S'acco  (C)  [T  ô  6].    —   Aberrations   et  réflexions  nuisibles  pro- 
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(luîtes   par  les   filtres   de    liiniière    dans  les  appareils  |>hotogra- 
phiqiies.  (^6---82). 

]'oir  Noie  II  à  la  page  856. 

Toneiti  (L.)  [C  a  A].    —  Sur  la   roclitic.ilion  des   courbes.   (783- 
800). 
Éiani 

une  courbe  reclifiable  el  /  sa  longueur,  Vintégrale  (dans  le  sens  de  Lebesgue) 

/  \[xyt)f-r-  [y{t)y-^[z{i)]uu, 

-    E 

étendue  au  groupe    E    des    points  où  les  x' ,  y','  z'  existent  et  sont  finies,  existe 
toujours  et  a  une  valeur  ~L 

Si  les  JT,  y,  z  sont  absolument  continues,  cette  intégrale  est  égale  à  /.  Celle 
continuité  absolue  de  or,  y,  z  est  aussi  une  condition  nécessaire. 

Guidi  {C.)\T-).h\  —  Contribution  à  la  ihéorie  des  arcs  élas- 
tiques. (8og-8i6). 

Bertini  {E.)  el  Severi{F.)  [Q  2  réf.  M,  â  c\  —  Observations 
sur  le  Restsatz  pour  une  couibe  de  l'hjperespace.  (847-855). 

.M.  Castelnuovo  appelle  adjointe  à  une  courbe  irréductible  C  d'un  espace  S,., 
une  hypersurface  qui  en  tout  point  s-uple  de  C  se  comporte  comme  le  cône  qui 
projette  d'un  S^_,  général  une  courbe  adjointe  à  la  projection  plane  de  C,  et 
démontrent  que  les  hypersurfaces  adjointes  d'ordre  sufrisamment  élevé  donnent 
sur  C  une  série  complète  non  spéciale.  De  ce  tbéorème,  M.  Bertini  déduit  que, 
sur  une  courbe  qui  est  Tintersection  complète  de  /  —  i  hypersurfaces,  les 
hypersurfaces  adjointes  d'un  même  ordre  quelconque  donnent  une  série  com- 
plète. De  là  le  Restsartz  pour  ce  cas. 

Lorsque  C  n'est  pas  une  intersection  complète,  on  peut  y  faire  passer  /•  —  1 
hypersurfaces  de  manière  que  l'intersection  résiduelle  C  n'ait  aucune  partie 
multiple.  Alors  les  hypersurfaces  de  même  ordre  suffisamment  élevé,  adjointes 
à  C  el  passant  par  C,  donnent  encore  une  série  complète  sur  C.  dans  le  cas 
où  C  est  aussi  irréductible  el  où  C  et  C  sont  dépourvues  de  points  Miultipks; 
mais  M.  Bertini  dit  qu'il  reste  à  décider  si  cela  a  lien  en  général. 

M.  Severi  répond  affirmalivement  à  celle  dernière  question,  ce  qui  assure  le 
Hestsatz  pour  tous  les  cas. 

Sacco  {G.)\T'àb\  — Aberrations  et  réflexions  nuisibles  produites 
par  les  filtres  de  luinit're  dans  les  appareils  photographiques. 
Note  II.  (856-8-4). 

La  Noie  I  est  dans  ce  Tome,  p.  76-. 
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Gatti  (J^.)  [Ï3rt].  —  Segments  correspondant  à  des  images 
réelles  dans  certains  systèmes  dioptriques  centrés.  (8-4-889, 
1  planche). 

Paneltl  {M •)  [T  2  6].  —  Sur  la  déformation  des  solides  élastifjues 
prismatiques,  produite  par  l'elTort  de  tranche.  (96o-C)'-2). 

Fano  (G.)  [Q  2  réf.  Mo  8].  —  Sur  certaines  variétés  algébriques 
à  trois  dimensions  ayant  tous  les  genres  nuls.  (973-984). 

Pour  les  variétés  à  trois  dimensions,  l'annulation  fie  tous  les  genres  n'est 
pas  une  condition  suffisante  pour  la  rationalité,  c'est-à-dire  pour  qu'elles  soient 
représentables  sur  l'espace  S3.  L'auteur  établit  ce  fait  pour'  les  deux  variétés 
suivantes  : 

j"  La  variété  générale  du  quatrième  orilre  V  de  S4  ; 

2°  La  variété  Mf  intersection  générale  d'une  quadrique  et  une  variété  cubique 
de  S,. 

Segre  {C.)  [iMo9e].  —  Sur  la  génération  des  surfaces  admettant 
un  double  système  conjugué  de  cônes  circonscrits.  (980-997). 

Les  points  de  ces  surfaces  sont  donnés  par  les  coord<jnnées  liomogènes 

^,  =  /,{w)H-§'.(f  ), 

et  l'on  a  la  construction  suivante  : 

On  prend  sur  un  cône  deux  courbes  A,  B,  et  sur  un  autre  cône,  ayant  même 
sommet,  deux -autres  courbes  C,  D.  Étant  a,  b  deux  points  homologues  des 
premières,  et  c,  <i  deux  points  homologues  des  secondes,  le  lieu  du  point  ac,  bd 
est  une  des  surfaces  mentionnées. 

Propriétés  de  ces  surfaces;  en  particulier  de  celles  sur  lesquelles  les  courbes 
de  contact  des  cônes  circonscrits  forment  deux  systèmes  conjugués  de  courbes 
planes.  Dans  cette  dernière  catégorie  rentrent  la  cyclide  de  Dupin  et  la  surface 
romaine  de  Steiner. 

Sjorza  (G.)  [Q  I,  1^].  —  Sur  quelques  points  de  l'extensimélrie 
non  euclidienne.  (  io47-io53). 

Dans  l'espace  de  courbure  constante  Iv<o,  le  volume  P,  du  tétraèdre  normal, 
deux  fois  asymptotique,  à  dièdre  latéral  z.  est  donné  par 

P,  =  j-    /       log2  sin  ^  c/^. 

2  i  K-  -^^ 

Pour  z  réel  et  compris  entre  o  et  -,  on  a  le  développement 

I       % -1  S  i  n  ■:>.  n  z 
4  i  Iv-  "^ 
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Tout  tétraèdre  est  composé  par  des  tétraèdres  normaux  biasymptotiques,  mais 
comme  ils  peuvent  être  imaginaires,  et  ils  le  sont  nécessairement  dans  le  ras 
elliptique,  l'auteur  donne  un  développement  de  P;  pour  des  valeurs  complexes 
z  =  X  -T-  iy.  Il  trouve  pour  ^  =  o 


et  pour  ;k  =  o 


4  \  1  1        \jLi  n- 


Laura  (E .  ')\V  ^  e\  —  Sur  les  Iransfoimalions  de  contact  qui  sont 
Iranstorinées  en  elles-mêmes  par  le  groupe  des  rotations  autour 
d'un  point.  (io.73-io^<)). 
Ces  transformations  sont  toutes  contenues  dans  les  équations 

s  I  -^  p'  -r-  q' 

y'  =y  fA p.  '« ) ""         /■.•  I  ?^  '•  ). 

V  i^P'-r-  q- 

Z'   =  z  /,(p,   A)  ~  ''  /A?,  À). 

Si-\-p'^q' 
où 

px  ~  qy  ^  z 


\/ l  -\- P- -r-  Cf 

p  =  x--{- y-  -f-  Z'. 
et  les  fonctions/,,/,  doivent  satisfaire  à  l'équation 
/.(X,P)(x^_^\_^3/.(a,p)(à^-^)^21L4:A2(,_>,)  =  o. 

•'  ^  '    '   \       (J/.  Cfk  J  •'-^      ''       v       Op  fjp  /  C*(A.  p)     ^'  ' 

Ce  groupe  est  formé  par  les  transformations  par  rayons  vecteurs,  celles  par 
polarité  par  rapport  à  une  sphère  de  rayon  quelconque  et  ayant  pour  centre  le 
point  fixe  et  celles  de  contact  dont  l'unique  équation  génératrice  est 

xx' ^ yy' -^-  zz'  =  V {x"- ~ y- -^  z"-,  x'"- -^ y'- -h  z'-). 

Burali-Forti  (C  .)[\^  12  c,'/].  — •  Les   quaternions  de  Hamilton 
et  le  calcul  veeloriel.  (i  i4'>i  164). 

L'auteur  obtient  les  quaternions  au  moyen  du  calcul  vectoriel,  en  donnant  la 
définition  suivante  d'un  quaternion  : 

On  dit  que  a  est  un  quaternion  lorsque,  a  étant  un  opérateur  pour  les  vec- 
teurs, il  existe  au  moins  un  nombre  réel  s  et  un  vecteur  u  tels  qu'on  ait  pour 
tout  vecteur  j;  normal  à  u 

OLX  :=^  SX  -i-  n  A  X. 

[La  notation  olx  est  ici  employée  au  lieu  de  x{x).] 
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Il  donne  aussi  par  la  même  voie  les  définitions  et  les  propriétés  relatives  aux 
opérations  sur  les  qualernions  :  en  particulier  il  insiste  sur  la  nécessité  de  con- 
server les  deux  opérateurs  de  Hamilton  I,  I-',  abandonnés  ensuite  à  cause 
d'une  confusion  que  l'on  a  faite  entre  qualernion  droit  et  vecteur. 

S.  R. 


DET    KONGELIGE    DANSKE    VIDEXSKABERNES    SELRKABS 
SKRIFTER,  Naturvidenskabelig  og  mathemetisk  Afdeling  (  '  ). 

Cinquième  série  :  Tome  XII. 

Thiele  (^T.-N.).  —  Sur  l'application  de  la  mélhode  des  moindres 
carrés  à  quelques  cas  où  une  complicalioii  de  certaines  espèces 
de  sources  d'erreurs  fortuites  el  de  difFérenle  nature  donne  aux 
erreurs  un  caractère  systématique,  1880.  (28  |).  en  danois). 

Sixième  série  :  Tome  I. 

Steen  (A.)  —  Intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre,  1882.(1.5  p.  en  danois). 

Tome  II. 

Gram  (J.-P. ).  —  liecherche  sur  la  multitude  de  noml)res  pre- 
miers au-dessous  d'une  limite  donnée,  1884  (106  p.  en  danois, 
ig  p.  en  français)  (-). 

Thiele  (7^.-A. ).  —  Sur  les  définitions  du  nombre,  des  espèces  de 
nombres  et  des  déterminations  sembhibles  aux  nombres,  1886. 
(64  p.  en  danois). 

Examen    des    principes   fcndamenlaux    du     calcul    numérique    et    du    calcul 
symbolique. 


(')  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  des  Lettres  de  Danemark, 
section  des  Sciences.  Voir  Bulletin,  \..,  p.  191. 

(-)  Une  analyse  de  ce  .Mémoire  se  trouve  dans  le  Bulletin  W,,  première  Par- 
tie, p.  ihh. 
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Tome   in. 

Zeuthen  [H. -G.).  —  [..a    théorie    des    coniques   dans   l'anliqnilé, 
i885.  (3i4  p-  en  danois)  (' ). 

Valentiner  [H.].  —  La    théorie  des  groupes  finis  de    Iransfornia- 
tions,  1889.  (142  p.  en  danois,  3i   p.  en  français). 

Ce  Mémoire  traite  des  groupes  finis  de  transformations  linéaires  et  contient  la 
délerniination  algébrique  de  tous  les  groupes  de  transformations  d'une  droite 
en  elle-même  et  d'un  plan  en  lui-même. 

Les  premiers  avaient  été  trouvés  sous  une  forme  plus  géométrique  par 
M.  Klein;  quant  aux  autres,  on  sait  ([ue  les  groupes  trouvés  par  M.  Valentiner 
ont  été  plus  tard  l'objet  ou  le  point  de  départ  de  recherches   il'autrcs   auteurs. 

Loi-enlz  [L.].  —  Recherches   analytiques   sur  les   midtitiides  des 
nondires  premiers,   1N91.  {'■>.\  p-  en  thuiois). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  fonction  '^  {x)  de  Hiemann,  cherche 
à  en  déterminer  analytiquement  la  partie  non  périodique  aussi  exactement  que 
possible  et  à  en  déterminer  la  partie  périodique  par  des  séries  dans  lesquelles 
les  termes  du  plus  haut  degré  par  rapport  à  x  prennent  le  premier  rang. 

Tome  VII. 

Grani  [J  .-P .  .  —  Etudes  de  fpielques  fondions  numériques,  1S90. 
(28  p.  en  danois,  6  p.  en  (rancais). 

Le  but  de  Fauteur  a  été  d'éprouver  jusqu'à  quel  point  on  peut  pousser  les 
recherches  des  fonctions  numéri(|ues  en  renonçant  à  l'aide  de  la  théorie  ana- 
lytique des  nombres.  Pour  objet  de  cet  essai  il  choisit  le  dénombrement  des 
nombres  composés  de  peu  de  facteurs  premiers,  par  exemple  2,  3,  5,  ...,  et 
recherche:  1»  combien  il  existe  de  ces  nombres  composés  au-dessous  d'une  cer- 
taine limite  n;  2°  quelle  est  la  somme  des  nombres  X  de  Liouvilie  qui  y  cor- 
respondent [À(  2'-'-,  3?,  5ï,  ...  )  =  —  i«+?^ï---].  Les  fonctions  exprimant  le  résultat 
de  ces  opérations  sont  appelées  Nj  3  5 ...(«)  et  L^  3  5      {n). 

L'auteur  commence  par  établir  plusieurs  théorèmes  sur  les  diviseurs  d'un 
nombre  donné  et  certaines  fonctions  numériques  de  ces  diviseurs,  par  exemple 
les  suivants  : 

i;!j.(f/)  (log  rf)'  =  (  —  i)'.i.2...^.1oga  logé  loge..., 

Za(<:/)  (logf/f)'  =  o 

(  s  entier  et    <  t). 

(  '  )   Le    Bulletin   X,^,  première   Partie,    p.  a63,    contient   une    analyse   du   Livre 
qui  est  la  traduction  en  allemand  de  ce  iMénioire. 

Bull,  des  Sciences  nialhéni.,  2'  série,  t.  WXIV.  (Septembre  1910.)      \\.<j 


15.6  SECONDK    l'AirilK. 

où  ^  est  le  nombre  des  facteurs  prenjiers  dilTércnls  a,  h,  c,  ...,  dti  nombre 
donné  n;  d  un  diviseur  quelconque  de  ce  nombre,  ii-{d)  le  nombre  de  Môbius 
correspondant  à  d,  et  où  les  sommes  s'étendent  à  tous  les  diviseurs  d. 

Aux  recherches  sur  la  fonction  N(ra)    s'appliquent   les   propriétés  suivantes: 
celle  de  satisfaire  à  l'équation  fonctionnelle 

où  a,  b,  c,  ...  sdfii  les  facteurs  premiers  de  n,  et  celle  qu'exprime   l'équation 


On  en  déduit  :  soit  des  résultats  particuliers  tels  que 

N,_  3  (  \f^^^)  =  li  ^  (  a  4-0   (  ?  -H  i)  -M  . 

et  si  i*  et  3?  sont  des  puissances  successives  de  2  et  3,  ordonnées  suivant  leur 
i;raiidenr, 

N,^3(2«)  +  N\3(3?)  =  (a  +  i)(?+i)  +1: 

soit  des  formules  de  récursion  générales,  passablement  faciles  à  appliquer  au 
calcul  de  N(n)  dans  les  cas  où  n  ne  contient  qu'un  petit  nombre  de  facteurs 
premiers  différents. 

Le  résultat  le  plus  remarquable  est  le  fait  que  l'équation  fonctionnelle  que 
nous  venons  de  citer  est  aussi  satisfaite  par  les  polynômes  algébriques  en  log  (n) 
dont  le  degré  est  au  plus  égal  au  nombre  des  facteurs  premiers  différents 
a,  b,  c,  ....  L'auteur  en  profite  pour  déduire  une  formule  approchée,  qui  a, 
pour  deux  facteurs  premiers  a,  b,  la  forme  suivante: 

_  I      (logw)-  I        log  aè  ^  I    (  log  ab)'  -^  log  a  log  b 

^-bi'^)  =  -  log  a  log  6  "^  2   log  a  log  6    "^"  '^  71  log  a  log  6  ' 

qui  permet  un  calcul  très  précis  de  ?s. 

De  semblables  méthodes  sont  appliquées  à  l'étude  de  la  fonction  L(«).  Il  s'est 
montré  qu'elle  oscille  autour  de  zéro,  et  l'auteur  indique  pour  la  grandeur  des 
différences  une  limite,  mais  trouve  vraisemblable  qu'elle  soit  loin  d'être 
atteinte. 

Tome  VIII. 

Biichwaldt  [F.].  —  Les  liquides  el  leurs  vapeurs  peuvenl-lls 
avoir  une  ('quation  commune  relative  à  leur  état?  Etude  malhé- 
matique  basée  sur  une  exposition  succincte  de  la  théorie  malhé- 
inalique  de  lit  c.lialeiir,  1896.  (64  p.  ou  danois,  6p.  eu  français). 

Nielsen  (A'.).  —  Reclierche  sur  les  sommes  de  puissances  réci- 
pro(jues  et  leur  a|>p!ication  à  des  séries  et  ii  des  intégrales,  1898. 
(49  j).  en  danois). 
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L'auleur  résume  et  achevé  ses  recherches  sur  une  queslion  doiiL  il  s'était 
déjà  occupé  dans  deux  Mémoires  insérés  aux  Oversigt  de  l'Académie.  Il  s'agit 
avant  tout  d'expliquer  une  différence  qui  a  lieu  entre  les  sommes  £«~'  suivant 
que  l'exposant  entier  5  est  pair  ou  impair.  Dans  le  premier  cas  la  somme  peut 
être  exprimée  comme  le  produit  d'un  nombre  rationnel  et  de  -,  tandis  que  dans 
le  dernier  on  ne  connaît  aucune  expression  semblable. 


Tome  X. 

Juel  [C).  —   Introduclion  à   la    lliéorie   des  courbes  gra[)luqiies, 
1899.  {-5  p.  en  danois,   i5  p.  en  français). 

Une  partie  des  recherches  sur  la  figure  des  branches  d'une  courbe  algébrique 
de  l'ordre  n  résulte  exclusivement  de  la  propriété  qu'elles  sont  fermées  et 
qu'elles  rencontrent  une  droite  au  plus  en  n  points.  En  prenant  ces  propriétés 
pour  définition  d'une  courbe  graphiijue  donlre  n,  l'auteur  compose  une  théorie 
utile  à  la  (ois  pour  l'étude  des  courbes  algébriques,  et  pour  notre  connaissance 
générale  des  formes  de  trajets  dans  le  plan,  produits  d'une  manière  quel- 
conque. L'auteur  donne  un  aperçu  complet  sur  les  courbes  graphi(iues  des 
ordres  2,  3,  4-  Ses  résultats  ne  sont  pas  le  fruit  de  vagues  intuitions,  mais  ils 
sont  fondés  sur  des  conclusions  exactes.  A  cet  effet,  il  démontre  et  fait  usage 
du  «  principe  graphique  de  correspondance  »  que  voici  :  Si  sur  une  même  ligne 
fermée  on  suppose,  entre  des  points  X  et  Y,  une  correspondance  telle  qu'à 
chaque  point  X  correspondent  q  points  Y  et  qu'à  chaque  point  Y  correspondent 
j>  points  X;  si,  en  outre,  deux  points  X  (ou  Y)  correspondant  à  un  même 
point  Y  (ou  X)  ne  peuvent  jamais  coïncider;  si,  troisièmement,  les  deux  sens 
correspondants  sont  contraires,  alors  on  aura  /)  -h  </  points  correspondants  qui 
se  confondront. 

Septième  série  :  Tome  I. 

Jael  \C .  ..  —   Sur   des  courbes   non  analytiques,    1906.  (()i   p.  en 
danois  j. 

Miilgré  l'altération  du  nom  à  laquelle  correspond  une  variation  du  [)oint  de 
vue,  ce  travail  est  une  continuation  du  .Mémoire  sur  les  courbes  graphiques 
dans  le  Tome  X  de  la  6=  série.  Après  quelques  suppléments  aux  résultats  qui  y 
étaient  obtenus,  l'auteur  commence  une  étude  semblable  des  courbes  gauches 
non  analeptiques  :  courbes  gauches  du  troisième  et  du  quatrième  ordre,  en  par- 
ticulier celles  qui  se  trouvent  sur  un  hyperboloïde  gauche  et  courbes  du 
«'<■■"«  ordre  sur  un  hyperboloïde  qui  rencontrent  les  génératrices  d'une  série  en 
n — I  points.  Enfin  il  aborde  la  question  de  l'existence  de  courbes  planes  non 
anal3'tiques  qui  rencontrent  un  cercle  en  4  points  au  plus. 


Tome  II. 

JSiclsen  {JV.).  —  Recherches  sur   une  classe   de   fondions   méro- 
niorplies,  1904.  (44  P-  en  français). 
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Dans    un   Mémoire    inséré   aux    Annales  scientifiques   de  V Ecole  Normale 
supérieure,  l.  XIX  ('),  l'auteur  avait  appliqué  l'intégrale 


^{z)z-Ulz, 


où  la  fonction  !p(s),  du  reste  arliitraire,  est  soumise  à  certaines  conditions,  au 
développement  d'une  fonction  en  une  série  suivant  des  factorielles.  Ici  il  s'oc- 
cupe encore  de  l'application  de  la  même  intégrale  au  développeinenl  de  fonc- 
tions en  séries  de  la  forme 

V^  "  !  A,  „ 


{x-\-s){x-^s-hi)...{x^s-^n) 


Un  lies  résultats  remarquables  auxquels  parvient  l'auteur,  c'est  que  ni  le  quo- 
tient différentiel  ni  l'intégrale  d'une  fonction  développable  en  une  série  de  celte 
forme  ne  se  laisse  développer  en  une  série  semblable. 

I\ielsen  [N.).  —  Recheiclies  sur  les  lonctioiis  sphériques,   1906. 
(5^  p.  en  liançais). 

L'auteur  définit  les  fonctions  métasphériques  au  moyen  d'une  équation  aux 
différences  finies  et  d'une  équation  difléreniielie  plus  générale  que  celles  qui 
servent  ordinairement  à  définir  les  fonctions  sphériques,  et  réunit  ainsi  la 
déduction  des  propriétés  communes  aux  différentes  espèces  de  fonctions  s[ilié- 
riqucs. 

Tome  V. 

Nielsen  {N.).  —   Recherches  sur  (quelques  généralisations  d'une 
idenlilé  intégrale  d'Abel,  190".  (36  p.  en  fiançais). 

L'auteur  obtient,  au  mojen  de  transformations  trigonométriques  de  lideiitité 
trouvée  par  Abel 

sin/iT:     /*■'■         da  r"f'{z)dz 

plusieurs  formules  qu'il  applique  ensuite  à  la  transformation  de  différentes 
séries.  De  celte  façon  il  obtient,  par  exemple,  des  généralisations  de  théorèmes 
contenus  dans  son  Handbucli  der  l'heorie  der  Zylinderfunctionen. 


Tome  VI. 

Hansen  [C).  —  Recherches  sur  les  singiilaritésde  certaines  séries 
spéciales  sur  leur  cercle  de  convergence,  1908.  [dy  p.  en  Iran- 
çais). 

(')  Bulletin,  igoS,  p.  i33. 
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Les  séries  dont  s'occupe  l'auteur  sont  la  série  de  Lambert 

L(5),         o{s)  =  L{s)  —  2L{s^-) 
et  une  série  de  Weierstrass  comprise  comme  elles  dans  l'expression 


Il  en  trouve  des  expressions  asymptotiques  correspondant  au  cas  où  s  s'ap- 
proche des  points  du  cercle  d'unité  déterminé  par  les  racines  primitives  de 
l'équation  a""  =  i. 

H.  Z. 


INYT  TIDSSKRIFT  FOR  MATIIEMVTIK,  B,  rédigé  par  P. -T.  Foldberg  et 
G.  JuEL  (1890-1898),  et  ensuite  par  G.  Juel  et  'V.  Triiîu  (i). 

Tome  I;  1890. 

Zeiithen  [H. -G.).  —  Sur  la  transformation  d'équations  difTéren- 
tielles  à  deux  variables  par  l'introduction  de  coordonnées 
linéaires.  (  i-io). 

Jucl  [C .).  —  Problèmes  qui  ont   un   nombre  infini  de  soUitions. 

(11-23). 

Foldberg  (  P.-J .).  — Intégration  de  quotients  différentiels  exacts  , 
de  la  forme  '^{x,y,  ■£,  ...,  £^|.  (23-27). 

Thiele  {T.-N.).  —  \]\\  héiilage  d'0|^permann  (33-39). 

Il  s'agit  d'une  règle  simple  pour  exprimer,  avec  une  convergence  excellente, 
une  racine  d'ordre  quelconque  par  une  fraction  rationnelle. 

Lorenz  {L.).  —  Le  système  des  circonscriptions  électorales  et  la 
minorité.  (4o-48). 

SeideUn  (C.).  —   Sur  la  représentation  axonométrique.  (49-55). 


(')  Continuation  du  Tidsskrift  for  Mathenialik  (voir  Bulletin^  Xl\;,  p.  ^^  )• 
La  Seclion  A  coniient  seulement  des  articles  sur  les  Mathématiques  élémen- 
taires. Les  articles  sont  en  dani>is  (ou  suédois),  à  l'exception  de  ceux  dont  la 
langue  est  indiquée  expressément. 
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Thiele  [T.-J\.).  —  Sur  le  j)rol)lème  des  circonscriplioiis  élcclo- 
r;ile.s.  (56-fi3). 

Zeutlien  [H. -G.).  —  Nouvelle  déinonslralion  de  l'existence  d'une 
racine  d'une  équation  algébrique.  (45-47)- 

Zeutlien  [H. -G.).  —  Résolution  et  généralisation  de  la  question 
suivante  :  Trouver  sur  une  surface  spliérique  une  courbe  de 
curvatuie  constante.  (6"--j6). 

Lorcnz  (/-.).  —  Sur  un  facteur  discontinu  (76-79). 

Lindhagen  (A.).  —  Sur  la  direction  moyenne  d'une  ligne  brisée 
ou  d'une  courbe  dans  le  plan.  (80-82). 

Tome  H;  1891. 

Jensen  (J.-L.-î-V.-V.).  —  Généralisation  d'un  ihéorènie  de 
Tcheb\chefT.  (i-3). 

Voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1888,  p.  i34. 

Juel  (C).  —  Note  à  une  construction  de  Newton.  (3-6). 
La  construction  de  Newton  se  trouve  aux  Principia,  I,  leniine  XXII. 

Juel  {C .).  —  Démonstration  géométrique  du  théorème  de  Vi- 
viani.  (6-8). 

Jensen  (J.-L.-JV.-V.).  —  La  théorie  de  la  fonction  gamma 
exposée  d'une  manière  élémentaire.  (33-35,  5---2,  83-85). 

Bang  i^A  .-S .).  —  Sur  les  nombres  premiers  de  certaines  formes 
déterminées.  ('^3-82). 

Tome  III;  189-2. 

Brunn  {J.-B.).  —  (Calcul  approximatif  des  racines  réelles  de 
l'équation  logarithmique  du  premier  degré,  (i-io). 

Juel  ( C .).  —  Etude  sur  une  Iransformalion  de  Lagnerre.  (10-24). 

Valentinei'  {H.).  —  Sur  la  construction  des  courbes  du  troisième 
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et  du  (|ual firme  ortlro,  déterminées  pnrr)  ou  i4  de  leurs  poinls. 
(33-48). 

Grain  [J.-P.).  —  Sur  réqualiou  iridélerminée  du  preuiier  dej,M'é. 
(57-71,  73-85). 

Guldberg  {AS).  —  Sui-  les  singularités  des  équations  difFéien- 
tielles  (lu  premier  ordre.  (86-91). 

ISielsen    (iV.  ).    —    ()uel(|ues    propriétés    des    nombres    naturels. 

Tome   IV;   1890. 

Nielsen  (^A^).  —  Sur  les  sommes  de  puissanees  des  nombres  na- 
turels. (1  -10  j. 

Heumann  (C).  —  Démonstration  d'un  tliéorème  appartenant 
aux  apjjJieations  gt'omélriques  du  calcul  des  |)robabilités.  (^5- 
29)- 

Nielsen  {N.).  —  La  valeur  limite  de  y//?  pour  n  --=c/o.  (sg-So). 

Nielsen  [H  -P.).  Sur  les  combes  non  composées  du  quatrième 
ordre  qu'une  rotation  de   120"  lait  coïncider  avec  elles-mêmes. 

(3o-34). 

Bang  [A. -S.).  —  Sur  une  équation  du  troisième  degié.  (57-39). 

Iversen  (^J.-M.  ).  —  Quelques  propriétés  des  courbes  planes  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme  [  — j  =sin/i8,  où  n  est 
un  nombre  entier,  positif  ou  négatif.  (59-67). 

Zeuthen  [II.- G.).  —  Remar(|ues  sur  la  détermination  des 
asymptotes  de  courbes  déterminées  |)ar  une  équation  dilTéren- 
lielle  du  premier  ordre.  (73-77). 

Wythojf  i^lV.-A.).  —  Nouvelles  démonstrations  d'un  théorème 
de  probabilité.  (77-81). 

Nielsen  {N.).  —  Une  intégrale  double.  (81-82). 

Nielsen    {N.).    —   Un    théorème    sur    les    fonctions    circulaires. 

(8a-83). 


SECONDE   PAUTIl':. 


Tome  V  ;  i8g4. 


Herinite  [Ch.).  —  Sur  les  polynômes  entiers  à  une  variable. 
(i-4,  en  fiançais). 

Meyer  [A .).  —  Systèmes  d'é(|tiations   (\u  premier  degré.  (4-i"'). 

IJ'inian  (A.).  —  Sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  planes  du 
troisième  ordre.   (]~-2'2). 

Niclsen   iN.).    —    Sur    loir  2   et    la   série ^ — I •  •  •  • 

^  '  ^  \-  V-  d2  72 

(22-23). 

Cavallin  (C.-B.-S.).  —  Dé(lu(;tion  de  (piebpies  formules  dans  la 
théorie  des  nombres.  (33-38). 

li'ersen  [J.-M.).    —    Remarcpies  sur    l'équation    d'une    conique. 

(38-4o). 

Crone  [C .).  —  Quelques  modèles  cinémati(jues.  (3^-62). 

Christensen  (A. -A.)  (l'auteur  a  pris  j)lus  lard  le  nom  de 
Bjôrnbo).  —  Sur  la  (piadratuic  du  cercle  dans  l'antiquité 
grecque.  (63-6^). 

Meyer  {A.).  —  La  longueur  de  la  circonférence  et  l'aire  du 
cercle.  (68--2). 

Meyer  (A.).  —  Suites  d'approximations,  1  (introduction  à  un 
cours  d'Analyse).  (81-92). 

Bang  (^A.-S.).  —  Nou\elle  démonstiatiou  de  la  loi  de  récipro- 
cité. (92-95). 

Tome  VI  :  189J. 

Guldberg  (A.).  —  Sur  la  détermination  des  lignes  géodésiques 
de  quelques  surfaces  particulières.  (1-6). 

Bang  [A. -S.).  —  Sur  l'éqiialion  'Oaix)  =  o.  ((3-12). 

Juel  [C).  —  Sur  les  polyèdres  qui  sont  égaux  à  leurs  images  dans 
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lin  miroir  plan  sans  être  composés  de  deux  moitiés  symélriqties. 

(l2-l5). 

Mcyer  (A.).  —  Suites  d'approximations,  II  (41-02),  III  (-3-83). 

Cliristensen  [A. -A.).  —  Sur  la  quadrature  du  cercle  dans  l'anti- 
quité grecque,  II  (52-56,  84-89). 

Petersen  (Joh.)  (l'auteur  a  pris  plus  lard  le  nom  de  Hjelmslev). 
—  Sur  le  problème  d'inscrire  une  sphère  à  un  quadrilatère 
gauche.  (56-64). 

Jiiel,  {C).  —  Note  sur  la  définition  d'une  intégrale  définie. 
(64-67). 


Tome  VU;  1896. 

Gi/ldberg  (A  .)  —  Note  sur  les  équations  différentielles  du  second 
ordre.  (1-6). 

Juel  (C).  —  Sur  la  définition  du  point  dans  la  Géométrie.  (7- 10). 

Madsen  (  \  .-H.-O.).    —  Sur  la  résolution  graphique  d'équations. 

(25-27). 

Nielsen  (A^. )•  —  Une  définition  de  V.i e~^ .  (27-29). 
Nielsen[N.).  —  Une  propriété  des  nombres  naturels.  (25-3i). 

Stormer  (^C .).  —  Sur  une  propriété  des  solutions  de  l'équalion 
de  Pell.  (49-52). 

Kierboe  i^T.). —  Construction  linéaire  du  neuvième  point  d'in- 
tersection de  deux  courbes  du  troisième  ortire  qui  passent  pai" 
8  points  donnés.  (53-59). 

Nielsen   {IV.).    —   Une  formule  relative  à  certains  délerminanls. 

(59-62). 

Nielsen  (A.).  —  Sommation  de  qiiebpies  séries  élémentaires. 
(63-66). 


i3î  SKCON  DE   PA  in  lE. 


Crone  (C-)-  —  Sur  les  coniques  dont  les  langenles  lenconlrenl 
une  courbe  du  quatrième  ordre  eu  des  points  qu'on  peut  cons- 
truire au  moyen  du  compas  et  delà  règle.  (84-94)- 


Tome  VIII;   1897. 

Schou  {E .).  —  Sommation  d'uue  série  infinie.  (  i-5). 

Schoii  {E.).  —  Démonstiation  d'un   théorème  de  M.  Hadamard. 

(5-6). 

Nielsen  {N.)  —  Quelques  relations  entre  les  nombres  naturels. 

(--10). 

Nielsen  (^N.).   —  Série  exprimant  la  constante  d'Euler.  (10-12). 

Jensen  [J.-L.-IV.-V.).  — Sur  la  solution  d'équations  fonclion- 
nelles  lorsque  les  hypothèses  faites  sur  la  nature  des  fonctions  à 
déterminer  sont  réduites  à  un  minimum.  (23-28). 

Juel  (^C .).  —  Construction  des  tangentes  à  une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  en  un  point  double.  (28-3i). 

Juel  (C).    —   Sur   la  détermination    des   aires  et    des    volumes. 

(44-59). 

Zeuthen  (fl.-G.).  —  Remaïques  sur  le  théorème  fondamental  de 
la  Géométrie  projective.  (3:3-85). 

Nielsen  [H.-P.).   —  DifTérences  finies  et  quotients  difTérenliels. 

(86-89). 

Tome  IX;  1898. 

Petersen  {Joli.)  [Hjelmslev].  —  Théorèmes  sur  les  figures  égales. 

(i-ii). 

Gehrke  (J.).   —  Quelques    propriétés   d'un   système   de  cercles. 

(.i-i5). 

Valentiner    (//.).    —   Une   formule    relative    à    un   déterminant. 

(i5-i6). 
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Bonnesen    (T.).    —    Système    de    coniques    ayant    des    contacts 
doubles  avec  deux  coniques  fixes.  (25-36). 

yalenfiner  (H.).  —  Sur  la  solution  des  équations  du  quatrième 
degré.  (oô-Sg). 

Petersen  (^Joh.)  [Hjelmslev].  —   La  géométrie  de  la  figure  trili- 
néaire  dans  l'espace.  (49-65). 

Hatzidakis  [N.-J.).  —  Note  sur  une    nouvelle   formule  de  géo- 
métrie diflérentielle.  (66-68). 

Nielsen   {N.).    —    Développement   suivant    des   (onctions    cylin- 
driques. (73-83). 

Beî'telsen    (B.-P.).    —    Sur    l'application   de   subslitulions  addi- 
tionnelles  dans  les  équations  algébriques.  (84-94)- 


Tome  \;  1899. 

Bonnesen  (T.).    —    Constructions    gc'ométriques    sur  la   surface 
d'une  sphère.  (i-i3,  25-35). 

Guldberg  (A.).  —  Note  sur  les  équations  linéaires  aux  différen- 
tielles totales.  (i3-i5). 

Lindhagen  {A.).    —    Sur    une  classe  d'équalions  différentielles. 

(35-39). 

Petersen    (Joh.)  [Hjebnslev].     —     Conslruction   de  la  ligne  de 
striction  d  un  In  perboloïde  gauche. 

Zeuthen[H  .-G.  ).  —   Sur  une  espèce  de  déinonstr.itions  énunié- 
ratives  dans  la  Géométrie.  (49-5i). 

Valentiner  ( H.).  —   Sur  les  courbes   liyperellijîtiques.   (5i-6<)). 

Petrini  {H.).  —  Note  sur  le  théorème  de  Coriolis.  (60-62). 

Werenskjold  (  W.).   —  Un  calcul  ap|)io\imatif.  (62-65). 

Nielsen  (A.).  —  Développements  multiformes  suivant  des  fonc- 
tions cylindriques.  (73-81). 


rJfi  SECONDE   PAUTIE. 

Guldberg  {A.).  —  Note  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  de  la  forme  F  (/•,  5,  t)  =  o.  (82-85). 

Hansfn  (Clir.).  —  Sur  laltraclion  des  niasses.  (85-go). 


Tome  XI;  1900. 

Pelrini  {H.).    —  Les   équations  générales    du  mouvement   d'un 
corps  solide  par  rapport  à  des  axes  variables.  (1-6). 

Bonnescn   {T.).  — Remarques  sur  un  théorème  fondamental  de 
la  Géométrie  plane.  (ao-Sa). 

Guldbej'g  [A.).  — ■  VJn  théorème  sur  les  équations  aux  différen- 
lielles  totales  qui  sont  intégrables.  (33-34). 

Jôrgensen  {N.).  —  Une  intégrale  exprimante— (34-4o)- 

Danielsson  (O.).    —   Démonstration    projective  des  contacts  du 
cercle  à  neuf  points.  (^1-^2). 

Zeutlten  (H. -G.).  —  Étude  historique  et  géométrique  des  cons- 
tructions de  tangentes  dues  à  Descartes.  (49-08). 

Hansen  (Chr.).  —  Sur  les  rentes  viagères  à  payer  m  fois  par  an. 

(58-68). 

Nielsen  {^•)-  —  Sur  certaines  généralisations  de  la  fonction  P(^) 
de  Prym.  (73-77). 

Pelefsen  [Jo/i.)  [Hjelmslev].   —  Les   théorèmes  sur  l'égalité   de 
triangles  sphériques.  (77-80). 


Tome  XII;  1901. 
Pele/sen  (Joh.)  [Hjelmslev]. — Sur  la  définition  du  plan.(i-ii). 
Mollei'up  iJ.'^.  —  Constructions  sans  cercles.  (12-20). 

Petersen    {JuL).    —    Lilroduction   à    la    Mécanique    rationnelle. 

(2  5-33). 
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Bonjiesen  (  /•).  —  Démonslralion  d'un  lliéorènie  sur  les  stirliices 
applicables.  (33-3'^). 

Pelersen    (^Joh.)  [Hjelinsiev].   —  Connexion   entre    la  géoniélrie 
des  droites  et  la  géoniéli-ie  spliériqiie.  (3'^-4o). 

Guldbeî'g  (A.).  — JNole  sur  les  couibes  géodésiques  d'une  suilace 
donnée.  (4o-42). 

Hatzidakis  i^N.-J.).    —    Sur    l'axe   ceniral    du    Irièdre    priucipal 
d'une  courbe.  (49-53). 

Petersen  {Joh.)\^^]e\v[\s\e\\  —  Contribution   à   un  exposé  s\n- 
théticpie  de  la  géométrie  non  euclidienne.  (53-'-(>,  ^3-89). 

Lindhagen  {A.).    —    Sur    la    inélbode    d'approximalion    duc    à 
Newton.  (89-92). 

Tome  XIII;   1902. 

Thiele  (7\JV.).    —  Méthode  pour  le   calcul  approché   d'une    ra- 
cine. (i-4)- 

Petrini  (ff.  ).  —  Contribution  à  la  trisection  de  l'angle.  (5-6). 

Pelersen  (^Joli.)  [Hjelm.-.lev].  —  Contribution  à  un  exposé  syn- 
thétique de  la  géométrie  non  euclidienne,  II.  (25-47). 

llalzidakis  {IV. -J.).  —  Sur  quelques  conséquences  des  formules 
de  Frenet  et  Brunel.  (49-58,  73-80). 

Madsen  (A^.  )•  —  Intégration  de  (juelques  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles.  (59-63). 

Kragh  {O.).  —  Ilemarque  à  l'occasion  d'une  formule  d'Hermile. 

(8o-83). 

Tome  XIV;  1908. 

Kobbernagel  {P.).  —  Une  propriété  focale  des  cyclides.  {\-\  i), 

Thiele  [T.-N.).  —   Un  problème  dans  le  calcul  des  piobabiliiés. 
(.i-i5). 
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Petc.rsen  (./oA.)  [Hjelmslev].  —  Une  (J(îmonslralion  du  théorème 
de  Pascal,  (i  5- 16). 

Pelersen   (Joh.)   [Hjelmslev].   —   Li  Iri^ononiétrie    dans  le    plan 
non  euclidien.  (2q-4i)- 

Jnel.  [C .).  —  Sur  deux  polvèdres  qui  se  composenl  d'un  iiorni)re 
fini  de  pol^'èdres  égaux.  (53-63). 

Nielsen{N.).  —  Noie  sur  l'équation  du  troisième  degré.  (64-^>7)- 

Ilatzidakis    (JV. -./.).     —    Sur     les    invariants    de     courbure    des 
courbes  gauclies.  ('j'j-82). 

Sleffensen  (J.-F.)  et  BerteLsen  [N.-P.).    —    La  délerminalioo 
(lu  taux  d'une  annuité.  (Sa^-So). 

Tome  XV;  1904. 

Jiiel  (^C .).  —  Sur  les  coni(|ues  quatre  lois  tangentes  à  une  courbe 
(In  quatrième  or-dre  à  trois  points  di)ubles.  (i-o). 

GeJivke  (/.  )•  —  Sur  ra|)plication  de  i't-quation /(  .r,  -^  )  =  o  au 
mouvement  dnn  système  invariable.  (5- 10). 

Guldberg  {A.).  —  Sur  les  équations  linéaires  et  homogènes  aux 
différences  finies.  (aS-aS). 

Kierhoe  (T.).  —  Groupes  de  transformations  linéaires  et  homo- 
gènes qui  ne  contiennent  qu'un  seul  paramètre.  (28-36). 

Nôrregaard   [H. -F.).  —  Note  sur  ré(|uation  différentielle  d'une 
courbe  algébrique.  (36-38). 

0/sson  [O.  ).  —  Sur  le  mouvement  d  un   point  matériel   sur   une 
surface  de  rotation.  (49-66). 

Madsen  [V.-H.-O.).    —  Démonstration   d'un    théorème  géomé- 
trique de  G.  Neumann.  (66-68). 

Crone  (C).  —  Sur  le  volume  du  prismaloïde.  (^S-'o). 

Guldberg  (A.)  —  Sur    les    équations    aux  différences   finies  du 
second  ordre.  (^j-Si). 
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Tome  XVI  ;  igoD. 

Groth  [Th.).  —  Sur  la  décomposition  d'expressions  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  à  des  différences  finies.  (1-6). 

Jiiel  (C).  —  Noie  sur  une  démonslraliou  directe  et  élémentaire 
du  lli(M)rème  fondamental  <le  la  théorie  des  groupes  dans  le  cas 
de  deux  paramélres.  (()-i5). 

Mollerup  (J.).  —  Une  théorie  arithmétique  des  nombres  com- 
plexes. (a5-3 1). 

Madsen  [V.-H.-O.).  —  Noie  sur  les  nombres  à  trois  dimensions. 

(3i-35). 

Bani;(A.).  —  Nouvelle  démonstialion  de  l'inij^ossibilité  de  solu- 
tions rationnelles  de  l'é(]uation  x''  —  z''  =1  y'< .  (35-36). 

Jenseii  (J.-L.-W.-V.).  —  Sur  les  fonctions  convexes  et  sur  des 
inégalités  de  valeurs  mojenne.s.  (49-68). 

Juel  (C).  —  Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  de 
M.  Kommerell.  (69-70). 

//jc/mslcv  (JoA.  )[ci-devant  Petersen^.  —  Sur  des  domaines  con- 
vexes. (81-9'-). 

Tome  XVII;   1906. 

Olsson  (O.).  —  Sur  le  mouvementde  corps  sjniétriquement  héli- 
coïdaux soumis  à  la  pesanteur  autour  d'un  point  fixe   de  l'axe. 

(i- 18,  25-29). 

Sinitli  [O.-A.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (29-32). 

Madsen  {V.).  —  Deux  problèmes  de  Pascal  relatifs  à  la  cjcloïde. 

(49-58). 

Erlang  {A.-K.).  —  Note  sur  le  principe  de  correspondance 
graphique.  (58-6o). 

6teffensen  (J.-F.).  —  Une  série  applicable  à  toute  détermination 
du  taux  d'une  annuité.  (73-77). 

Mollerup  {J.)-  —  Théorème  sur  le  conlinuum.  (77-84). 
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Tome  XVIII;  1907. 

Hjelnislev  {J-)-  —  Sur  la  congiuence  et  la  svmélrie.  (i-i'j). 

Steffensen  [J.-F.).  —  Sur  l'intégralion  du  problème  restreint. 
(25-3:2  ;  en  français). 

Nielsen  {N.).  —  Sur  la  construction  de  globes  terrestres.  (3ii-3-). 

Ujelmslev  (^J.).  —  Sur  les  |)ririci|tes  de  la  théorie  des  courbes 
simples.  (49-70)- 

Madseii  (  V.-H.-O.).  —  Nombres  ex[)rimanl  des  forces  et  des  ro- 
tations. ('^0-82). 

Tome  XIX;  1908. 

Stôrmer  (C).  —  Solution  d'un  problème  curieux  (piV>n  ren- 
contre dans  la  théorie  élémentaire  des  logarithmes.  (1-7;  en 
français). 

Crone  (C).  —  Sur  quelques  systèmes  articulés,  ('j-ij). 

Jôrgensen  (JV.-R.).  —   Sur  quelques  expressions  inlégiales    de 

Iogr(.r)  et  <\eW ( x).  (10-22). 

/latzidakis  (JV.).  —  Sur  quelques  formules  dans  la  théorie  des 
normales  des  surfaces.  (25-36). 

Geliike  (^J .).  — Remarques  sur  les  mouvements  de  fluides  non 
homogènes.  (49-63). 

Kragh  (O.).  —  Sur  un  mouvement  jKirticulier  dun  fil  (lexible 
dans  un  plan  fixe.   ['^3-g6). 


Tome  XX;  1909. 

Bohr   {H-)'    —    Généralisation    d'un    ihéorème    de    conveigence 

connu.  (i-4)' 
PryLz    {H..).    —    Une    modification   de    la    formule   de   Siiiq)son. 

(4-5). 
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Nôrlund  [iV.-E .).  —  Noie  sur  une  fraclion  conlinae  monlanle. 

(25-29). 

Iversen  {J-}-  —  Conslruclions  relatives  à  des  courbes  du  deuxième 
et  du  troisième  ordre.  (29-83). 

Erlang  [A. -h.).  —  Le  calcul  des  probabilités  appli(|ué  aux  con- 
versations par  téléphone.  (33-39). 

Juel  (C.).  —  Note  sur  une  surface    de   rotation    non   analytique. 

(4.-46). 

Mollerup  {•!•)■  —  E(|iiations  linéaires.  (47-53). 

Birkeland  (R.).    —   Sur  des    intégrales  iirégulières  d'équations 
diffeientielJes  linéaires.  (78). 

Grauers  (//•)•    —   Remarque   sur  la  théorie  des  chocs.   (77-'^7)- 

Sleffensen  (J.-F.).  —  Note  à  un  ihéorème  dans  le  Traité  d'Ana- 
lyse. (87-90). 

Le  Nyt  Tidsskrift  contient  encore  des  analyses  de  Livres  parus,  des  questions 
à  résoudre,  des  solutions  et  des  questions  posées  aux  examens. 

H.  Z. 


OVERSTGT  OVER   DET   KONGELIGE   DANSKE  VIDENSKABERSNES 
SELSKABS  FORHANDLINGER  ('). 

Année   1889. 

Thiele  [T.-N.).  —  Quel  nombre  serait  à  préférer  comme  base  de 
notre  système  de  numération?  (25-42,  en  français). 
L'auteur  donne  la  préférence  à    (  (i*!). 

Année    1890. 

Crone  (C).  —  Sur  le  (lux  et  le  reflux  à  Copenhague.  (39-1  i3,  en 
danois). 

C)  Bulletin  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  des  Lettres  de  Danemark 
(v<iir  Bulletin,  XIV^,  p.  4'^)-  I'  sera  indiqué  ici  quels  Mémoires  sont  rédigés  en 
danois  el  en  français. 

Bull,  des  Sciences  mathëm.,  2«  série,  t.  XXXIV.  (Octobre  igio.)  R.io 
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Tliiele  [T.-N.).  —  Remarques  sur  la  Cosmogonie  de  Laplace. 
(34o-356,  eu  danois). 

Année   189-2. 

Tliiele  (  T.-N.).  —  Applicalion  des  calculs  de  la  ihéoiie  des  obser- 
vations aux  délerminalioiis,  faites  par  Jiii.  Tliomsen,  de  la  cha- 
leur et  du  poids  spécifique  de  certaines  matières.  (72-141,  en 
danois). 

Année   iSgj. 

Zeuthen  (^fJ.-G.).  —  Sur  la  résolution  numérique  d'une  équation 
du  3"  degré  par  Léonard,  de  Pise.  (1-17,  en  français). 

Grani  (J.-P.).  —  Essai  sur  la  restitution  du  calcul  de  Léonard  de 
Pise  sur  l'équation  x^ -{-  -x  x-  -\-  \o  x  =^  20.  (18-28,  en  fran- 
çais). 

Zeuthen  [ff.-G.).  —  Tartalea  contre  Gardanum;  réplique  relative 
à  la  question  de  priorité  sur  la  résolution  des  équations  cubiques. 
(3o3-33o,  en  français). 

Zeuthen  {H. -G.).  —  Sur  la  signification  traditionnelle  du  mot 
géométrique.  (33o-34i,  en  français). 

Année   1894. 

Zachariae  (G.).  —  Remarques  sur  le  mesurage  des  degrés,  son 
but  et  ses  problèmes.  (i-i3,  en  danois). 

Jensen  [J.-L.-W.-V.).  —  Sur  une  expression  simple  du  reste  dans 
!a  formule  d'interpolation  de  Newton.  (246-232,  enfrançais). 

Zachariae  [G.).  —  Nivellement  de  précision;  passage  du  Petit- 
Belt  et  du  Limfjord.  (2.53-266,  en  danois). 

Année   1893. 

Zeuthen  {H. -G.).  —  Sur  les  quadratures  avant  le  Calcul  intégral 
et  en  particulier  sur  celles  de  Fermât.  (3j-8o,  eu  français). 
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Heiherg  [J.-L.).  —  La  transmission  de  l'optique  d'EiicIide. 
(  I  I  ^-i  3  I ,  en  danois). 

Zeutlien  (H.-G.).  —  Sur  le  fondement  mathématique  de  l'inven- 
tion du  Calcul  infinitésimal.  (igS-aoÔ,  en  fiançais). 

Zeutlien  (H.-G.).  —  Sur  quelques  critiques  faites  de  nos  jours  à 
iXewton.  (-257-2^8,  en  français). 

Les  Notes  historiques    de  M.  Zeuthen  dans  les  années    1890  et  i8gb  ont  été 
analysées  au  Bulletin,  XX,,  p.  24. 

Gram  [J.-P.).  —  Note  sur  le  calcul  de  la  fonction  "^{s)  de  Rie- 
niann.   (3o3-3o8,  en  français). 

Tliiele  [T.-N.).  —  Sur  la  théorie  des  élections  multiples  et  sur 
quelques  rè^;les  d'application  pratique.  (4i  5-44^5  en  danois; 
xv-xviii,  en  français). 


Année    1896. 

Heiberg  (J.-L.).  —  L'histoire  de  la  transmission  de  la  Mathéina- 
tique  grecque.  (""-qS,  en  danois). 

Zachariae  (G.).  —  Note  sur  les  projections  des  cartes  géogra- 
phiques. (i35-i49,  en  danois). 

NieJsen  (N.).  —   Sur  la   transformation   d'une  intégrale  définie. 
(335-347,  en  français). 

JSielsen  (^V.).  —  Sur  la  sommation  de  quelques  séries.  (348-36i, 
en  français). 

L'auteur  s'occupe  dans  ces  Mémoires  des  intégrales    /      />(^sin^9)  logsin'f  c?.p 

et    /       sin  9 /?(  j;  sin-'j)  logsin  f  (/'f,  où  p  est  un  polynôme  quelconque,  et  des 

•-'0 

n 

séries  de  la  forme  7 '■ . 

^•^  Vf  2''  cos*c» 
1 

Valentiner  {H.).  —  Remarques  sur  les  Mémoires  contenus  dans 
le  j)remier    fascicule   des   OEuvres  scientifiques  de  L.  Lorenz. 

^440-445). 
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Année   1897. 

Zachariae  {G.).  —  Observaiions  relatives  de  pemliiles  à  Copen- 
hague et  dans  l'île  de  Bornliolm,  avec  des  mesures  de  jonclion  à 
Vienne  et  à  Polsdani.  (139-181,  en  danois;  182-184,  en  fian- 
çais). 

Nie/sen  {N.) —    Solulions  uniformes   de    l'équalion 

où  V  csL  rationnel.  (  i  85-196,  en  danois). 

Nielsen  {N.).   — Théorème  sur  les  intégrales     /      iog/"  siu  2'.p  f/cp 

et    /      lang'^  log^  sin  2cp  r/cp.  (197-206,  en  français.) 

Grani  [J.-P.).  —  Noie  sur  le  problème  des  {nombres  premiers. 
(286-251,  en  français). 

Continuation  des  recherches  mentionnées  dans  le  Mémoire  analysé  au  Bul- 
letin, t\;,  première  Partie,  p.  i55. 

Schou  {E.-S.).  —  Mémoire  sur  les  équations  difTérentielles 
linéaires,  intégrables  à  l'aide  de  fonctions  d'une  nature  spéciale. 
(433-488,  en  français). 

L'auteur  considère  les  équations  linéaires  et  homogènes  dont  les  intégrales 
particulières  sont  des  fondions  construites  au  moyen  d'un  nombre  fini  de 
superpositions  de  fonctions  appartenant  aux  deux  catégories  suivantes: 

1°   Fonctions  algébriques  d'un  nombre  quelconque  de  variables; 

■}."  Fonctions  6  définies  par  des  équations  difTérenlielles  de  la  forme 

cp(6)  f/6  =  .|(u)  f/u, 

où  9(6)  et  t|/(u)  sont  des  fonctions  algébri(iues  de  6  et  de  u  respectivement. 
L'auteur  indique  eti  particulier  pour  les  équations  du  deuxième  ordre  les  formes 
des  iniégrales  exprimables  au  moyen  de  ces  fonctions. 

Ziiuthen  {H. -G.).  —  Barrow,  le  maître  de  Kewlon.  (565-6o6,  en 
français). 

Zeulhen  ilI.-G.).  —  Présentation  de  l'Ouvrage  :  «  Essai  sur  la  re- 
préseniation  aual_ytique  de  la  direction  »,  par  Caspar  Wessel;  Ira- 
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ducu'on  de  son  Mémoire,  publiée  à  roccasion  du  centenaire  de  sa 
présenlalioii  à  l'A-cadéniie,  le  lo  mars  1797.  (20-3  i ,  en  danois). 

Une   analyse   de  l'œuvre    de   Wessel    se  trouve  au   Bulletin  XXI2,  première 

l'iirtie,  p.  239. 

Année    1S98. 

Zdcliaridc  (G.).  —  Nlveilemenl  de  précision;  passage  du  Grand- 
Belt.  (i(33-2o4,  en  danois,  et  2o5-207  en  français). 

Valenliner  (//.).  —  Remarques  sur  les  Mémoires  contenus  dans 
le  deuxième  fascicule  des  OEiivres  scientificpies  de  L.  Lorenz. 
(277-282,  en  français). 

Pctersen  (^Johaniies)  (').  —  Nouveau  principe  pour  l'étude  de  la 
géométrie  des  droites.  (283-344i  en  français.) 

L'auteur  prend  le  tliéorème  suivant  pour  base  de  la  géométrie  des  droites 
•dans  l'espace  : 

«  Désignons  par  A,  6,  C,  a,  B,  c  les  eûtes  d'un  liexagone  gauche  qui  n'a  que  des 
angles  droits  (a,  6,  c,  étant  les  plus  courtes  distances  des  droites  A,  B,  C),  et 
traçons  sur  une  sphère  au  centre  0  un  triangle  sphérique  tel  que  OP  soit  paral- 
lèle à  A,  OQ  à  B,  OK  à  C  :  alors,  toute  relation  entre  les  parties  du  triangle 
PQR  conduira  à  une  relation  entre  les  parties  de  l'hexagone  gauche  (que 
l'auteur  appelle  figure  trilinéaire)  :  on  l'obtient  en  didérentiant  la  relation 
sphérique  et  remplaçiint  les  dilTérentielles  par  les  longueurs  correspondantes  de 
la  figure  trilinéaire.  » 

L'auteur  applique  ce  principe  aux  relations  métriques  de  quelques  figures 
élémentaires  de  droites;  à  des  faisceaux  de  normales  orthoprojectifs  (  formés  des 
normales  à  deux  droites  qui  se  coupent  à  angle  droit);  au  conoïde  de  Plucker; 
aux  réseaux  qu'il  appelle  harmoniques;  au  complexe  linéaire  et  au  complexe 
hélicoïdal  de  Bail;  aux  figures  qu'il  appelle  orthologiques,  et  qui  sont  com- 
posées de  droites,  ainsi  qu'à  une  droite  a  de  l'une  correspond  une  droite  a, 
-dans  l'autre  et  que  les  distances  entre  des  droiles  correspondantes  aient  une 
nnrmale  fixe  //,  tandis  que  la  normale  commune  à  la  distance  entre  deux  droites 
de  l'une  des  deux  figures  et  à  la  distance  entre  les  droites  correspondantes  de 
l'autre  soit  toujours  normale  à  une  droite  fixe  n^;  aux  surfaces  réglées  et  con- 
gruences  répondant  aux  sections  coniques.  Il  fait  enfin  quelques  applications 
cinématiques,  et  forme  un  système  de  coordonnées  de  droites. 

Année   1899. 

T/iiele  [T.-N.).  —  Sur  les  semi-invariants  de  la  théorie  des  obser- 
vations. (  I  35-14  I  ,  en  danois). 

(')  L'auteur  a  pris  plus  tard  le  nom  île  lljelmsiev. 
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L'auleur  désigne  par  semi-invariants  certaines  fonctions  symétriques  des 
observations  réitérées. 

Tldeie  i^T  .-N .).  —  Quelques  résiillals  speclronomiqnes.  {\  \^- 
I  02,  en  danois). 

Développements  ultérieurs  d'idées  émises  dans  VAstrophysical  Journal,  août 
1897  et  juin  1898. 

Zachariae  {G.).  —  Nivellement  de  précision;  passage  du  Sound. 
(491-54' 5  G"  danois,  et  542-544?  en  français). 

Valentiner  {H.).  —  Application  de  la  théorie  des  qualernions  de 
Caspar  Wessel  à  la  démonstration  d'un  théorème  récent,  (655- 
669,  en  français). 

L'auteur  montre  une  dépendance  entre  les  quaternions  de  Caspar  Wesseî 
et  le  théorème  fondamental  de  l'article  de  M.  J.  Petersen  (Hjelmslev)  inséré 
à  la  précédente  année. 

Nielsen  {N.).  —  Note  sur  les  développements  schlœmilchiens  en 
série  de  fonctions  cylindriques.  (66i-665,  en  français). 

Exemples  de  développements  conduisant  à  des  séries  convergentes  dont  la 
somme  est  égale  à  zéro  pour  tous  les  arguments  dans  un  certain  intervalle 
sans  être  identiquement  égale  à  zéro.  Dans  une  Note  supplémentaire  (année  1900), 
l'auteur  a  trouvé  une  expression  générale  de  la  somme  des  mêmes  séries. 


Année    1900. 

Nielsen  {N.).  —  Noie  supplémentaire  relative  aux  développements 
schlœmilchiens  en  série  de  fonctions  cylindriques.  (55-6o.  en 
français). 

Thiele  (T.-A^.).  —  Sur  le  calcul  de  Tables  de  mortalité.  (139-142, 
en  danois). 

Heiberg  (^J.-L.).  —  Quelques  papyrus  traitant  de  malliémalicpies. 
(147-171,  en  français). 

Le  premier  papyrus  reproduit  un  fragment  des  Éléments  d'Euclide  datant  du 
III'  siècle  ou  du  commencement  du  iV^  siècle;  les  autres  des  défenses  grecques 
des  principes  mathématiques  contre  les  épicuriens. 

Petersen  (Joh.).  [Hjelmslev].  —  Géométrie  des  droites  dans 
l'espace  non  euclidien.  (3o5-33o,  en  français). 
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L'auteur  étend  pour  les  espaces  non  euclidiens  le  principe  fondamental  de 
«a  communication  insérée  à  l'année  1898,  qui  avait  égard  à  des  déplacements  infi- 
niment petits,  à  des  déplacements  finis. 


Année   1901. 

Nielsen  (A  •  )•  —  Recherches  sur  une  classe  de  séries  infinies  ana- 
logues à  celles  de  M.  Kaptcyn.  (  127-146,  en  français). 

L'auteur  généralise  les  séries  que  M.  Kapteyn  a  données  dans  les  Mathema- 
tische  Annalen,  t.  XVI,  P-  187,  et  obtient,  de  même  que  dans  ses  communications 
insérées  aux  années  1899  et  1900,  des  fonctions  discontinues  qui  contiennent 
aussi  un  domaine  d'invariabilité. 

Fredericia  (J.-A.).  —  Sur  le  caractère  de  Tjge  Brahe.   (69-83, 
en  danois). 

Pecliiile   {C.-F.).    —    La  nouvelle  étoile    de  Tjge  Brahe  et    sa 
réforme  de  l'Astronomie.  (83-gi,  en  danois). 

Ces  deux  discours  ont  été  prononcés  dans  une  séance  solennelle  à  Tanniver- 
sairc  triséculaire  de  la  mort  de  Tvcho  Brahe. 


Année   1902. 

Grain  (J.-P.).  —  Noie  sur  les  zéros  de  la  fonction  C(-^)  de  Rie- 
niann.  (3-i6,en  français). 

Dans  une  Note  précédente  (année  1896  ),  l'auteur  avait  calculé  numériquement 
les  coefficients  qui  entrent  dans  la  série  représentant  la  fonction  \(t)  et 
d'autres  fonctions  ayant  rapport  à  la  fonction  ^.  Il  espérait  obtenir  ainsi  des 
moyens  utiles  à  une  détermination  approchée  des  plus  petites  racines  a  de 
l'équation.  \  (f)=o;  mais  même  un  calcul  à  22  décimales  bien  assurées  des 
coefficients  de  log^(<),  dont  le  résultat  se  trouve  dans  la  dernière  Note, 
n'a  pas  suffi  pour  réaliser  ce  but.  Pour  cette  raison,  l'auteur  a  entrepris  un  cal- 
cul immédiat  des  racines  a  de  l'équation  U — (-at  j  =  o  en  substituants  =  — \-  ti 
dans  la  formule 


I  —  s  2  2  rt 


et  en  calculant  directement 


ç/'i  +  ti\  =  an  +  i  s(o 

pour  des  valeurs  convenables  de  /.  De  celte  manièi'c,  il  est  parvenu  à  di'lcrniiner 
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à  8  décimales  les  lo  racines  a  les  plus  petites  et  à  une  décimale  les  5  racines 
suivantes.  L'auteur  s'occupe  ensuite  des  valeurs  p  et  y  qui  satisfont  à  une 
seule  des  équations  C{t.)  =  o,  S{t)  =  o,  et  il  paraît  que  ces  quantités,  relati- 
vement faciles  à  calculer,  soient  utiles  pour  la  détermination  des  intervalles  où 
se  trouvent  les  racines  a. 

Ki'oman  {K.).  —  Quelques  remarques  sur  les  Loiirs  (trompes) 
(ie  bronze  conservés  au  Musée  national  de  Copenliagne.  (6()-95, 
en  français) 

Au  point  lie  vue  matliématliique,  l'auteur  s'occupe  de  la  production  du  son 
dans  ces  instruments  antiques. 

Nielsen  (/V.  ).  —  Théorie  nouvelle  des  séries  asymploliques 
obtenues  pour  les  fonctions  cylindricjues  et  pour  des  fonctions 
analogues.  (ii--i'j-,  en  français). 

L'auteur  se  sert  des  fonctions  de  Hankel 

}\\{x)  =  y'(x)  -\-  iT'{x), 
^\{x)  =  J-'(^)  -  iT'{x), 

où  y{x)  et  Y'' {x)  sont  les  fonctions  cyl indriqu es  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce,  soit  pour  établir  un  aperçu  sur  les  propriétés  des  fonctions  cylindriques 
et  les  équations  dilTérentielles  auxquelles  elles  satisfont,  soit  pour  démontrer 
d'une  manière  plus  simple  et  généraliser  les  résultats  sur  les  séries  asymptotiques 
trouvées  par  Hankel  et  H.  Weber. 

Jael  (C).  —  Sur  les  causliqucs  |>lanes.  (179-190,  en  fiMiicais). 

Entre  les  courbes  normales  aux  rayons  issus  d'un  point  du  plan  et  réfractés 
ensuite  par  une  courbe  réfringente,  il  y  en  a  une  que  l'auteur  appelle  la  combe 
principale  des  ondes.  Il  démontre  qu'il  y  a  réciprocité  entre  elle  et  la  courbe 
réfringente,  abstraction  faite  d'une  transformation  de  similitude,  et  en  chan- 
geant le  signe  de  l'indice  de  réfraction. 


Année    1903. 

Juel  (C).  —  Egalité  par  addition  de  quelques  j)oly<'dres.  (47-64, 
en  français). 

ligaux  par  addition  sont  deux  polyèdres  composés  d'autres  polyèdres  égaux 
entre  eux  par  paires  (Dehn  et  Vahlen,  dans  les  Matliematische  Annalen,  t.  LV, 
et  I.  LVI).  L'auteur  s'occupe  d'exemples  de  polyèdres  qui  sont  égaux  par  addi- 
tion à  un  cube. 

Zachariae  (G.).  —  Sur  l'erreur  moyenne  de  la  niesuie  relative  de 
pendules.  (349-384,  en  danois;  385-391,  en  français). 
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Zcuthen  [H. -G.).  —  Présenlalion  de  l'Histoire  des  Mathématiques 
aux  \\\^  et  xvii''  siècles.  (553-5-2,  en  tianois). 

L'auteur  rend  compte  des  principes  suivis  dans  ses  recherches  historiques. 

Année   1906. 

Hansen  (C).  —  Sur  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  la  forme 
4 /î  —  3  (riiii  entier  quelconque  sur  celui  des  diviseurs  de  la 
(orme  j\  n —  i.  (i9-3o,  en  français). 

Sans  résoudre  le  nombre  en  ses  facteurs  premiers.  l'auteur  fait  usage  de  for- 
mules de  récurrence  déduites  d'équations  appartenant  à  la  théDric  des  fonctions 
elliptiques. 

Tliieie  {T  .-N .).  —  Une  question  dliérédité  éclairée  à  l'aide  du 
caUiil  des  probabilités.  (  149- 1  32,  en  danois). 

Tlu'ele  i  T.-N .  ).  —  Didérences  réciproques.  (  1  53-i  7  i ,  en  français). 

Les  différences  réciproques  sont  des  nombres  obtenus  à  l'aide  d'un  algorithme 
analogue  à  celui  qui  conduit  aux  différences  divisées  de  Newton.  En  posant 
A  =  f  (a)  et  H  =f{b),  l'auteur  définit  les  différences  réciproques  de  premier 
ordre  par  l'équation 

et  la  définition  de  la  différence  réciproque  d'un  ordre  quelconque  se  fait  ensuite 
par  l'équation 

^'"■'- ■■■■/.»'-„„> ;;if,. /.^)^^"--/'- 

Tandis  que  le  domaine  élémentaire  de  la  fornuiie  d'interpolation  de  Newton  ne 
comprend  que  les  fonctions  rationnelles  finies  et  entières,  l'interpolation  par 
différences  réciproques  s'applique  en  oulre  à  toutes  les  fonctions  rationnelles 
fractionnées. 

IJoniiPsen  (  7\).  —  Sur  les  séries  linéaires  Iriplement  infinies  de 
courbes  iilgébriques  sur  une  surface  algébrique.  (281-293,  en 
français). 

L'auteur  se  sert  d'une  transformation  des  séries  de  courbes  en  des  sections 
planes  d'une  autre  surface.  A.  son  insu,  une  partie  des  résultats  venaient  d'être 
trouvés  par  M.  Pannelii  {Rend,  del  Circolo  di  Palerino,  1900);  d'autres  sont 
nouveaux. 
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Année  1907. 


Hansen  {€.).  —  Démonslralion  de  rimpossibilllé  du  prolonge- 
ment analytique  de  la  série  de  Lamherl  et  des  séries  analogues. 
(3-ig,  en  français). 

L'auteur  ajoute  à  la  démonstration  quelques  expressions  asymptotiques  des 
séries. 

Mollerup  {J.)-  —  Sur  la  théorie  des  ensembles  et  le  concept  du 
nombre.  (127-144;  6"  français). 

L'auteur  réduit  le  problème  des  fondements  de  l'Arithmétique  en  posant  ce 
seul  postulat  que  les  axiomes  relatifs  à  l'échelle  finie  des  nombres  n'impliquent 
pas  contradiction.  Il  en  déduit  l'exislence  d'une  échelle  infinie  bien  ordonnée 
aussi  bien  que  celle  du  principe  de  l'induction  complète  considéré  dans  toute 
son  étendue. 

Année   1908. 

Kroman  (K.).  —  La  probabilité  a  posteriori.  (i33-i44>  e" 
danois). 

Bolir  {H.).  —  Recherches  sur  la  multiplication  de  deux  intégrales 
définies  prises  entre  des  limites  indéfinies.  (2  13-202,  en  français). 

Les  résultats  établis  ici  pour  la  multiplication  de  deux  intégrales    /       ii(x)  dx 

et    /      v{x)dx  forment  un  ensemble  analogue  à  celui  des   théorèmes  connus 

«- '0 

qui  ont  lieu  pour   la  miiltiplicalion  de  deux   séries  infinies    »   ?/„  et^i„.  Lau- 

0  (I 

teur  remarque  à  la  fin  de  sa  Note  qu'il  regarde  les  séries  comme  cas  particu- 
liers, et  les  intéi;rales  comme  ca-;  limites,  d'une  notion  plus  générale,  qu'il 
appelle  séries  à  indices  arbitraires,  sur  laquelle  il  espère  revenir  pour  en 
déduire  d'autres  nouveaux  résultats,  embrassant  les  séries  et  les  intégrales. 

Tliiele  [T.-N.).  —  Sur  la  valeur  propre  des  séries  divergentes. 
(469-480,  en  français). 

L'auteur  définit  ainsi  la  valeur  propre  d'une  série  :  la  somme  de  la  série,  en 
tant  que  cette  définition  nous  permet  de  maintenir  sans  aucune  restriction  les 
axiomes  principaux  de  l'addition,  à  savoir  les  principes  iinivoques  de  l'addition 
et  de  la  soustraction  et  le  principe  associatif  (non  le  principe  commutalif). 
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Année   rgog. 


Stejff'ensen  [J.-F.).  —  Les  orbites  périodiques  dans   le  prol)lème 
de  Hill.  (3iy-335,  en  fiançais),  H.  Z. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  IMATHEMATIK. 
Tome  CXXXII;    1907. 

Landsherg    {Georg).     —     Sur    la    réduction    des   équations  par 
adjonction.  (  1-20). 

Lorsqu'on  considère,  dans  nn  domaine  de  rationalité  donné,  deux  équations 
algéi)riques  entières  irréductibles,  l'adjonclion  d'une  racine  de  la  seconde  peut 
réduire  la  première,  et  inversement.  Il  existe  entre  les  deux  réductions  des  rela- 
tions remarquables  de  réciprocité  que  l'auteur  discute  complètement  en  partant 
des  groupes  des  deux  équations.  Les  mêmes  méthodes  sont  applicables  à 
l'étude  de  la  décomposition  de  l'équation  fondamentale  d'un  corps  par  rapport 
à  un  module  premier  et  par  suite  à  la  détermination  des  idéaux  premiers  de  ce 
corps,  en  partant  du  groupe  du  corps  de  Galois  correspondant. 

1.  Si  A(^)  et  B(a7)  désignent  deux  fonctions  rationnelles  entières,  à  coeffi- 
cients entiers,  irréductibles  dans  le  corps  R  des  nombres  rationnels,  l'adjonc- 
tion à  R  de  toutes  les  racines  des  équations  A  =  o  et  B  =  o  fournit  un  corps 
de  Galois  G  de  degré  r,  lequel  possède  un  groupe  êi  de  même  degré.  A  chaque 
sous-corps  U  de  G  appartient  un  sous-groupe  t!)  de  cfl  formé  des  substitutions 
de  cfl  qui  laissent  invariants  tous  les  nombres  de  U  et  dont  l'indice  par  rapport 
à  »R  est  égal  au  degré  de  U. 

Si  a  désigne  une  racine  de  X{x)  =  o  et  jî  une  racine  de  B(jf)=o,  les 
corps  R(a)  et  R(P)  appartiennent  à  certains  sous-groupes  >h  et  ll!>  de  cfl, 
respectivement  de  degrés  a  et  b.  et  Von  a 

/•  =  ma  =  nb, 

m  et  n  désignant  les  degrés  de  A  (a:)  et  de  B(:r).  De  plus  le  corps  R^a.  jî) 
appartient  au  sous-groupe  (D  =  (-1-,  itl)  )  de  degré  d. 

2.  La  décomposition  de  cd  par  rapport  à  ses  deux  sous-groupes  A-,  et  tH)  va 
jouer  un  rôle  fondamental.  Cette  décomposition  est  représentée  par  la  for- 
mule 

iK  =  cl,llb  -h  AngiWU  -f-  eilo^^ilb  -!-...  +  -L^i-ilfb 

dans  laquelle  g,,  g.^,  .  .  -,  ^j-,  sont  k  —  i  substitutions  convenablement  choisies 
de  A.  Chaque  couple  A.g'.'Ub  contient  —  substitutions,  si  l'on  désigne  par  d,  le 
degré  du  groupe 
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On  a  de  même 

3.  Cela  élant,  par  l'adjonction  de  |B,  le  polynôme  A{x)  se  décompose  exacle- 
nient  en  k  facteurs  irréductibles 

A(a:)  =  A(j:,  ?)  A,(^,  'fi)  . . .  A,_,{x,  p), 

le  fadeur  A(a7,  |j)  admettant  pour  racines  a  et  celles  qui  s'en  déduisent  par 
Jes  substitutions  de  e-lglli),  le  facteur  A,(a7,  p)  admettant  pour  racines  celles  qui 
se    déduisent   de   a  par  les   substitutions  de  (Â>g-\\\}.  Le  degré  de  A,(a;,  P)  est 

égal  a  jx,  =  -r- 
a, 

De    même,  par   l'adjonction    de    a,  le   polynôme    ii(x)  se  décompose  dans   le 

même   nombre  Â  de  facteurs  irréductiiiles 

\i{jc)  =  B{a:,  (x)\i,(x,OL)  ...  Bj_,(j:,  a), 

le  facteur  B,(a?,  a),  de  degré  v,  =  — .  admettant  pour  racines  celles  qui  se  dé- 
duisent de  p  par  les  substitutions  de  Ulij°'^'-l-. 

Les  deux  décompositions  comportent  ainsi  le  même  nombre  de  facteurs  irré- 

u. 
<luctibles  et  les  degrés  des  facteurs  correspondants  sont  proportionnels,  —  étant 

,   .   0         .ni 
égal  a       et  a  — 
a  II 

\.  b>ii  particulier  le  cas  où  B(a7)  est  identique  à  X{x)  donne  la  décomposi- 
tion  d'une  équalion  irréductible  par  l'adjonction  d'une  de  ses  racines,  ,'fl  se 
réduit  ici  au  groupe  de  l'équation  et  «JL  au  sous-groupe  de  Si.  qui  laisse  inva- 
riante la  racine  a.  Dans  la  décomposition  de  A.(x)  par  l'adjonction  de  a,  le 
facteur  A;(a7,  a)  est  linéaire  si  g^  est  échangeable  avec  Ad.  Le  nombre  p  de  ces 
facteurs  linéaires  est  égal  à  l'indice  de  Ai  par  rapport  au  groupe  X.  des  élé- 
ments de  tR.  échangeables  avec  -^i.. 

Pour  qu'il  y  ait  un  facteur  linéaire  et  un  facteur  de  degré /?i  —  i,  c'est-à-dire 
pour  que  le  groupe  cR_  soit  plusieurs  fois  transitif,  il  faut  et  il  suffit  que  c/lo  soit 
différent  de  ses  ni  sous-groupes  conjugués  et  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  cU  et  d'un  quelconque  de  ses  conjugués  soit  d'indice  m  —  i. 

5.  Soient  maintenant  G  un  corps  de  (jalois  de  degré  /•,  P  un  de  ses  diviseurs 
premiers  de  degré  /  et  />  le  nombre  premier  rationnel  dans  lequel  entre  P. 
L'auteur  désigne  par  jo  le  groupe  de  décomposition  de  P,  et  par  Z  le  corps  de 
décomposition  de  P  :  chaque  substitution  de  S;  laisse  invariant  chaque  nombre 
de  Z,  et  Je  est  formé  des  substitutions  qui  conservent  P.  Si  h  est  le  degré  de  i, 

€  =  -j-  esi  le  degré  de  Z,  h  est  un  multiple  de  /,  soit  /g,  el  Ton  a 

/>=(PP,...P,_,)J, 
P ,  P^_,  désignant  les  diviseurs  premiers  conjugués  de  P. 

6.  Soit  A  =  B(a)  un  sous-corps  de  G,  appartenant  à  un  groupe  cJIb  de 
degré  a.  La   forme  fondamentale   «'  de  A  satisfait  à  une  équation  irréductible 
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entière  ^'( j:)  =  o  de  degré  m  =  -•  L'auteur  se  propose  d'abord  d'étudier  la 
réduction  de  W{a:)  par  l'adjonction  de  Z  ; 

Si  Ion  décompose  le  groupe  cA.  par  rapport  aux  sous-groupes  t^;^  et  i;,  d'après 
la  formule 

^■(.r)  se  décompose  en  k  facteur-s  irréduclibles 

w{x)  =  w{x,  ;(>■))  w,ix,  !;'"'■)) . . .  n\_,(x,  ;('■)), 

les  W-  étant  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  des  e  nombres  'î"', 
Î^C),  ...,  Ç('-i)  qui  constituent  une  base  de  Z. 

11  résulte  des  propriétés  de  Z  que  chacun  des  nombres  ^P)  est  congru  à  un 
nombre  rationnel  pO^^  par  rapport  au  module  P?.  L'auteur  en  déduit  que  le 
polynôme  ^*;((v,  p(*')  est  congru  à  zéro  par  rapport  à  un  module  M,  qui  est  de 
la  forme  Uy,  où  II,  est  un  diviseur  premier  du  corps  A  ;  on  a  de  plus 

et 

W(a:)  ^  ^'{x,  p(^))  Wi(x,  p("'))  ...  y'j_,(.r,  pO-))         (mod.  p). 

On  arrivera  ainsi  à  la  décomposition  de  W{x)  en  facteurs  irréductibles 
(mod.  /?),  chaque  facteur  W,(^,  p  ">)  étant  de  la  forme 

où  Tn-{x)  est  irréductible  (mod/>).  On  est  ainsi  arrivé  à  la  décomposition 
de  p  à  ses  idéaux  premiers. 

7.  Les  exposants  s,  s'obtiennent  d'ailleurs  facilement  si  Ton  ajoute  à  la  con- 
sidération de  JÔ  celle  du  groupe  d'inertie  5  du  diviseur  premier  P  ;  ce  groupe 
de  degré  ^  est  formé  des  substitutions  qui  laissent  la  forme  fondamentale  de  G 
congrue  à  elle-même  (  mod  P  ).  Cela  étant,  e,  n'est  autre  que  l'indice  par  rapport 
à  E  du  plus  grand  commun  diviseur  de  gj^  <Â>g'  et  de  S. 

Bauer    {Michael).    —    Sur    la    lliéorie    générale    des    quanlilés 
algébriques.  (2  1-32). 
L  Etant  donnée  l'équation 

(l)  Z"-\-  Cl  ;"-'-)-  ...-f-  C;.^  "-*■■-!-...  H-  C„=  O 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  rationnels  d'un  certain  domaine 
holoïde,  on  considère  un  diviseur  pren)ier  rationnel  P  de  ce  domaine  et  le 
corps  (F)  défini  par  une  racine  w  de  l'équation  (i).  L>ans  ce  corps  (F),  P  et  iv 
se  décomposent  en  facteurs  premiers  idéaux  par  les  formules 

P  =  ï)';.  r.^  •  ■  ■  V/. 

les  g;  sont  des  exposants  entiers  positifs,  les  a-  des  exposants  entiers  imn 
négatifs. 
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Les  rapports  —  sont  désignés  sous  le  nom  de  nombres  caractéristiques  At  w 

par  rapport  à  P.  Ils  peuvent  facilement  être  déterminés  en  construisant  un  cer- 
tain polygone  de  Puiseux,  celui  qui  correspond  au  système  de  points 

(0,0),     (i,r,),     (2,/v),     ...,     («,;•„), 

/•;  désignant  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  entre  dans  c,-. 
Les  nombres  de  Puiseux  correspondants  sont  les  seuls  nombres  caractéristiques 
possibles. 

IL  Pour  que  les  s  sommets  du   polygone  de  Puiseux  soient  fournis  par  les 
points  correspondant  aux  termes 

il  faut  et  il  suffit  que  les  nombres  r-  satisfassent  aux  conditions 


'\i+k'.+...  +  ki  =  Sti  4-  3U  -f-  .  .  .  +  Ot,  (  f  =    1 ,  2,    .  .  . ,  5  ) 

>  ^  /  ^'  /        i   =    I,  2,    . 


■a 


où  a,  est  un  nombre  entier  non  négatif,  les  autres  a  étant  des  nombres  entiers 
positifs  satisfaisant  aux  inégalités 

a,         aj  a. 

Les  nombres  de  Puiseux  cherchés  sont  alors  les  nombres  de  la  suite' 


A-,        A-,  A, 

IIL  L'auteur  démontre  que  tous  les  nombres  de  Puiseux  ainsi  obtenus  sont 
des  nombres  caractéristiques  effectifs  si  l'on  considère,  au  lieu  du  corps  (F), 
le  corps  (r)  déterminé  par  les  n  racines  de  l'équation  (i)  et  au  lieu  de  la 
racine  w,  les  n  racines  wC^  wt^),  ...,  (v("'.  Pour  chacun  des  facteurs  premiers 

idéaux  de  P  le    nombre  caractéristique  — '  se  présente  en  tout  k-  fois. 

IV.  Des  considérations  précédentes  découlent  des  conséquences  importantes. 
Si  en  effet,  pour  tous  les  nombres  de  Puiseux,  le  numérateur  a,  et  le  dénomi- 
nateur k-  sont  premiers  entre  eux,  chaque  facteur  irréductible  du  premier 
membre  de  l'équation  (i)  a  un  degré  qui  est  une  somme  d'un  certain  nombre 
d'entiers  A,,  A^,  ...,  A',;  de  plus,  dans  les  différentes  sommes  qui  correspon- 
dent aux  différents  facteurs  irréductibles,  chaque  entier  A',  entre  une  fois  et  une 
seule. 

En  particulier  si  les  c-  sont  des  nombres  rationnels  entiers  divisibles  par  le 
nombre  premier  rationnel  p,  c„_^  n'étant  pas  divisible  par />^  le  premier 
membre  de  l'équation  (1)  admet  un  facteur  irréductible  de  degré  supérieur  ou 
égal  an  —  A'. 

Bauer  [Michael).  —  Sur  les  équations  sans  affect.  (33-35). 
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En  s'appuyunt  sur  les  résultats  obtenus  dans  l'article  précédent,  l'auteur 
montre  qu'il  e>t  toujours  possible  de  former  une  équation  algébrique  entière 
de  degré  n  à  cofficients  entiers  qui  soit  sans  ajfect,  c'est-à-dire  telle  que  son 
groupe  soit  formé  des  ni  substitutions  de  n  lettres.  Il  suffit  pour  cela  que  les 
nombres  de  Puiseux  de  cette  équation  relatifs  à  certains  nombres  premiers 
satisfassent  à  des  conditions  que  l'auteur  énonce,  et  qui  sont  toujours  réali- 
sables. 

Rothe  [Rudolf).  —  Recherches  sur  la  représentation  géodésique 
l'une  sur  l'autre  de  deux  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

(36-68). 

Le  problème  de  la  représentation  l'une  sur  l'autre  de  deux  surfaces  à  cour- 
bure totale  constante,  avec  conservation  des  lignes  géodésiques,  est  résolu  com- 
plètement par  le  théorème  de  Beltrami  d'iiprès  lequel  on  peut  représenter  une 
telle  surface  sur  un  plan  de  manière  à  faire  correspondre  aux  lignes  géodé- 
siques de  la  surface  les  droites  du  plan.  L'auteur  reprend  ce  problème  en 
étendant  ses  recherches  aux  courbes  de  courbure  géoclésique  constante  des  deux 
surfaces. 

I.  Si  deux  surfaces  admettent  une  représentation  l'une  sur  l'autre  avec  con- 
servation des  lignes  géodésiques,  sans  que  cette  représentation  réalise  l'appli- 
cation de  la  première  surface  sur  la  seconde  ou  sur  une  homothétique  de  la 
seconde,  les  ds-  des  deux  surfaces  ont  la  forme  de  Liouville 


<i/-  =   (  U  —  V  )   (  du"  -H  rff  -  ) 
,,„        /  I  I  \  (du-        dv"^ 


La  courbure  totale  k  de  la  première  surface  est  donnée  par  la  formule 

2/.-(U  -  V)-^=  U'--4-V'=-(U  — V)(U"— V"). 

L'intégration  de  celte  équation,  dans  le  cas  où  aucune  des  dérivées  U'  et  \' 
n'est  identiquement  nulle,  et  où  k  est  constant,  conduit  à  la  formule 

dV-  =  —  T  (  P  "  —  P  <V  )  (  diC-  -t-  dv"^) 

où  i^u  désigne  une  fonction  pe'  avec  deux  invariants  arbitraires.  La  forme 
précédente  est  au  fond  identique  à  celle  obtenue  par  H. -A.  Schwarz  pour 
le  ds"-  de  la  sphère  lorsque  ce  géomètre  s'est  proposé  la  représentation  con- 
forme d'une  hémisphère  sur  un  rectangle. 

IL  Si  la  première  surface  est  à  courbure  totale  constante  /",  la  seconde  a 
aussi  sa  courbure  totale  constante  /:.  Les  fonctions  pe  correspondant  aux  deux 
surfaces  ont  leurs  invariants  donnés  par  les  formules  suivantes 

g.,=  \i{s\  —  s^k)        g:,=  i2s^s^k  —  8sl  —  ^k-k, 
5'j  =  i2(sj  —  s^I),       gi=i2s^s^k  -8sl  —  ^k'^k 
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et  la  représenlalion  géodésique  est  définie  par  les  formules 

[,p(";g'2iS'3)  — -î,,]  [p(«;i^.E)  — s^]  =  A^- 

On  n  d'ailleurs  la  relation  intéressante  entre  les  invariants  absolus  G  et  G, 

G  _  r 

G        T 
L'auteur  examine  les  deux  cas  de  dégénérescence  où  la  fonction  pu  se  réduit 

Cl-  .  I 

a : — ; —  et  a  —  — ■  • 

sin-a«  u- 

IH.  L'auteur  arrive  au  cas,  laissé  jusqu'à  présent  de  côté,  où  la  fonction  V 
se  réduit  à  une  constante.  Les  deux  systèmes  orthogonaux  qui  se  correspon- 
dent dans  la  représentation  sont  alors  formés  chacun  d'une  famille  de  lignes 
géodcsiqucs  et  de  la  famille  de  leurs  trajectoires  orthogonales.  On  a  dans 
ce  cas 

dl-   —  -; : ; (  clU'  ■+■  dV') 

k  sin'^aa 

—  2 

dï'—— ^\du -{- dv') , 

k  %\\\-au 

et  les  formules  qui  définissent  la  représentation  géodésique  sont 

A-        ,  A-  -- 

—  cos-at/  +  —  cos'wu  =  o, 


L'auteur  désigne  cette  représentation  géodésique  particulière  sous  le  nom  de 
représentation  géodésique  affine,  et  cela  pour  une  raison  qui  ne  semble  pas 
exacte.  Si  l'on  représente  chaque  surface  sur  un  plan  de  Beltrami  où  l'on  a 
choisi  une  conique  fondamentale,  les  géodésiques  étant  représentées  par  les 
droites  du  plan,  l'auteur  prétend  que  la  représentation  géodésique  affine  des 
deux  surfaces  se  traduit  pour  les  deux  plans  par  une  représenlalion  projeclive 
affine;  or  il  n'en  est  rien,  la  représenlalion  projeclive  est  a-sujettie  à  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  que  la  coni([ue  fondamentale  du  premier  plan 
soit  représentée  dans  le  second  plan  par  une  conique  bitangente  à  la  conique 
fondamentale  de  ce  second  plan. 

L'auteur  recherche  s'il  existe  e  représentation  géodésique  telle  qu'une 
famille  de  courbes  à  courbure  géodésique  constante  (cercles  géodésiques  de 
même  ra\'on),  soit  représentée  par  une  famille  de  même  nature.  Il  démontre 
que  cela  est  impossible  si  la  famille  dépend  de  deux  paramètres;  si  elle  dépend 
d'un  seul  paramètre  il  faut  et  il  suffit  que  la  représentation  géodésique  soit 
affine.  Dans  ce  cas  il  indique  quelle  est  la  famille  de  cercles  qui  se  conserve 
[sur  le  plan  de  Bellrami  ces  cercles  géodésiques  sont  représentés  par  les  coni- 
ques bitangentes  à  la  fois  à  la  conique  fondamentale  et  à  une  conique  fixe 
bitangi-nte  elle-même  à  la  conique  fondamentale].  Tout  ce  qui  précède  suppose 
d'ailleurs  la  courbure  totale  des  deux  surfaces  différente  de  zéro. 
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Les  surfaces  à  courbure  totale  constante  sont  les  seules  susceptibles  d'une 
représentation  géodésique  faisant  correspondre  une  fariiille  de  cercles  géode- 
siques  de  rayon  géodésique  constant  à  une  famille  de  la  même  nature. 

Lange  (M.).  —  L;i  distribiilion  de  riUecUlcité  sur  deux  Sj:>lières 
conductrices  placées  dans  un  champ  éleclroslalique  symétrique 
par  rapport  à  leur  ligne  des  centres.  (6g-S4)- 

Élanl  données  deux  splières  conductrices  extérieures  Tune  à  l'autre  placées 
dans  un  champ  électrostniique  symétrique  par  rapport  à  leur  ligne  des  centres, 
l'auteur  étudie  le  potentiel,  pour  un  point  variable  de  la  ligne  des  centres 
intérieur  à  la  pi'emière  sphère,  dû  aux  masses  électriques  provenant,  sur  la 
surface  de  cette  sphère,  de  l'inlluence  du  cham|)  électrostali(]ue  donné.  Il  suppose 
que  les  masses  qui  produisent  ce  champ  sont  toutes  extérieures  aux  deux 
sphères.  Le  potentiel  cherché  est  donné  par  une  certaine  équation  fonction- 
nelle que  l'auleui'  ramène  à  la  forme 

^{z)-g^--^(q^z)  =  F{z), 

où  g-  est  une  constante  inférieure  à  i,  9  ( -c  )  la  fonction  inconnue  et  F  (s)  une 
fonction  connue  de  la  variable  z  (transformée  homographique  de  l'abscisse  x 
du  point  variable). 

L'auteur  résout  cette  équation  fonctionnelle  par  un  développement  en  série 
et  étudie  le  cas  particulier  où  le  champ  électrostatique  provient  de  masses 
électriques  situées  sur  la  surface  d'une  troisième  sphère  ayant  son  centre  en 
ligne  droite  avec  ceux  des  deux  premières  et  extérieure  aux  deux  premières. 
Il  examine  en  détail  le  cas  où  le  rayon  île  cette  sphère  est  infiniment 
petit. 

Kokott  (P-)-  —  Généralisation  d'un  théo''ème  de  Gudermann 
sur    des    cercles  d  une   sphère   se    louchant   les   uns   les   autres. 

(81-84). 

Si  l'on  considère  sur  une  sphère  deux  petits  cercles  lixes  di^nt  l'un  entoure 
l'autre  sans  le  toucher  et  une  suite  de  cercles  tous  tangents  aux  deux  cercles 
fixes  et  tels  que  chacun  d'eux  touche  le  suivant,  il  peut  arriver  que  cette  suite 
se  ferme;  s'il  en  est  ainsi  le  même  fait  se  produit  quel  que  soit  le  premier 
cercle  choisi  pour  former  la  suite.  L'auteur  démontre  que  le  théorème  est 
encore  vrai  si  chaque  cercle  de  la  suite,  au  lieu  de  loucher  le  suivant,  le  coupe 
sous  un  angle  constant. 

Plus  généralemeni,  étant  données  deux  sphères  fixes  M  et  m  dont  l'une 
entoure  la  seconde,  on  considère  l'ellipsoïde  de  révolution  lieu  des  centres  de 
sphères  qui  touchent  M  et  m.  On  prend  sur  cet  ellipsoïde  deux  ellipses  fixes, 
on  place  sur  la  première  ellipse  le  centre  d'une  sphère  jx  tangente  à  M  et  m, 
puis  sur  la  deuxième  ellipse  le  centre  d'une  sphère  \x'  tangente  à  M  et  m  et 
coupant  \i.  sous  un  angle  donné  w,  puis  sur  la  première  ellipse  le  cenlic  p., 
d'une  sphère  tangente  à  M  et  m  et  coupant  p.'  sous  l'angle  w,  et  ainsi  de  suite: 
si  cette  suite  de  sphères  est  limitée,  elle  le  sera  quelle  que  soit  la  position 
qu'occu[ie  sur  la  première  ellipse  le  centre  de  la  sphère  \x. 

Bull,  des  Sciences  niathëm.,  1'  série,  t.  XXXIV.  (Octobre  1910.)  R.n 
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Sclmr  (J .).   —  ReclifTches  sur  la  représentalion  des  f,^roupes  finis 
par  des  suhslihiliotis  linéaires  IracLionnaires.  (85-i3-). 

Cet  important  Mémoire,  par  sa  nature  même,  est  difficile  à  résumer.  Cou- 
tentons-nous  de  reproduire  son  introduction. 

«  Si  l'on  veut  déterminer  toutes  les  représentations  d'un  groupe  fini  donné  ^ 
par  des  substitutions  linéaires  fractionnaires,  on  a,  comme  je  l'ai  montré  dans 
mon  travail  antérieur  {Journal  de  Crelle,  i.  CWVII,  p.  20),  à  calculer  en 
première  ligne  un  groupe  représentatif  (Darsteliungsgruppe  )  R  de  fj.  Un  tel 
groupe  n  est  caractérisé  par  les  propriétés  suivantes  : 

»  1°  u  contient  un  sous-groupe  ilX  formé  d'éléments  invariants  de  a  et  —  est 

isomorphe  au  groupe  4j  : 

»  9."  Le  commutateur  de  H  contient  tous  les  éléments  de  ilX: 

«  3°  Il  n'y  a  pas  de  groupe  possédant  les  propriétés  i"  et  2"  et  dont  l'ordre 
soit  supérieur  à  celui  du  groupe  H. 

»  Un  groupe  i)  peut  posséder  plusieurs  groupes  représentatifs;  au  con- 
traire le  groupe  abélien  iît,  que  je  nomme  multiplicateur  de  1),  est  bien  déter- 
miné. 

»  Pour  la  discussion  des  représentations  de  ij  par  des  substitutions  linéaires 
fractionnaires  il  suffit  de  connaître  un  groupe  représentatif  quelconque  de  3^. 
Au  contraire  il  est  intére-ssant,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  groupes, 
d'avoir  un  aperçu  plus  précis  sur  les  différents  groupes  représentatifs  (non 
isomorphes)  de  Sj  et  sur  le  nombre  de  ces  groupes.  Ce  problème,  est  traité  dan» 
le  paragraphe  1  de  ce  Mémoire.  On  indique  en  particulier  une  limite  supérieure 
du  nombre  cherché,  et  cette  limite  est  atteinte  dans  une  classe  générale  de 
groupes  £]^  celle  des  groupes  parfaits. 

»  Si  l'on  connaît  pour  le  groupe  donné  ij  un  groupe  a  qui  possède  les  pro- 
priétés 1°  et  2°,  il  est  en  général  très  dificile  de  décider  s'il  jouit  aussi  de  la 
propriété  3°.  Dans  le  paragraphe  2,  j'indique  un  critérium  qui  facilite  dans 
beaucoup  de  cas  particuliers  la  réponse  à  cette  question.  En  particulier  j'obtiens 
le  théorème,  utile  dans  les  applications,  que  tout  groupe /e/'/ne,  qui  possède  les 
propriétés  1°  et  2°,  est  un  groupe  représentatif  de  tj.  —  J'appelle  groupe  fermé 
un  groupe  dont  le  multiplicateur  est  d'ordre  i,  et  qui  est  ainsi  son  propre 
groupe  re()résentatif. 

»  La  méthode  indiquée  dans  mon  Mémoire  antérieur,  paragraphe  3,  pour  le 
calcul  du  multiplicateur  d'un  groupe  £],  résulte  de  la  considération  du  schéma 
général  de  composition  pour  les  éléments  du  groupe.  Dans  le  paragraphe  3  de 
<-e  Mémoire  je  montre  que,  pour  la  résolution  de  ee  problème,  il  suffit  aussi 
tie  considérer  un  système  complet  de  relations  entre  les  éléments  généra- 
teurs du  groupe  (j.  En  m'appuyant  sur  cette  méthode  je  détermine  dans  le  para- 
graphe 4  les  multiplicateurs  d'une  série  de  groupes  spéciaux,  parmi  lesquels  les 
groupes  abéliens. 

»  Dans  le  paragraphe  5  je  détermine  les  groupes  représentatifs  des  groupes 
finis  connus  qu'on  obtient  par  la  considération  des  substitutions  linéaires 
binaires  dont  les  coefficients  sont  des  imaginaires  de  Galois.  La  détermination 
des  degrés  de  Icjutes  les  représentations  irréductibles  de  ces  groupes  par  des 
substitutions  linéaires  entières  ou  fractionnaires  (à  coefficients  quelconques) 
s'obtient  ensuite  (§6)  par  le  calcul  des  caractères  de  leurs  groupes  représen- 
tatifs. » 
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Nielsen    {Nids).   —    Sur    les    séries    de    fondions   cylindriques. 

(i  38- 146;. 

Dans    son    Traité  des  fonction!;   cylindriques,  rauleur  a  exprimé,   à   l'aide 
d'une  intégrale  définie  très  simple,  le  produit 

«-I- y  n  — V 

J     ï     {x)i     2     i^x), 

où  X  désigne  un  entier  non  négatif,  tandis  que  v  est  une  quantité  finie  quel- 
conque. L'auteur  généralise  cette  représentation  en  partant  de  la  formule  de 
Caucliy 

r''  -  r  (  V  ) 

/      cos'-'  ts  cos  (  ù-s,  )  di  =  ) 

"  ovr( ^ Jr( '-^ ) 

où  la  partie  réelle  de  v  est  positive,  et  arrive  ainsi  à  la  formule 

J    -     (  j:  )  ,1    2     (  X  )  =  -     /      \'  {ix  cos  a  )  cos  (  a-:,  )  rf», 

valable  pourvu  que  la  partie  réelle  de  v  soit  supérieure  à  — i. 

En  remplaçant  dans  le  second  membre  la  fraction  J''  par  son  expression 
donnée  par  Bessel  sous  la  forme  d'intégrale  définie,  on  arrive  à  celte  autre  for- 
mule 

J     2      {X)i     i      (x) 

=  '■ /        /      cosi  2  a:  COSC9  sin'^)  (costs  cost^)*  cos(p»)  </»  rf'i/ 


où  il   faut  supposer  que   la  partie  réelle  de  v  est  supérieure  à 

L'auteur  déduit  de  ce  qui   précède  un   principe   général   et    très   remarquable 
concernant  les  séries  de  fonctions  cylindriques.  Soit 

.V  =  0 

une  série  de  fonctions  cylindriques,  convergente  lorsque  x  est  situé  dans  un 
domaine  K  contenant  x  —  o,  et  uniformément  convergente  par  rapport  à  a 
lorsque  a  est  situé  dans  un  domaine  A  conlenant  a  =  o.  Alors  la  série  peut  être 
transformée  dans  une  série  de  produits  de  deux  fonctions  cylindriques  : 

.v=o.  V-4-P-V'-.  ^'-p  +  r, 

x^f(o^x)  =  ^.VU-U        -        {/rx)i        2        (px). 
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et  cette  série  est  convergente  pourvu  que  x  soit  situé  iluns  le  domaine  K,  ho- 
mothétique  de  K  par  rapport  à  j;  =  o  dans  le  rapport  -  et  que  a  soit  situé 
dans  le  domaine  k^  homothélique  de  k  par  rapport  à  a  =  o  dans  le  rapport  2. 
Il  faut  de  plus  supposer  que  la  partie  réelle  de  v  est  supérieure  à  i  et  la  partie 
réelle  de  v  -  p  à  —  2. 

Si  r,  — 5, /),=  !,  on  obtient  les  séries  neumanniennes  ; 

Si  ;%  =  s,  p^='j  -h  5,  ont  obtient  les  séries  kapleynicnnes: 

Si  i\—  0,  p^=  s.  on  obtient  les  séries  de  Scliloniilch. 

Tlioiné    (L.-IV.).     —    Siif    titie    aj)|)liciiti()i)    de     la     tliéon'e    des 
équations     din'éieiilielles     liiK'aires     an     calcul    des     \analions. 

(i47-.:-)8). 

Cet  article  généralise  certains  résultats  contenus  dans  deux  .Méir.oires  précé- 
dents parus  dans  les  Tomes  CX\\'  ei  CXWIII  du  même  Journal.  Dans  ce 
nouvel  article  les  familles  de  courhes  voisines  de  la  courbe  fournie  par  le 
calcul  des  variations  peuvent  adm-cttre  des  discontinuités  et  des  valeurs  extrêmes 
variables. 

L'auteur  ajoute  un  certain  nombre  d'exemples  à  ceux  contenus  dans  les 
articles  précédents.  Citons,  entre  autres,  la  détermination  de  l'aire  minima 
ci>mprise  entre  une  courbe,  sa  développée  et  deux  normales;  la  détermination 
de  la  surface  de  révolution  d'aire  minima,  l'aire  dune  section  méridienne  étant 
donnée. 

Kostica  iC .)  —  Remarques  sur  les  fondions  svmél  riqnes.  (  i  og- 1 66). 

Dans  le  Tome  XCIII  du  même  Journal  l'auteur  avait  cotisidéré  trois  caté- 
gories T,  K,  C,  de  fonctions  symétriques  entières  de  n  quantités  ^,,  t ,  ^„, 

et  il  avait  étudié  le  passage  de  l'une  quelconque  de  ces  fonctions  aux  fonctions 
des  deux  autres  catégories.  T  est  le  type  connu  d'une  fonction  SN'métrique 
entière  homogène  des  t\  Iv  est  un  produit  quelconque  des  fonctions  symétri- 
ques élémentaires  c^,c.^.  ...,c„;  enfin  C  est  un  déterminant  formé  suivant  cer- 
taines règles  au  moyen  des  éléments  c,,  c f„. 

En  partant  des  fonctions  alejili  de  ^^'ronski  c,,  c.,,  ...,  délinies  par  les  for- 
mules de  récurrence 

^r —  C,  C^_,-f-  C.,t^^..-\-  .  .  .  -^  (  ~  l)T^=  O  (/•  =  I,  2,  ..  .), 

et  des  n  quantités  t,,  t,,   .  .  .,  t„  r.n'incs  de  l'équatioii 

j.-(t)  =  1  —  c,t-f-  c.f-—  ..  .  -i-  {  -i)"r,.t"=  o, 

on  peut  former  d'une  manière  analogue,  trois  catégories  de  foncti(jns  entières  S, 
R,  £  ;  l'auteur  étudie  la  manière  dont  chacune  des  fonctions  des  six  catégories 
considérées  s'exprime  au  moyen  des  fonctions  de  l'une  des  cinq  autres  caté- 
gories. 

L'équation  V  {x)  =:  o  qui  a  pour  racines  /,,  t^,  . . .,  f„  et  l'équation  i=( a:)  =  o 
sont  dites  associées;  elles  sont  caractérisées  par  la  propriété  suivante  : 

Si  s,^  et  5.^  désignent  les  sofnmes  des  puissances  |x"  de  leurs  racines,  on  a 
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JVeber  (If.)-   —  Sur  les  corps  cycliques.  (16--188). 

L'aiileui"  a  élé  conduit  par  le  beau  Mémoire  de  Mertens,  publié  dans  le  Tome 
piécédent  du  même  Journa/,  à  reprendre  ses  anciennes  recherches  sur  le 
ihéorème  de  Kronecker,  d'après  lequel  tous  les  corps  abéliens  ne  contiennent 
pas  d'autres  irrationnelles  algébriques  que  celles  qu'on  rencontre  dans  la  divi- 
sion du  cercle.  Abandonnant  son  ancienne  méthode,  qui  l'obligeait,  dans  le  cas 
où  le  degré  du  corps  est  une  puissance  de  2,  à  considérer  le  nombre  des  classes 
des  corps  de  la  divi-;ion  du  cercle,  l'auteur  s'appuie,  comme  Mertens,  sur  l'in- 
duction complète;  mais  il  n'utilise  que  les  théorèmes  les  plus  simples  de  la 
théorie  des  nombres  algébriques  et  de  la  théoi'ie  de  Galois. 

1.  1,'iuUeur  définit  les  systèmes  cjcliques  de  degré  n  et  la  composition  de  ces 
systèmes,  tl  lui  suffira  dans  la  suite  de  se  limiter  au  cas  où  n  est  une  puis- 
sance X?  d'un  nombre  premier  a. 

"2.  Il  pa'^se  ensuile  à  la  définition  des  équations  cycliques;  il  montre  que,  si 
une  équation  cycli(|ue  est  irréductible,  aucune  de  ses  résolvantes  L(  a,  x^),  où  a 
désigne  une  des  racines  imaginaires  X"  de  l'unité,  ne  peut  être  égale  à  une 
fonction  ralinnnelle  de  a,  à  moins  que  cette  résolvante  ne  soit  nulle:  on  peut 
d'ailleurs  toujours  supposer,  sans  changer  le  corps  défini  par  les  racines  de 
l'équation  rvcli(|ue,  (iii'aucune  résolvante  n'est  nulle. 

3.  L'auteur  rappelle  la  définition  et  les  propriétés  élémentaires  des  co/y?5 /?o/'- 
rnaux,  c'esl-à-dire  identiques  à  leurs  conjugués. 

4.  11  rappelle  la  définition  des  nombres  premiers  critiques/)  dans  un  corps 
normal  £1  de  degré  m.  On  décompose  p  en  ses  facteurs  premiers  d'après  la 
formule 

/>   =   (p,)3,    ...    pj?, 

N(P,  )-/>■';         efs  =  m, 

f  s'appelle  le  degré  de  l'idéal  premier  p,.,  g  ic  poids  de  p  ou  de  p,.  Le  nombre 
premier  p  est  dit  critique  si  g  est  plus  grand  que  i.  Un  nombre  premier 
qui  n'est  pas  critique  dans  un  corps  il  n'est  critique  dans  aucun  corps  Q.' 
diviseur  de  iî. 

h.  Revenant  aux  équations  cycliques,  l'auteur  considère  un  corps  cyclique  de 
degré  premier  X,  et  désigne  par  a  une  racine  imaginaire  >.''""  de  l'unité.  Pour 
que  le  nombre  premier/»  différent  de  X  soit  critique  dans  ce  corps,  il  faut  que 
les  puissances  L(a,  ?  )"'■  des  résolvantes  L(a,  ?)  soient  divisibles  par  une  puis- 
sance de.  p  dont  l'exposant  ne  soit  pas  divisible  par  a. 

Ce  théorème  admet  une  réciproque. 

G.  Si  maintenant  le  corps  cyclique  «(;)  de  degré  X  est  diviseur  d'un  corps 
cyclique  V(.{x)  de  degré  n  =  Xî,  le  nombre  premier  p  différent  de  X  ne  peut 
être  critique  dans  n(l)  que  si  p  —  i  est  divisible  par  n.  Ce  théorème  fonda- 
mental est  démontré  d'abord  dans  le  cas  d'une  puissance  de  2,  />  étant  un  mul- 
tiple de  4  p'"*^  3;  puis  dans  le  c.is  général. 

Si  alors  p,  différent  de  X,  est  criliquc,  on  peut  composer  le  système  cyclique 
considéré  avec  un  système  cyclique  résultant  de  la  considération  du  corps  des 
racines  y^'èmes  je  l'unité,  de  manière  à  obtenir  un  système  cyclique  pour  lequel 
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p  nVst  plus  critique.  Tout  est  donc  ramené  au  cas  où  le  seul  nombre  premier 
critique  est  a. 

7.  L'auteur  démontre  très  facilement  le  ihéorcme  final  dans  le  cas  où  a  =  2. 

8  et  9.  Pour  le  cas  où  À  est  impair,  l'auteur  arrive  à  la  démonstration 
finale  à  la  suite  de  théorèmes  sur  les  idéaux  du  corps  des  racines  À'''°««  de 
l'unité. 

Neumann   ( Ei-nst-Bicliard).  —   Siii'  une  nouvelle  mélhotle   de 
rédiiclion  dans  les  |)toi)lènies  de  IHydrodynamiciiie.  (189-21  5). 

Lorsqu'un  fluide  parfait  est  animé  d'un  mouvement  irrotationnel,  la  détermi- 
nation de  son  mouvement  est  ramenée  à  celle  d'une  seule  fonction,  le  potentiel 
des  vitesses  :  dans  le  cas  particulier  où  le  fluide  est  incompressible,  cette  fonc- 
tion est  assujettie  à  satisfaire  à  l'équation  de  Laplace.  Il  y  a  une  autre  classe 
de  mouvements,  même  tourbillonnaires,  pour  laquelle  tout  se  ramène  égale- 
ment à  la  détermination  d'une-  seule  fonction  ;  c'est  la  classe  des  mouvements 
perm.anents^  à  deux  dim.ensions,  lorsqu'il  n'j'  a  aucune  force  extérieure. 

En  supposant  donc  que  les  composâmes  u.  v  de  la  vitesse  d'une  molécule 
fluide  ne  dépendent  que  de  x.  >-,  que  <v  est  nulle,  et  enfin  qu'il  n'y  a  pas  de 
forces  données,  les  équations  du  mouvement  sont 


du 

au 

I   dp 

éx 

'éJ-=- 

c    clx 

.  '^^ 

âi' 

I   àp 

ôx 

v=- 

e   ôy 

o=- 

I   âp 

r)(EU) 

f)(EV) 

=  0. 

dx  dy 

L'auteur  suppose,  mais  c'est  une  hypothèse  qui  n'est  pas  indispensable,  qu'il 
y  a  une  relation  donnée  entre  la  pression  p  et  la  densité  s. 
En  posant 

\Jtu  ^\j,         \jzv  ^  V, 

les  quantités  U,  V,  p  s'expriment  au  moyen  des  dérivées  partielles  d'une  cer- 
taine fonction  <I>,  que  l'auteur  appelle /onc^/o/i  du  courant  (Strômungsfunktion). 
On  a  en  effet 

UV    =  2 —  ,  p-|-U2  =  —   2 r)  0  +  \'=—  2  :■ 

dx  dy  o_\  -  dx- 

Lorsque  e  est  une  fonction  donnée  de  p,  la  fonction  «ï»  satisfait  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre;  dans  le  cas  particulier  où  le 
fluide  est  incompressible,  cette  équation  exprime  que  la  dérivée  totale  par  rap- 
port au  temps  de  la  quantité 

dx-        oy- 
est  nulle;  autrement  dit,  sur  un  même  filet  liquide   A<ï>  reste  constiinl. 
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La  fonction  <t>  satisfait  en  outre  à  une  condition  aux  limites  :  sa  dérivée 
seconde  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  est  nulle  en  tout  point  de 
la  section  droite  du  cylindi-e  qui  limite  le  fluide. 

Si  le  fluide  est  incompress.ble, on  peut  appliquer  la  théorie  précédente  même 
s'il  y  a  une  fonction  des  forces  W{a;,y,  s);  dans  ce  cas  il  suffit  de  remplacer 
dans  les  formules  précédemment  obtenues, />  par/j-f-sW.  La  fonction  <ï>  n'est 
d'ailleurs  définie  qu'à  une  expression  près  de  la  forme 

a{x"--h  y-)  -h  bx  -h  cy  -i-  h . 

Le  tourbillon  ^  s'exprime  très  simplement  au  moyen  de  A't>  par  les  for- 
mules 

r  —  _i_   'H  ~  I      dA 

2SU  (Jy  2îv  àx 

L'auteur  étudie  le  cas  particulier  où  la  fonction  <I>  ne  dépend  que  de  la 
distance  du  point  {x,y)  à  un  point  fixe;  autrement  dit,  en  coordonnées 
polaires,  <I>  ne  dépend  que  de  r.  Deux  cas  sont  alors  possibles  :  dans  le  premier 
cas  la  vitesse  de  chaque  molécute  est  normale  au  rayon  vecteur,  la  fonction  <I> 

est  arbitraire,   n'étant  soumise   qu'à  la  restriction  que  *t»"(/') 4>'(/")   soit 

négatif.  Dans  le  second  cas  le  mouvement  est  radial  et  irrotationnel,  la  fonc- 
tion 4>  ayant  la  valeur 

*(r)=p=log-i-i-Ar'-hC. 

Si  le  liquide  étant  incompressible,  le  mouvement  est  de  plus  irrotationnel,  la 
fonction  <ï>  satisfait  simplement  à  l'équation 

A<1>  =  const. 

qu'on  peut  toujours  supposer,  grâce  à  l'indétermination  de  4>,  réduite  à  l'équa- 
tion de  Laplace.  Il  y  a  alors  entre  la  fonction  <ï>  et  le  potentiel  des  vitesses  »  une 
relation  simple.  Soient  £2  et  w  les  deux  fonctions  analytiques  de  z  =  x  +  iy 
dont  les  parties  réelles  sont  <I>  et  9;  on  a 

^  77F  =  '  KTz 

Les  considérations  précédentes  pourraient  s'étendre  à  des  cas  plus  généraux, 
par  exemple  à  certains  mouvements  irrotationnels  pour  lesquels  les  hypo- 
thèses qui  assurent  l'existence  du  potentiel  des  vitesses  ne  sont  pas  toutes 
vérifiées.  Elles  s'appliqueraient  aussi  aux  mouvements  à  une  dimension  non 
permanents. 

Stuyvaerl  (M.)  —  Congruence  de  Iriangles,  cubiques  gauches  et 
autres  variétés  annulant  des  matrices.  (aiô-aS^). 

L'auteur  considère  une  matrice  de  /  lignes  et  / -+- 1  colonnes  dont  les  élé- 
ments sont  des  formes  de  degré  quelconque  en  x^,  x..,  . . .,  x^,  les  coefficients  de 
ces  formes  étant  à  leur  tour  fonctions  de  trois  paramètres  homogènes  a,,  «2,^3; 
les  degrés  des  éléments  en  :27  et  a  sont  supposés  choisis  de  façon  que  tout  déter- 
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minanl  exlrail  fie  la  matrice  soil  une  forme  liomogène  en  x  el  en  a.  Pour  chaque 
système  de  valeur  de  a,,  a^,  a,,  la  matrice  égalée  à  zéro  représente  en  x^,  . . .,  x^, 
une  variété  algébrique  k  d  —  3  dimensions  dans  l'espace  k  d  —  i  dimensions. 
Quand  les  a  varient,  on  a  ainsi  une  congruence  de  variétés.  La  con:;rueiice  est 
dite  linéaire  si  par  chaque  point  {x)  il  passe  une  variété  ^  variable)  et  une  seule. 

Si,  en  particulier,  chaque  élément  delà  matrice  est  linéaire  à  la  fois  par  rap- 
port aux  X  et  par  rapport  aux  a,  ei  si  /  =  2,  l'auteur  cherche  dans  quels  cas 
la  congruence  ainsi  obtenue  est  linéaire  :  il  arrive  à  six  types  distincts. 
Pour  c?  =  4,  on  a  ainsi  six  types  de  congruences  linéaires  de  cubiques  gauches  : 
par  exemple  les  cubiques  gauches  d'une  congruence  du  premier  type  passent 
toutes  par  un  point  fixe  et  s'appuient  huit  fois  sur  une  sexii(jue  gauche  de 
genre  trois.  Il  existe  une  congruence  linéaire  remarquable  que  l'auteur  appelle 
la  gerbe  G  et  (|ui  appartient  à  la  fois  à  cinq  des  six  types  indiqués  :  toutes  les 
cubiqu''s  gauches  de  cette  gerbe  passent  par  deux  points  fixes  et  ont  trois  bisé- 
cantes  communes. 

On  peut  se  proposer,  pour  chaque  congruence,  de  rechercher  sa  classe^ 
c'est-à-dire  le  nombre  de  fois  qu'une  droite  arbitraire  contient  deux  points  x 
d'une  des  variétés.  La  congruepce  du  type  I,  dont  il  a  été  question  lout  à 
l'heure,  est  de  première  classe.  Certaines  congruences  du  type  II  sont  aussi  de 
première  classe  :  les  cubiques  de  ces  coni^ruences  ont  une  bisécante  commune  et 
rencontrent  chacune  en  quatre  points  deux  cubiques  gauches  fixes. 

Si  l'on  prenrl  rf  =  3  au  lieu  de  prendre  d  ^  l\,  les  congruences  des  six  types 
précédents  deviennent  des  congruen  es  de  tjiangles  dans  le  plan  :  l'auteur 
cherche  les  coniques  pour  lesquelles  ces  triangles  sont  autopolaires.  Il  étudie  de 
plus  la  correspondance  entre  le  sommet  d'un  de  ces  triangles  et  le  côté  opposé  : 
cette  correspondance  est  quadratique  et  biraiionnelle. 

Enfin  il  étudie  la  congruence  des  cubiques  gauches  à  cinq  bisécanles  com- 
munes :  elle  est  représentée  par  une  matrice  de  six  Formes  linéaires  contenant 
les  paramètres  variables  au  troisième  degré;  un  paramètre  manque  dans  chaque 
ligne  el  les  deux  lignes  ne  difTèrent  que  par  le  nom  des  paramètres.  On  peut 
aussi  représenter  cette  congruence  par  une  matrice  linéaire  par  rapport  aux 
paramètres,  mais  qui  a  l'inconvénient  de  donner  chaque  courbe  de  la  con- 
gruence accompagnée  de  neuf  droites  parasites. 

Jacobsthal  (Ernst).  —  Sur  la  leprésenlalion  des  nombres 
premiers  de  la  forme  ^  n -\- ^  par  des  sommes  de  deux  carrés. 
C238-245). 

Tout  nombre  premier  p  de  la  forme  !\n-\-i  peut  se  mettre  sous  la  forme 
d'une  somme  de  deux  carrés  a--i-6-.  L'auteur  indique  la  représentation  sui- 
vante 

a  =  -  o(r),         b  =  -  o(n), 
où  l'on  pose 


=  /' 


m  \  I  ni 


m=l 

i  —  J  étant  le  symbole  de  Legendrc,  r  un  résidu  et  n  un  non-résidu  quelconque 


REVUK   DES   PUBLICATIONS.  i65 

de  p.  L'entier  a  est  impair,  tandis  que  b  est  pair;  a  est  ainsi  complètement 
déterminé  par  la  formule 

\    4     7 
tandis  que  b  est  déterminé  (avec  ambiguïté)  par  la  formule 

/7-H3 

6=±-(— i)~i~- ^ —  (modo). 

Le   nombre  a  est  aussi  égal   au   nombre  a"  introduit  par  Gauss  dans  la  for- 
mule 

Schlesinger  {Ludtrig).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles linéaires.  (247-254)- 

Le  sjstème  d'équations  diffén  ntielies  linéaires 


où  les  P,i(^)  sont  holomorphes  au  voisinage  de  x  =  a, est  tel  que  ses  solutions 
ne  sont  pas  indéterminées  au  point  a;  =  a.  L'auteur  donne  de  ce  théorème  une 
démonstration  directe,  basée  sur  un  procédé  analogue  à  celui  par  lequel  ou 
démontre  la  convergence  de  l'intégrale 


1 


""  f{x)dx 


o\i  a  est  positif  et  où  f  {x)  est  holomorphe  au  voisinage  de  x  ^  a. 

Faeter  (^Rudolf).  —  La  théorie  des  lajons  de  nombres  (a*^  Partie). 
(255-269). 

La  première  Partie  du  Mémoire  de  l'auteur  a  paru  dans  le  même  Journal^ 
t.  CXXX.  p.  197.  Dans  celte  seconde  Partie  l'auteur  généralise  pour  un  corps 
quelconque  la  théorie  des  genres  (Chap.  V);  puis  il  donne  l'application  de  eelte 
lliéorie  à  la  multiplication  complexe  (Chap.  VI  et  VII). 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  auxquels  il  arrive  ainsi  sont  les  sui- 
vants : 

Le  discriminant  relatif  des  équations  de  la  multiplication  complexe  par 
rapport  à  un  anneau  r  de  guide  f  du  corps  quadratique  imaginaire  {\jm) 
ne  contient  que  les  nombres  premiers  du  guide  f. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2'  série,  t.  XXXIV.  (Novembre  1910.)       K.12 
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Toute  équation  abélienne  dans  un  corps  quadratique  imaginaire  peut 
être  résolue  par  les  corps  des  modules  singuliers  et  les  corps  de  la  division 
du  cercle. 

Bernstein  [Félix).  —  Sur  la  ihéoiie  de  la  série  trigonométrique. 

(270-278). 

L'auteur,  dans  cet  article,  s'uppuie  uniquement  sur  la  représentation,  par 
une  série  trigonométrique  uniformément  convergente,  d'une  fonction  continue, 
de  période  2-71,  définissant  une  ligne  brisée.  11  démontre  les  deux  tliéorèmes 
suivants  : 

Svf{x)  est  une  fonction  qui  dans  l'inteivalle  (o,  2Tt)  possède  des  points  de 
continuité  et  dont  les  valeurs,  en  ces  points  de  continuité,  subissent  dans  tout 
l'intervalle  (0,2-)  une  oscillation  finie,  on  peut  consli-uire  une  série  dont  tous 
les  termes  sont  des  expressions  tri  gonomé triques  limitées,  qui  converge  en  chaque 
point  de  continuité  de  f{x)  et  représente /(^)  en  ces  points. 

Si  /{x)  est  une  fonction  intégrable  (au  sens  de  Riemann)  dans  l'inter- 
valle (o,  2Ti),  on  peut,  étant  donné  un  nombre  positif  t,  aussi  petit  qu'on  veut, 
déterminer  un  entier  .M  tel  que,  si  '^„^{x)  désigne  l'ensemble  des  m  premiers 
termes  de  la  série  trigonométrique  construite  avec  les  coefficients  de  Fourier 
relatifs  à  la  fonction  y(a;),  on  ait 


/ 


2TC 

Ifi-^)  —  'T'„{^)]-dx  <r,        {m  à  M). 
0 


Ce  dernier  théorème  permet  de  retrouver  immédiatement  le  théorème  de 
Hurwitz  et  de  De  la  Vallée-Poussin  relatif  aux  coefficients  de  Fourier  et  défini 
par  la  formule 

.211  ", 

[/{x)]-dx=  ^«5+  y  «a  +  «a'- 


Tous  les  résultats  précédents  s'étendent  d'ailleurs  à  des  séries  plus  générales 
que  les  séries  trigonomélriques. 

Heger  [R.).  —  Sur  la  géométrie  sphérique.  (279-287). 

L'auteur  se  sert  d'un  triangle  sphérique  de  référence  et  prend  pour  coor- 
données d'un  point  de  la  sphère  les  sinus  des  distances  sphériques  du  point  aux 
côtés  de  ce  triangle.  Il  prend  pour  coordonnées  tangentieiles  d'un  grand  cercle 
les  coordonnées  ponctuellesde  son  pôle  par  rapport  au  triangle  polaire  du  triangle 
de  référence.  Il  démontre  en  particulier  le  théorème  suivant,  généralisation 
d'un  théorème  de  Sleiner  : 

L'enveloppe  des  grands  cercles  qui  découpent  sur  deux  petits  cercles  fixes 
deux  cordes  telles  que  les  tangentes  de  leurs  moitiés  soient  dans  un  rapport 
constant,  est  une  conique  sphérique. 

Ce  théorème  admet  un  corrélatif. 

Perron  (Oskar).  —  Nouveaux  critères  pour  l'irréduclibilité  des 
équations  algébriques.  (288-807). 
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L'auteur,  dans  des  travaux  antérieurs,  avait  déjà  recherché  des  critères  pra- 
tiques pour  l'irréductibilité  des  équations  algébriques  à  coefficients  entiers  : 
ces  critères  reposaient  sur  des  considérations  de  divisibilité  pour  les  coefficients. 
Il  démontre  maintenant  de  nouveaux  critères  fondés  sur  les  considérations  de 
grandeur  de  ces  mêmes  coefficients. 

Ces  critères  reposent  tous  sur  lun  des  deux  principes  évidents  suivants  : 

L'équation 

f(x)  =  x"-i-  0,37"-'  +  ...-+-  a„„,a7  +  a„=  o, 

où  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  est  certainement  irréductible  si  les 
valeurs  absolues  dt  n  —  i  de  ses  racines  sont  inférieures  à  i. 

La  même  équation  est  certainement  irréductible  si  elle  admet  un  couple  de 
racines  imaginaires  conjuguées,  les  n  —  a  autres  racines  étant  en  valeur 
absolue  inférieures  à  i. 

Du  premier  principe  découlent  les  critères  suivants  : 

Théorème  L  —  L'équation  est  irréductible  si  l'on  a 
I  a,  I  >  I  +  I  o,  I  ^  . . .  -4-  I  a„  |. 

Théorkme  II.  —  L'équation  est  irréductible  si  l'on  a  une  des  deux  inéga- 
lités 


^( 


,  +|aj^|aj^...^[aj'^^^^         (     i)"/f      '^l^'l' 


Parmi    les  critères    qui    découlent  du    second    principe,  contentons-nous    de 
signaler  le  suivant  : 

Théorème  III.  —  L'équation  est  irréductible  si  l'on  a  a,,'>  o  et  si  en  outre 
l'une  des  inégalités  suivantes  est  vérifiée 


I  «  J  , 


dans  ces  inégalités,  on  a  posé 
1,  a. 


i  sfâ^        ( i  v'ô^ )'        (  i  sja.  Y  ( i  sja^Y  \ 

Ce  théorème  entraîne  le  suivant,  qui  a   moins  de  portée^  mais  qui  est   plus 
commode  : 

L'équation  est  irréductible  si  Von  a 

v/ïï:^4'-'(|«,|  +  |a,|  +  ...+  I«„|); 
si    n    est    au    moins    égal    à    5,    le   coefficient    4"~'    peut    être    remplacé 

Les  méthodes    de  l'auteur  peuvent  aussi  s'appliquer  aux  équations  dont  les 
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coefficienls  sont   des  fonctions  rationnelles  d'une  ou  plusieurs  variables.   C'est 
ainsi  que  l'équation 

où  les  gi{x)  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  a;,  est  irréductible  dans 

les  deux  cas  suivants  : 

1°  Si  gx{x)  est  de  degré  supérieur  à  tous  les  autres  g^{x):, 

2°  Si  le  degré  de  ^,  (.r)est  égal  au  plus  haut  des  degrés  des  autres  giix)  et 

si  de  plus  il  n'existe  aucune  constante  c  telle  que/(a:,  c)  soit   identiquement 

nul. 


TomeCXXXIII;  1908. 

Thonié   (L.-JV.).    —   Sur   les  équalions   clifrérentielies  linéaires 
simultanées.  (1-1-), 

L'auteur  poursuit  et  achève  les  recherclies  indiquées  dans  le  Mémoire  portant 
le  même  titre  et  paru  dans  le  Tome  CXXXI  du  même  Journal.  Il  s'agit  de  ramener 
l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  simultanées  à  celle 
d'un  certain  nombre  d'équations  différentielles  linéaires  à  une  seule  fonction 
inconnue.  Dans  le  Mémoire  précédent  l'auteur  avait  examiné  le  cas  où  l'on  peut  se 
ramener  à  une  seule  équation  différentielle  linéaire.  Dans  le  cas  général  on  est 
obligé  déconsidérer  une  équation  différentielle  linéaire  et  homogène  en  même 
temps  qu'un  autre  système  d'équations  linéaires  simultanées,  mais  non  homo- 
gènes. Ce  dernier  système  peut  être  traité  comme  le  système  donné  et  ainsi  de 
suite. 

Si  les  coefficients  des  équations  données  sont  rationnels  ou  dépendent  ration- 
nellement de  a:  et  d'une  fonction  algébrique  de  x,  la  nature  des  intégrales  du 
système  donné  au  voisinage  d'un  point  singulier  se  déduit  facilement  de  la 
nature  des  intégrales  des  différentes  équations  différentielles  linéaires  auxquelles 
le  système  se  ramène. 

Horn   (./.).  —  Sur  la  représentation  asjmptotique  des  intégrales 
des  équations  différentielles  linéaires.  (19-67). 

Dans  ce  Mémoire,  qui  fait  suite  à  des  Mémoires  antérieurs  sur  le  même  sujet, 
l'auteur  étudie  la  représentation  asymptotique  des  intégrales  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

Ë!!Z  +  x^  p   Ç_iZ  +. . .+  a;(m-.)i  p      ^  +  x-"^  p    y  =  o, 
dx'"  '  dx""-'  "'-^  dx  '"•^ 

où  les  coefficients  P,,  P,,  ...,  P„.  sont  des  fonctions  de  x  holomorphes  au  voi- 
sinage de  a?  =  oc;  le  nombre  positif  A' -l- i  s'appelle  d'après  Poincaré  le  rang 
de  l'équation  différentielle.  L'auteur  avait  dans  des  travaux  précédents  étudié 
le  cas  où  les  P  sontdes  fonctions  rationnelles,  h  étant  égal  à  o  {Math.  Ann., 
t.  XLlXetL),  ou  m  étant  égal  à  2  {Act.  Math.,  t.  XXIIl  ).  Dans  le  présent 
Mémoire  il  étudie  le  cas  où  les  P  ne  sont  plus  des  fonctions  rationnelles,  en  se 
bornant  aux  cas  (  m  =  2,  A- =  o),  (  m  =  3, /-  =  o),  (  m  =  2,  A- ^  i  ). 
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1.  Si  A-  =  o,  m  =  2.  et  si  l'on  pose 

P,  =  a.  +  ^+^+...         (i=.,2) 

XX- 

l'équalion  différentielle  est  vérifiée,  au  moins  si  les  racines  a,,  a^  de  l'équation 
caractéristique 

a^  +  a,  a  +  Oj  =  0, 

sont  distinctes,  par  deux  développements  en  série  de  Thomé,  en  général  diver- 
gents, 

/  \  \  \ 

S;  =  e*.-'  a;?.-    I  +  — ^  -+-  '-7  +. .  •  («  =  1,2), 

\  X         X-  / 

où 

_       a\  Cl-  -+-  a'j 

"'  ~         2  a,  -t-aj 

En  désignant  par  o^ix)  la  fonction  obtenue  en  s'arrêtant  dans  S,  au  terme 
en  — >  par  D,  (jk)  =  y"  -^  Piy'  "^ P'i  '^  premier  membre  de  l'équation  différen- 
tielle qui  admel  tpj  et  'f,  pour  inlégrales,  enfin  par  D,  (y)  l'expression 
(yO,  —  Pi  )  j', -H  (/>2  —  Pj)^',  l'auleur  forme  une  suite  de  fonctions  t<^,  i/,,  u^,  ... 
par  la  loi  de  récurrence 

l^.("v.,)  =  D,(Mj  (  «0  =  '■?.)• 

Le  calcul  de  «,^^,  se  fait  par  dps  quadratures;  l'auteur  prend  un  chemin 
d'intégration  partant  de  l'inlini  dans  une  certaine  direction  et  se  terminant  en  x. 
Il  suppose,  ce  qui  est  toujours  permis,  que  la  différence  jâ  =  a,  —  aj  est  réelle 
et  positive. 

2.  Si  l'on  part  de  «/„  =  9,  et  si  l'on  suppose  que  x  reste  dans  le  domaine 
défini  par  les  inégalités 

|j:|^R,         — Ti  ^  arg;r  ^  Tt, 

où  R  désigne  un  nombre  positif  suffisamment  grand,  on  prouve  la  convergence 
absolue  et  uniforme  de  la  série 

V  =  00 

•''i.  =2]"-' 

V  =  0 

T,,  est  une  intégrale  de  l'équation  donnée  et  elle  est  de  la  forme 

où  <ï>,  est  l'ensemble  des  n  premiers  termes  entre  parenthèses  de  la  série  S,  et 
où  Yi  reste  fini  dans  le  domaine  considéré.  On  démontre  de  même  l'existence, 
dans  le  domaine  défini  par 

|a;|^n,         o  1  argj;  s  2-it, 
d'une  intégrale 

T2 


e%^  x'i-2  (  4>,  -f- 


jouissant  de  propriétés  analogues. 
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3.  Si  l'on  fait  varier  le  nombre  n,  les  intégrales  i\^  et  t\^  ne  changent  pas;  par 
suite,  chacune,  dans  son  domaine,  est  représentée  asymptotiquement  par  la  série 
S,  ou  S,. 

L'intégrale  t,,  prolongée  dans  le  domaine 


^  ^  R, t-û^arga;  = o 


.sss;) 


est  encore  représentée  asymptotiquement  par  la  série  Sj  ;    il  en  est  de  même 
de  T,2  prolongée  dans  le  domaine 

I^I^R,         -""-f-S^arga^S  — -S        fo^S^-V 


4.  L'auteur  donne  une  limite  supérieure  du  module  de  y,  et  de  yj  lorsque  x 
varie  respectivement  dans  les  domaines 

i,^R  3ir  ^  ^3it 

f-  0  i  arga?  ^ 5, 


"  sinS 

l  — 

sin  6 


ir       ^  ^            ^  5  11       ç. 
1-  0  ^  arga;^ 5, 


5.  L'auteur  indique  les  modifications  qu'on  pourrait  faire  subir  au  chemin 
d'intégration  l  sans  que  la  méthode  précédente  cessât  d'être  applicable. 

6.  L'auteur  passe  au  cas  k  =  o,  m  quelconque  et  se  place  dans  l'hypothèse 
où  les  m  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  distinctes.  Alors  la  même 
méthode  d'approximations  successives  peut  être  appliquée  en  parlant  de  la  fonc- 
tion obtenue  en  s'arrêtant,  dans  l'une  des  m  séries  de  Thomé,  au  «""=  terme. 
L'auleur  se  borne  dans  la  suite  au  cas  m  =  3. 

7.  Si  d'abord  les  trois  racines  a^,  a^,  «3  sont  situées  sur  une  même  droite,  on 
peut  supposer  les  différences  a,  —  aj  et  «3  —  a^  réelles  et  positives.  On  peut 
alors  démontrer  l'existence  de  quatre  intégrales  représentées  asymptotiquement 
par  les  séries  de  Thomé,   à  savoir 

o  111-  3  Tt  3  Tt 

T),     par     ï>,         dans  le  domaine         —  — <  arga;  < — j 

22 

o  Tl  3  11 

T,,       »       S  »  —  -   <  arg.r  < — » 

22 

„  X  5  ir 

T|,       »       bo  »  -  <arga7< — > 

2  ''  2 

o                                                      Tt                       5  -rc 
TI3       »       i>3  »  —    -  <arga7< 


8.  Si  a,,  «2,  «3  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  on  peut  supposer  que  la  droite  a,  a, 
est  parallèle  à  l'axe  imaginaire  positif  et  que  «3  est  à  droite  de  cet  axe. 
Soient  9s^,  Sr^,  STj  les  angles  du  triangle  aia2*3-   On  démontre  alors  l'existence 
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de  6  intégrales  représentées  asymptotiqucment  par  les  séries  île  Tliomé,  à  savoir  : 

71,     par     S,         dans  le  domaine      — 2-7:-i-£r,  <;  argjp  <  ir, 

S,  »  0        <  arga;  <  TT +2rj, 

S,  »  — Tt      <  argx<2Tr  — Sr,, 


■^2 


—  Tz  —  STj  <argj7<o, 
—  271  —  £r^  <arga;<2r,, 

—  --(-S,  <argj;<-!T  — STj. 


9.  L'auteur  passe  ensuite  au  cas  d'un  rang  A- -+-  i  quelconque,  l'ordre  m  étant 
égal  à  2.  Ici  les  séries  normales  de  Thomé  sont  de  la  forme 


où 


')  X?-- 


r.(-i-) 


(/=I,2) 


"  A- 


On  peut  supposer  p  =  a,  —  a,  réel  et  positif;  l'auteur  applique  alors  la  même 
méthode  d'approximalions  successives. 

10.  L'auteur  définit  les  chemins  d'intégration  qui  servent  à  obtenir  les  qua- 
dratures qui  se  présentent  dans  l'application  de  la  méthode.  Il  fait  décrire  à  la 
variable  d'intégration  v  le  chemin  défini  par  l'équation 


où  le  point  w  décrit  une  droite  partant  de  l'infini  et  arrivant  à  l'origine.  Il 
démontre  un  certain  nombre  de  lemmes. 


II.   Dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités 


1^1 


ip 


'^sin 


2/>  H 1  X  —  0 

A -h  I 


(/>  =  o,  i,...,A), 


il  existe  une  intégrale  t,j/'>  de  l'équation  dilférentielle  de  la  forme 

la  quantité  y'/^'  restant  finie  dans  le  domaine. 

12.  Il  y  a  un  théorème  analogue  pour  tj^/".  Finalement  il  existe  2  (A -H  1  ) 
intégrales  représentées  asymptotiqucment  par  les  séries  Sj  et  S.,  l'intégrale  0',^' 
dans  le  domaine 


ipr. 


3-71  2  »  TI 

—- <  arg  j;  <  -^ — 

2  (  A  4-  I  )  "  A  -t-  1 


Zt. 


l'intégrale  tj'/"  dans  le  domaine 
ip-K  it 


2TFrô<"-^'^<A 


1  pTZ 


(A-t-i) 


2(A-f-l) 
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Hazzldakis  [J.-N.).    —   Sur  les  forces  (jui  font   décrire   comme 
Irajecloires  des  coniques.  (68-'y6). 

L'auteur  donne  une  nouvelle  solution  du  problème  posé  par  Bertrand.  Il 
arrive  à  cette  propriété  intéressante  que  si  une  force  fait  décrire  au  point  auquel 
elle  est  appliquée  une  conique,  quelle  que  soit  la  position  initiale  du  point,  et 
pour  deux  directions  différentes  de  la  vitesse  initiale,  il  en  est  de  même  quelle 
que  soit  la  direction  de  cette  vitesse  initiale. 

Pirondlni  [Geminiano).  —  Sur  la  théorie  générale  des  radiales 
et  des  anti-radiales.  (77-92)- 

Étant  donnée,  sur  une  surface  à  courbure  totale  constante,  une  ligne  L,  on 
mène  par  un  point  fixe  Q.  de  la  surface  une  suite  de  vecteurs  géodésiques  égaux 
aux  rayons  de  courbure  géodésiques  de  la  courbe  L  et  tels  que  deux  vecteurs 
géodésiques  infiniment  voisins  fassent  entre  eux  le  même  angle  que  les  rayons 
géodésiques  correspondants  de  la  courbe  L.  Le  lieu  L,  des  extrémités  des  vecteurs 
géodésiques  ainsi  obtenus  s'appelle  la  radiale  de  L  ;  inversement  L  est  l'anti- 
radiale  de  L,. 

L'auteur  définit,  pour  une  courbe  tracée  sur  une  surface  à  courbure  totale 
constante,  trois  systèmes  de  coordonnées  intrinsèques.  Dans  le  premier  les  coor- 
données (5,  V)  sont  l'arc  de  la  courbe  et  le  rayon  vecteur  geodésique  issu  d'un 
point  fixe.  Dans  le  second  les  coordonnées  (  V,  u)  sont  le  rayon  vecteur  geodé- 
sique issu  d'un  point  fixe  et  l'angle  que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  un  rayon 
vecteur  fixe.  Dans  le  troisième  les  coordonnées  {s,r)  sont  l'arc  de  la  courbe  et 
le  rayon  geodésique  (compté  entre  la  courbe  et  sa  développée  geodésique). 

Cela  étant,  si  la  ligne  L  a  pour  équation 

5  =  F(r), 
la  radiale  Lj  a  pour  équation 

to  =  -      /    —  d\  ou         0)  =  -      /    -—  d\ 

a     I  .    \  a     I  ,    \ 

/  sin  —  /  sh  — 

J  a  J  a 

suivant  que  la  courbure  de  la  surface  est  -:;  ou r-  Par  exemple,  sur  une  sphère, 

a-  a- 

la  ligne  à   torsion  constante  a  pour  radiale  une  loxodromie.   Sur  une  surface  à 

courbure  constante  positive  la  radiale  d'une  développante  de  cercle  geodésique 

a  pour  équation 

V  = 


tang  i 

Réciproquement  si  la  ligne  L,  est  représentée  par  l'équation 

'^=/(V), 
son  antiradiale  L  est  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 

s  =  a  j  /'  {r)  sin—  dr,        ou        s  =  a  /  /  (/)  sh  —dr 
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L'auteur  appli(|uc  ics  foimules  à  la  recherclie  tle  ranti-radiale  d'une  géodii- 
sique. 

On  peut  donner  des  forniulcs  s'appliquanl  indirtéreninient  aux  lroi5  familles 
de  surfaces  à  courbure  constante.  Si  la  ligne  L  est  représentée  par  r  =  r  {s),  la 
radiale  s'obtient  en  éliminant  s  entre  les  équations 


'•(s), 


S;  =    /    y/i -t- /•■- (s)  ûfs. 


Enfin  l'auteur  donne  quelques  méthodes  applicables  au  plan  et  permettant  de 
se  débarrasser  des  signes  île  quadrature. 

Appel/   (Paul).   —    Sur    la    tendance    des    systèmes    matériels  à 
écliapper  an  frottement.  (gS-gô). 

I/aulcur  considère  un  système  matériel  soumis  à  des  liaisons  avec  frottement 
mais  satisfaisant  à  certaines  hypothèses  qui  se  trouvent  réalisées  dans  la  plupart 
des  systèmes  usuels,  f^a  quantité 

OÙ  les  /  sont  les  coefficients  de  frottement  des  solides  en  contact,  les  N  les 
valeurs  absolues  des  réactions  de  frottement  et  les  v  les  valeurs  des  vitesses  de 
glissement  relatives  des  points  matériels  au  contact  dans  les  divers  corps  frot- 
tants associés  deux  à  deux,  tend  vers  zéro  lorsque  t  augmente  indéfiniment  ;  ou 
plutôt,  quelque  grand  que  soit  6,  il  y  a  des  valeurs  de  t  supérieures  à  9  pour 
lesquelles  la  quantité  <l>  devient  aussi  petite  qu'on  veut. 

Voi'onoï    (Georges).   —   Nouvelles  applications    des    paramètres 

continus  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Premier  Mémoire  : 

Sur    quelques    propriétés    des    formes    quadratiques    positives 

parfaites.  (97-1  "S)- 

Hermile  avait  introduit  dans  la  théorie  des  nombres  un  principe  nouveau  et 
fécond,  qui  consistait  à  faire  correspondre  à  un  ensemble  (X)  de  systèmes 
(,r,,  ^,,  . . .,  x,,)  de  valeurs  entières  de  x^j  . . . ,  jr„,  un  ensemble  (  R)  de  domaines 
continus,  ramenant  ainsi  l'étude  de  l'ensemble  (X)  à  l'étude  de  l'ensemble  (R). 
Ce  Mémoire  est  consacré  à  de  nouvelles  applications  de  ce  principe,  et  spécia- 
lement à  l'étude  des  propriétés  du  minimum  arithmétique  des  formes  quadra- 
tiques positives  et  de  ses  difTérentes  représentations  par  des  systèmes  de  nombres 
entiers. 

Hermite  a  démontré  (luc  le  luinimuni   M  dune  forme  quadratique   positive  à 

n  - 1 

Il  variables  de  déterminant  D,  ne  dépasse  pas  la  valeur  l-rj  \/D.   En  réalité 

la  fonction  77-=  admet,   du    moins    pour   n  ^  /j,  plusieurs    maximums  relatifs; 

MM.   Ivorkine  et  Zolotarelf  ont  déterminé  pour  n'^h  la  valeur  du   maximum 
absolu  et  ils  ont  appelé  extrêmes  les  formes  quadratiques  qui  correspondent  à 
un  maximum  relatif. 
L'auteur  étudie  dans  ce  Mémoii-e  des  formes  quadratiques  positives  qui  com- 

Buil.  des  Sciences  inathém.,  1'  série,  t.  XXXIV.  (Décembre  1910.)         R.i'i 
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prennent,  comme  cns  parliculier,  les  formes  extrêmes,  el  tiii'il  appelle  formes 
parfaites. 

Première  Partie  :  Théorie  générale  des  formes  quadratiques  positives 
parfaites  et  des  domaines  qui  leur  correspondent,  —  Une  forme  quadratique 
positive  'z>  à  n  variables,  de  minimum  M,  est  dite  parfaite  si  elle  est  la  seule  forme 
quadratique  prenant  la  valeur  M  pour  les  dill'érents  systèmes  de  valeurs  des 
variables  qui  donnent  à  cf>  cette  valeur  M.  Si  une  forme  --s  n'est  pas  parfaite,  on  peut 
trouver  une  forme  quadratique  '-s^  de  même  minimum,  telle  que  toutes  les  représen- 
tations du  minimum  Î\I  de  la  forme  o  soient  aussi  des  représentations  du  minimum 
de  tpi,  mais  telle  qu'elle  en  possède,  en  outre,  au  moins  une  autre  représentation 
du  minimum  M.  De  là  on  déduit,  de  proche  en  proche,  Fexistence  d'une  forme 
quadratique  parfaite  (i-5). 

Deux  formes  parfaites  sont  dites  équivalentes  si  l'on  |jeut  passer  de  l'une  à 
l'autre  par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  ±:  i. 
L'ensemble  des  formes  parfaites  équivalentes  entre  elles  constitue  une  classe.  Il 
existe  un  nombre  fini  de  classes  différentes  de  formes  parfaites  à  n  variables 
(6-7). 

L'auteur  va  faire  correspondre  à  chaque  forme  parfaite  un  domaine  à 

dimensions,  déterminé  à  l'aide  d'inégalités  linéaires.  Aussi  commence-t-il  par 
étudier  de  tels  domaines  dans  l'espace  à  m  dimensions.  Soient 

y,{œ)l-        (A-  =  i,2,  ...,î) 

les  inégalités  définissant  un  tel  domaine  P.  ;  ranleur  se  borne  au  cas  où  les 
équations  y^{x)  =  o  n'admettent  d'autre  solution  que  x,  =  . . .  =  .r„,  =  o.  Si  un 
certain  nombre  d'équations  y^  {x)  ^  o  définissent  une  demi-droite  (issue  de 
l'origine)  appartenant  à  R,  cette  droite  s'appelle  une  arête  du  domaine  H.  Si  le 
domaine  est  à  m  dimensions  et  possède  s  arêtes  (E,,,,  ç^;.,  ..•,?„;),  tout  point  du 
domaine  est  défini  par  les  formules 

/i  =  S 


^i=^Pk^,k  (1=1,  2,...,  5) 


avec 

ûj^O  {k  =  l,2,  ...,s). 

On  appellera  face  à  a  dimensions  du  domaine  I!  un  domaine  P([J-)  formé  des 
points  appartenant  à  R  et  vérifiant  une  ou  plusieuis  des  équations  ^j.(.r)  =o, 
à  condition  que  ces  équations  définissent  un  domaine  à  \i  dimensions  composé 
de  points  qui,  tous,  ne  vérifient  aucune  autre  des  équations  y^  (x)  =  o.  Chaque 
face  est  déterminée  par  un  certain  nombre  t  des  arêtes  de  R,  de  la  même 
manière  que  R  est  déterminé  par  ses  5  arêtes  (8-i.3). 

Si  R  est  déterminé  à  l'aide  des  inégalités 

le  domaine  t'I  déterminé  par  les  formules 

~,  —        0^  /.),,  ou  p.t  ^  o  (  i  =  I >  2,  •  •  • ,  m  ) 
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est  dit  corrélatif  du  premier.  Réciproquement  le  premier  est  corrélatif  du 
second,  et  chaque  face  P.^^  du  premier  est  corrélative  d'une  face  P„_.^  du 
second  (i4)- 

Cela  étant,  soit  une  forme  quadratique  parfaite  positive  a,  et  soient 

{la^l^.k^---^l,.k)  (A-=i,2,  ...,  s) 

les  s  représentations  du  minimum  .M  de  -ç,.  En  posant 

^A  ^^  'u  -^1  ~^  ';t-^a  — . .  .-i-  t,,^  .r,j, 
l'auteur  fait  correspondre  à  9  le  domaine  R  de  formes  quadratiques,   domaine 
de  1  espace  a  dimensions,  détermine  par  1  égalité 


/=2]p;-M-  (P.^O) 


ri  1.  .    n  (  n  -^  i)    ..  .,  .  , 

Le  domaine  R  est  a  — ^ dimensions  et  il  possède  s  areles  dont  chacune 

correspond  à  l'une  des  représentations  des  minima  de  »  (i5). 

L'auteur  introduit  ici  les  formes  quadratiques  extrêmes.  11  démontre  que,  pour 
{[u'une  forme  quadratique  9  soit  extrême,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  parfaite 
et  que  sa  forme  adjointe  soit  intérieure  au  domaine  qui  correspond  à  la  forme 
donnée  9  (16-18). 

Deux  domaines  R  et  R'  correspondant  aux  formes  parfaites  9  et  9'  sont  dits 
équivalents,  si  les  formes  9  et  9'  sont  équivalentes.  L'ensemble  (R  )  des  domaines 
i|ui  correspondent  aux  différentes  formes  parfaites  9  se  partage  donc  en  un 
nombre  fini  de  classes  de  domaines  R.  Si  une  forme  quadratique  /est  intérieure 
à  une  face  P(p.)  du  domaine  R,  elle  n'appartient  qu'aux  domaines  de  l'en- 
semble (R)  qui  sont  contigus  par  la  face  P(;x).  Si  en  particulier  à  une  face 
P  (;j.)  de  R  appartient  une  forme  quadratique  positive,  le  nombre  des  domaines 
de   l'ensemble  (R)  contigus  par  la  face  P(îx)  est  fini  (19-21). 

L'auteur  démontre  d'une  manière  plus  précise  qu'il  n'existe  qu'un  seul  doinai ne 

lî' coiitigu  au  domaine  R  par   une  face  P  à  — ^ '■ — i  dimensions.   Soit  9  la 

forme  parfaite  à  laquelle  correspond  le  domaine  R  et  soient  a^,  aH,  ...,   a^  les 
arêtes  de  la  face  P  ;  soient  enfin  p--  les  coefficients  définis  par  leségalités 


y.1',' 


La  forme  parfaite  9'  à  laquelle  correspond  R'  est  donnée  par  la  formule 
o'  =  o  -\-  0  \  p.x-x- 

où  p  est  la  plus  petite  valeur  positive  que  prend  la  fonction 

9  (.r, r„  )  —  M 

—    »    p    X  X 
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quand  011  y  flonnc  aux  x  des  valeurs  entières  rendant  positif  le  dénominateur. 
Ce  nombre  0  peut  être  obtenu  par  un  nombre  fini  d'opérations  (22-'j3). 

Toute  forme  quadratique  positive  appartient  au  moins  à  un  domaine  de  len- 
semble  (R)  (24). 

On  peut  déterminer  tous  les  domaines  de  renscmbic  (H)  en  parlant  d'un 
domaine  particulier  K,  en  chercliant  tous  les  domaines  H,,  R^,  ...,  R^  contigus 

■    i>  .        .   /î  (  n-i-  i)  .  ' 

a  R  par  une  i:ice  a  — i  dimensions,  en  procédant  pour  chacun  de  ces 

nouveaux  domaines  comme  pour  le  premier,  et  ainsi  de  suite.  En  ne  conservant 
dans  chaque  opération  que  des  domaines  non  équivalents  entre  eux,  on  arrivera 
à  une  série  de  domaines  non  équivalents  entre  eux,  mais  tels  que  tout  domaine 
de  (R)  soit  équivalent  à  l'un  d'eux.  Cette  recherche  est  facilitée  par  la  consi- 
dération des  substitutions  qui  laissent  invariants  les  domaines  de  l'ensemble 
(R)  (2.5-06). 

Ce  qui  précède  fournit  une  méthode  de  réduction  des  formes  quadratiques 
positives.  Toute  forme  quadratique  positive  sera  dite  réduite  si  elle  appartient 
à  un  domaine  quelconque 

R,  U„  R,,  ...,  R,_, 

d'un  système  complet  des  représentants  des  didérentes  classes  de  l'ensemble  (R). 
Une  forme  quadratique  réduite  ne  peut  être  transformée  en  une  autre  forme 
réduite  ou  en  elle-même  qu'à  l'aide^d'une  substitution  laissant  invariant  un 
domaine  ou  une  face  des  domaines  de  la  série  précédente  (27-2S). 

Seconde  Partie.  —  Quelques  applications  de  la  théorie  générale  à  la 
recherche  des  formes  quadratiques  parfaites. 

L'auteur  part  de  ce  qu'il  appelle  la  forme  parfaite  principale. 

O  =z  x]  -{-■  xl  -h.  ..-i-  x'ji  -h  œ^  X„-{-  XiJr.^-r-.  .  .-h  a7„_,  x„. 

Cette  forme  est  extrême.  Elle  possède ^ représentations  de  son  mini- 
mum I  ;  le  domaine  R  qui  lui  correspond  est  déterminé  par  les  inégalités 

«u  +  «21 -+-•■•+«„;  S  0  (A-  =1,2, n), 

—  o,jèo  (/,/  =  I,  2,  ...,  n). 

Elle  possède formes  paifailes  coutiguès,  mais  elles  sont  toutes  équi- 
valentes entre  elles  ;  l'une  d'elles  est 

cp,  =  'j  —  o^i  x^; 

elle  est  équivalente  à  a  >i  n  =  2  (2f)-3i). 

Les  formes  parfaites  binaires  ne  forment  qu'une  classe  ;  d'après  cela  on 
pourra  appeler  réduite  une  forme  ([uadratique  positive 

f  =  ax-  -{-  -ib xy  -\-  cy'' 

si  ses  coefficients  satisfont  aux  inégalités 

«-+-6^0.  — 6  =  0,         c  +  b^-o 

qui  définissent  le  domaine  R  correspondant  à  9. 
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Les  formes  parfaites  ternaires  ne  forment  également  qu'une  classe.  Une  forme 
positive  réduite  sera  celle  qui  appartient  au  domaine  R  correspondant  à  la  forme 
parfaite  principale.  Le  domaine  R  peut  être  partagé  en  24  parties  équivalentes 
qui  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  à  l'aide  des  i'4  substitutions 
adjointes  à  celles  qui  laissent  invariante  la  forme  principale.  Une  telle  subdi- 
vision est  inconnue  pour  n  >  3  (32-33). 

L'auteur  étudie  ensuite  la  forme  parfaite  9,  =  »  —  x^x^.  Celte  forme  est 
extrême,  le  groupe  g\  qui  la  laisse  invariante  est  composé  de  r'-^nl  substitu. 
lions,  dans  le  cas  n  -  5.  Toutes  les  formes  parfaites  contiguës  à  la  forme  9,  soni 
équivalentes  aux  formes  suivantes 

'fi  -*"  ?  (-^i-^î  —  2ii  X;i,x^—.. .  —  5„_,  „a;„_,  x„)         (5,.  =  o  ou  1). 

L'auteur  se  borne,  dans  le  cas  général,  à  étudier  la  forme  9, —  cx-,.r, :  il  déter- 
mine la  valeur  de  0  pour  cliaquc  valeur  de  n  ;  pour  '\  =  n'^S,  cette  valeur  est 
égale  à  i  ;  pour  n  =  i^,  on  obtient  une  forme   parfaite  pour  laquelle  le  rap 

M  .         , 

port -—^  est  supérieur  a    i  :   c  est    le    premier    exemple    d'une  forme    parfaite 

VD 
jouissant  de  celte  propriété  (34-42). 

L'auteur  revient  à  des  cas  particuliers.  Si  n  =4  il  n'y  a  que  deux  classes  de 
formes  parfaites,  représentées  par  9  et  9,.  Si  n  =  .'),  il  y  a  trois  classes  repré- 
sentées par  'f,  9,  et 

I 

ces  formes  ont  le  même  maximum  i  et  des  déterminants  res|iectivemcnt  égaux 

Kœnigsberger  [Léo).  —  Sur  l'élimination  des  variables  entre  les 
équations  de  Lagrange  en  Dynamique.  (ij()-24a). 

Le  problème  dont  s'occupe  l'auteur  a  pour  objet  de  cliercher  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'élimination  d'un  certain  nombre  de  para- 
mètres entre  les  équations  de  Lagrange  qui  corres|)ondent  à  un  potentiel  ciné- 
tique du  premier  ordre  conduise  encore,  pour  les  paramétres  restants,  à  de^ 
équations  de  Lagrange  correspondant  à  un  potentiel  cinétique  du  premier  ordre 
ou  d'ordre  supérieur. 

1.  Les  équations  de  Lagrange,  pour  un  système  de  n  points  soumis  à  des 
liaisons,  sont  dites  correspondre  à  un  polentici  II  tlu  v'*™"  ordre  si  elles  expri- 
ment qu'on  a 

'^'       (r      <)\\         <l    àW  ,       ,,.,  cV     <)\\  -]  , 

'        L         OZ^  dl    OZ)  •    ■     ^         ^         df    (y-l-'l  'J         'S 

pour   tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons  qui  existent  à  l'in- 
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stanl  l  :  les  fonctions  II,  X,-,  Y^,  Z,  dépendant  de  f.  des  x-.  y-,  z-  et  de  leurs 
dérivées  jusqu'au  v''"'"  ordre. 

Si  la  position  du  S3'stème  dépend  de  [j.  paramètres  indépcndaiilsyyp //  ,  ..  -.p.,^, 
les  équations  de  Lagrange  sont  de  la  forme 

_^_i{.i^_       ^(_,y'^'—  -^  =  I>  (0  =  10 

()p,        dt  dp\        ■••  ^i^,  ^j^j..,^  <  1,  -,...,  \^.}. 

On  retrouve  les  équatiosis  classiques  si  H  est  un  polentiel  cinétique  û»  pre- 
mier ordre  ;  dans  la  Mécanique  ordinaire,  H  est  un  pulynome  entier  du  second 
degré  en/;,.  /X,  .....  p\j. 

2.  Si  Ton  se  donne  un  sj'stcme  de  [a  équations  difTérentielles  du  second  ordre 
en  yo,,  7Â,  ....  p.^.  la  variable  indépendante  étant  t,  ce  système  ne  peut  pas  en 
général  se  mettre  sous  la  forme 

—  ÛÏL      ^  ^  - 

<}p,        dt  (Jp\  ■ 

H  étant  un  potentiel  cinétique  de  la  Mécanique  ordinaire.  En  particulier  si 
;j.  =  T,  il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  l'équation  donnée 

f{t,p.p')p"+f,{t,p,p')  =  o 

f 
jouisse  de  la  ]iropriété  que  le  rapport  --.'   soit   un  polynôme  du   deuxième  degré 

en  /;' 

^  =  -Q ,  (  ^  p)p-'  +  P.,  (  t,  p)p'^o(t,p), 

dont  les  coefficients  satisfassent  à  la  relation 

dp   ~       fit 
Des  conditions  analogues  existent  dans  !e  cas  ;x  =  2. 

3.  Etant  données  p  +  a'  =  \i.  équations  de  Lagrange 

_  àU_         d_    m_  oV\         d    r)H   _ 

dp^        dt  dp).  ~     ""'  ()q,        dt  ûq\  ~ 

(  .r  =  I,  2,  . . .,  p)  (5  =  I,  2,  . . . ,  a) 

l'élimination  des  p  conduit  en  général  à  s  équations  différentielles  d'ordre 
2p-t-2  en  ^,,  ...,  q^.  On  peut  se  demander  dans  quel  cas  ces  équations  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme  d'équations  de  Lagrange  correspondant  à  un  potentiel 
d'ordre  p  -h  i . 

L'auteur  prend  en  particulier  le  cas  p  =  !7=  i,  H  ne  dépendant  pas  de  t.  Si 
p'[  (et  par  suite  p'j)  n'entre  pas  dans  la  première  équation,  si  de  plus/?,  n'entre 
pas  dans  Pj  et  P,,  l'équation  différentielle  du  quatrième  ordre  en  />,  a  toujours  la 
forme  d'une  équation  de  Lagrange.  Si  au  contraire  la  seconde  équation  ne  contient 
pas  p\  elpl,  P,  et  P^  étant  constants,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  l'équation  en  /?,  résultant  de  l'élimination  de  Pi  soit  une  équation  de 
Lagrange  correspondant  à  un  potentiel  cinétique  du  second  ordre  est  que  H  soit 
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de  la  fiirmc 

H  =  «,  p'r+o,p:;-  -h  '■?  (/>,—  X,/?,)  +  •;  (/J,  -  l,j>,)         (a,  a.  =  ^ 

4.  Revenons  au  cas  général  de  p  -t- 5  équations.  Si  les  équations  relatives  aux 
paramètres  p  ne  contiennent  pas  les  dérivées  dn  premier  et  du  second  ordre 
de  p,  l'élimination  des  p  conduit  pour  les  ^  à  7  équations  différentielles  du 
quatrième  ordre,  qui  sont  équivalentes  à  ~  équations  de  Lagrange  correspondant 
à    un    potentiel  cinétique  du  second  ordre.  Si  en  outre   les  équations  relatives 

aux  q  ne  contiennent  pas  p], />;;,  l'élimination  des  p  conduit  à  ~  équations 

différentielles  du  second  ordre,  qui  sùnt  équivalentes  à  s  équations  de  Lagrange 
correspondant  à  un  potentiel  cinétique  du  premier  ordre. 

Si  les  équations  de  Lagrange  données  ne  contiennent  pas  les  paramètres  p, 
les  premières  ne  contenant  pas  non  plus  les />",  les  équations  résultant  de  l'éli- 
mination des/»  ne  possèdent  pas  en  général  la  forme  de  Lagrange. 

Si  les  équations  données  ne  contiennent  ni  les  p,  ni  les  p',  l'élimination  des  p" 
conduit  à  s  équations  différentielles  du  second  ordre  qui  possèdent  la  forme  des 
équations  de  Lagrange  pour  un  potentiel  cinétique  du  premier  ordre. 

L'auteur  examine  enfin  le  cas  où  quelques-uns  des  groupes  des  p,  p',  p" 
manqueraient  <lans  les  équations  relatives  aux  q,  ou  bien  en  partie  dans  les 
équations  relatives  aux /?  et  dans  les  équations  relatives  aux  q. 

5.  L'élimination  de  certains  paramètres  peut  encore  se  faire  par  suite  d'inté- 
grations évidentes. 

âH 

Si  les  P    sont    des  fondions  de  t,    et  si  les  - —  sont  des  dérivées  totales  par 

dp, 

rapport  à  <  et  de   plus  ne   contiennent  pas  les  p,  l'élimination  des  j>  conduit. 

pour  les  q,  à  <j  équations    de  Lagrange  pour    un  potentiel   du    premier  ordre. 

L'auteur  applique  ce  théorème  général  à  l'étude   du   mouvement  d'un  système 

formé  de    n  points  soumis    à  des   forces  admettant    une  fonction  de    forces  U 

ne  dépendant  que  des  coordonnées  de  ces    points,  et  auxquels  on  a   adjoint  un 

(n-M)'^"""  point,  soumis  à  aucune   force,  et  dont  les  coordonnées  sont  liées  à 

celles  des  n  premiers  points  par  une  ou  deux  ou  trois  relations. 

6.  L'auteur  examine  enfin  le  cas  où  l'élimination  se  ferait  en  utilisant  certaines 
relations  entre  les  paramètres  et  leurs  dérivées  premières,  qui  seraient  com[ui- 
tibles  avec  les  équations  de  Lagrange  données. 

Jahnke  {E.).  —  Sur  les  subslitu lions  orthogonales  elles  relations 
différentielles   entre    les   fonctions    ihêla    de    deux    arguments. 

(243-283). 

Le  groupe  des  substitutions  orthogonales  de  4  variables  joue,  comme  l'ont 
montré  Caspary,  Martin  Krause  et  l'auteur  lui-même,  un  rôle  fondamental  dans 
la  théorie  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments.  On  obtient  les  coefficients 
de  la  substitution  orthogonale  la  plus  générale  de  quatre  variables  en  mul- 
tipliant deux  matrices  de  la  forme 
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Si  les  deux  malrices  sont  irlenliqucs,  on  oblienl  une  matrice  produit  de  l;i 
forme 

A«,,     A  a,;     A<7|3     o 

Ail.,     \a„„    A«„3     o 

Art.,,     Art^o     Artj,     o 

o  o  o        A 

et  les  coefficients  cr,;.  sont  les  coefficients  de  la  substitution  orthogonale  la  plus 
générale  de  déterminant  i  à  3  variables.  Dans  le  cas  général  d'une  substitution 
orthogonale  à  4  variables,  les  iG  coefficients  de  la  substitution  forment  ce  que 
l'auteur  appelle  un  système  d'ordre  i6  (  Sechszehnersystem),  tandis  que  les 
coefficients  Aa,-  forment  un  système  d'ordre  9  (  >Jeunersystem). 

Dans  les  n°'  1  et  3,  l'auteur  développe  diverses  méthodes  permettant  d<- 
déduire  d'un  système  d'ordre  9  ou  i(J,  par  transformation  infinitésimale  de  leuis 
paramètres,  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux.  Les  n"  2  et  3  contiennent  des 
applications  de  ces  résultats  aux  fonctions  thêta  générales  de  deux  arguments. 

Signalons,  en  particulier,  un  système  orthogonal  qui  contient  les  fonctions 
,p  hyperelliptiques;  si  l'on  multiplie  chaque  }-)^r,{x^^x„)  par  la  fonction  q^.. 
correspondante  (carré  du  quotient  de  deux  fonctions  thêta),  les  seize  dérivées 
,,ièn,es  (jcs  fonctions  q,Y>,  prises  dans  la  disposition  de  Caspary,  forment  les  coef- 
ficients d'un  système  orthogonal. 

.\u  n"  4  l'auteur  développe,  en  parlant  d'un  théorème  fondamental  de  Grass- 
mann,  les  formules  de  multiplication  entre  quatre  des  systèmes  d'ordre  iG  qui 
jieuvent  être  construils  au  moyen  de  quatre  systèmes  de  quatre  paramètres. 
Ces  formules  établissent  des  relations  entre  les  systèmes  orthogonaux  fournis 
par  les  déiivécs  des  fonctions  thêta.  L'auteur  donne  dans  le  n"  5  des  applications 
aux  fonctions  q,p.  Il  indique  d'abord  huit  représentations  linéaires  différentes 
de  ce  système  de  fonctions  au  moyen  des  carrés  des  thêta.  Il  montre  ensuite 
qu'entre  les  fonctions  7,  ji  existe  la  même  espèce  de  dépendance  qu'entre  les 
carrés  des  fonctions  thêta,  à  savoir  que  chacune  peut  s'exprimer  d'une  manière 
linéaire  et  homogène  en  fonction  de  quatre  d'entre  elles.  De  plus  les  relations 
de  Rosenhain  et  de  Gopel  entre  les  carrés  des  fonctions  thêta  ont  lieu  aussi 
entre  les  fonctions  q,  p,  pouivu  que  les  coefficients  constants  soient  modifiés 
convenablement. 

Dans  le  n°  G  l'auteur  montre  (juc  la  dépendance  entre  les  fonctions  ç,  p  est 
plus  spéciale  qu'entre  les  carrés  des  fonctions  thêta,  car  elle  comporte  huit 
relations  linéaires  de  plus.  On  obtient  ces  relations  sous  forme  homogène  (n°  7) 
en  introduisant  à  la  place  des  fonctions  q.p  le  système  orthogonal  des  fonc- 
tions j: 

y„o  {x^,Xi)  =  9<,3(^i,.r,)p„o(a;,,  x..)  -1 -, ; 


les  relations  de  P.osenhain  et  de  Gijpel  qui  existent  entre  les  fonctions  9,  p 
existent  sans  changement  entre  les  fonctions  y.  On  peut  de  deux  manières  diffé- 
renles  représenter  chaque  fonction  y  par  trois  d'entre  elles  linéairement  indé- 
pendantes. Géométriquement  parlant  la  dépendance  entre  les  fonctions  j  corres- 
pond à  une  configuration  de  seize  points,  qui  est  une  dégénérescence  dans  le 
plan  de  la  configuration  de  Kummer. 
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liéthy  {Moritz).  —  Sur  la  siabililë  et  l'instabilité  d'un  point 
matériel  dans  un  milieu   résistant.  (9.84-288). 

L'auteur  démontre  le  tliéorérne  suivant,  qui  se  rattache  à  des  recherches  anté- 
rieures de  M.  P'ejér  (même  Journal,  t.  CXXXI): 

Soit  un  point  matériel  libre  soumis  à  une  force  admettant  une  fonction  des 
forces  U.  On  suppose  que  U  présente  en  un  point  G  un  minimum  isolé  tel  que 
les  termes  de  plus  bas  degré  du  développement  de  Taylor  de  la  fonction  U, 
constituent  une  forme  définie  positive.  On  suppose  de  plus  que  le  point  est 
soumis  à  une  résistance  de  milieu  /(  t')  opposée  à  la  vitesse,  /  (0)  étant  nul,  et 

le    rapport" — ; —  restant,  pour  de    petites    valeurs  de  v,  inférieur  à  un  nonilirc 

fixe,  ou  bien    augmentant  constaninicnl  et  devenant  infini  ([uand  r   tend  virs  o 
en  décroissant.  Dans  ces  conditions,  la  position  d'équilibre  G  est  instable. 

Jung  [Ileinrich-  W.-E .).  —  Représentation  des  fonctions  d'un 
corps  algébrique  de  deux,  variables  indépendantes  x^  y  au 
voisinage  d'un  point  x  =  a,  y^=b.  (289-014)- 

Soit  un  corps  algébrique  K  de  deux  variables  indépendantes:?;  et  y  défini  |)ar 
une  équation  /{.r.  j',  z)  =  o.  M.  Hensel,  dans  un  article  paru  dans  les  Acta 
mathenialica  { t.  WIII.  1900),  s'est  occupé  de  la  représentation  des  fonctions  du 
corps  au  voisinage  d'une  courbe  irréiluctible  A  (.r,  y)  =  o.  L'auteur  s'occupe 
ici  de  la  représentation  de  ces  fonctions  au  voisinage  d'un  point  (a,  b),  qu'on 
peut  toujours  sup])oser  être  le  point  (o,(;).  Le  résultat  fondamental  est  le  sui- 
vant: 

On  peut  toujours  trouver  deux  fonctions  u  et  v  du  corps  K  telles  que  x  cl  y 
soient  des  séries  ordinaires  de  puissances  de  u  et  de  r,  s'annulant  pourj<  =  v=o 
tandis  que  toutes  les  autres  fonctions  de  K  sont  ou  bien  des  séries  ordinaires 
de  puissances  de  u  ou  de  r,  ou  bien  des  quotients  de  telles  séries.  11  suffit  d'un 
nombre  fini  de  couples  de  fonctions  u  et  c  et  de  développements  pour  repré- 
senter les  fonctions  de  K  dans  tout  le  voisinage  du  point  (o,  o). 

I.  Les  fonctions  de  Iv  au  voisinage  de  x  =  o,  y  ■=  o.  —  Le  poiynone 
f  {z,  X,  y  )  peut  être  décomposé  en  un  produit  de  facteurs  1"',  F,,  ...,  l"'^,,,, 
chacun  étant  rationnel  et  entier  en  z  et  ayant  des  coefficients  développables  en 
séries  de  puissances  de  x  et  de  y  au  voisinage  de  l'origine,  les  dilTérents  facteurs 
l'\-  étant  indécomposables  en  d'autres  facteurs  de  même  espèce.  Il  suffit  de  con- 
sidérer une  branche  de  z  annulant  F  par  exemple.  Pour  chaque  valeur  de  x 
assez  petite  {\x\<,  r),  la  fonction  2  de  jk  peut  être  représentée  sur  une  surface 
de  t\iemann  dont  on  ne  considérera  que  les  points  pour  lesquels  j^^  j  <  s,  /•  et  .s 
étant  deux  nombres  fixes  pris  assez  petits.  La  portion  ii  considérée  de  la  sur- 
face de  Hiemann,  peut  se  décomposer  en  plusieurs  parties  connexes  H,  I-IC',  .... 
qui  s'échangent  entre  elles  quand  x  décrit  un  chemin  fermé. 

Si  R  est  une  des  parties  de  11  et  si  t^{x),  /.,  (x),  . . .,  t  (x)  sont  les  points 
de  ramification  de  R,  l'auteur  considère  la  fonclion  rationnelle  entière  de  plus 
bas  degré  P  (a;,  j')  qui  contient  les  facteurs  j)-  —  ^,  (.r  ),  . . .,  y  —  t,^  {x).  Il  pose 
alors  D  =  j:7P  dans  le  cas  où  les  termes  de  plus  bas  degré  de  P  sont  divisibles 
par  o;  et  où  a;  =  o  est  une  courbe  de  ramification  ;  il  pose  D  =  P  dans  les  autres 
cas.  La  fonction  D  ainsi  définie  est  la  fonction  de  ramification  relative  à  R  (x). 
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Si  les  termes  de  plus    bas  degré  de    D  sont  de  degré  a,    le  nonijjre  ;j.  est  dit  le 
rang  de  ramification  de  R. 

II.  Les  cas  les  plus  simples.  —  L'auteur  éliidic  d'ahord  le  cas  de  ;j.  =  o  et  de 
a  =  I . 

Si  ;j.  =  o,  1{  n'a  pas  de  point  de  rainificalion. 

Si  [J.  =  1,  D  —  P.  On  peut  alors  se  ramener  au  cas  où  la  branche  considérée  z 
n'a,  comme  courbe  de  ramification,  au  voisinage  de  (o,  o),  que  a;  =  o  et  y  =  o 
(ou  l'une  des  deux  seulement).  Par  une  analyse  arithmétique  simple,  l'au- 
teur montre  qu'on  peut  trouver  deux  quantités  u  et  v  telles  que  x  tl  y  soient 
chacun  delà  forme  u''-,  v'^,  a  et  jî  étant  entiers,  z  étant  développable  en  une  série 
de  puissances  en  u  et  v.  Pour  représenter  toutes  les  déierminalions  de  2,  il  se 
peut  qu'on  soit  obligé  de  recourir  h  un  nombre  fini  de  choix  différents  de  u  et 
de  t'.  On  peut  enfin  toujours  s'arranger  pour  que  les  u  et  les  v  appartiennent 
au  corps  K  lui-même. 

III.  Le  cas  général.  —  Si  [x  est  supérieure  i,  l'auteur  se  ramène  au  casa  =  o 
ou   I,  par  une  suite  de  transformations  birationnelles. 
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Iiiip.  GAL'TIIIEU-VILLARS,  iJ,  quai  des  Grands-Augustins. 
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